
 1 
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A22 .) 
 Adott az ábrán látható (függőleges síkban) lengő mechanikai rndszer. A két merev rúd tömege 
elhanyagolható, a csuklók súrlódásmentesek. A vízszintes merev sinen (súrlódásmentesen) csúszó tömeg 
nem akad meg az „O” ponban rögzített csuklóban (azaz áthalad „előtte”). A merev rudak hossza „a” 
illetve „2a” a tömegek egyformák („m”).  
 
 a.)  Mekkora a rendszer szabadsági fokainak száma? Miért?  
 b.) Válassza általános koordinátának a rudaknak a függőleges iránnyal bezárt (az ábrán is bejelölt) 
„ϕ” szögét , és fejezze ki ezzel az egyes tömegpontok koordinátáit ! 
 c.) Írja fel a rendszer kinetikus energiáját!  
 d.) Írja fel a rendszer potenciális energiáját, és határozza meg a Lagrange függvényét! 
Látható, hogy a rendszer a függőleges helyzetben van egyensúlyban.  
 e.) Írja fel a közelítő Lagrange függvényt kicsiny ϕ  kitérésekre úgy, hogy ahol lehet, ott a 
másodrendű tagokat hanyagolja el! 
 f.) Határozza meg a rendszer mozgásegyenletét ϕ<<1 esetén  és oldja is meg! 
 g.) (EXTRA, gyakorlásra!) Kössünk a csúszó tömeghez egy „D” állandójú, nulla nyugalmi 
hosszúságú, vízszintes rugót úgy, hogy a rendszer egyensúlyi helyzete a  „ϕ0=600” legyen. Legyen most  

α+ϕ=ϕ 0  ! Határozza meg az ( )tα  <<1 időfüggvényt!  
 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
A23.)   
 Adott a mellékelt ábrán vázolt, a függöleges (x,y) síkban mozgó mechanikai rendszer. Az „m1” és 
az „m2” tömegű testeket egy (elhanyagolható tömegű, nyújthatatlan) fonal köti össze. A fonal 
surlódásmentesen csúszhat a rögzített „P” pontokon. Az „m1” tömeg csak függőlegesen mozoghat és az 
„m2” tömeg az (x,y) síkban lenghet. Legyen a két csiga távolsága d, a kötél hossza pedig L.  
 
 a.)  Mekkora a rendszer szabadsági fokainak száma? Miért?  
 b.) Válassza általános koordinátának az ábrán bejelölt „ϕ ” szöget  és „s” távolságot. Adja meg a 
tömegpontok Descartes koordinátáit ezek segítségével! 
 c.) Adja meg a rendszer potenciális energiáját! 
 d.) Adja meg a rendszer kinetikus energiáját! 
 e.) Írja fel a Lagrange 2. differenciálegyenlet(ke)et! 
 f.) Legyen „m1=m2=m”! Ekkor létezik olyan megoldás, amire azonosan  ϕ(t) = ϕ(t) = 0 . 
Határozzuk meg ebben az esetben az s(t)  időfüggését!  
 d. ) (EXTRA!) Keressünk olyan megoldást, ahol s(t) = s0 +δs(t) és ϕ(t) = δϕ(t) , ahol 
δs(t),δ s(t),  és δϕ(t), δ ϕ(t)  pici. (Ezekben linearizálhatjuk az egyenleteket.) A kapott 
mozgásegyenlet(ek) alapján határozza meg a rendszer mozgását! 
 A számoláshoz szükséges egyéb (segéd) adatokat egyértelműen jelölje be az ábrába és 
egyértelműen defíniálja!  
 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
A24.)  
 Egy ”m” tömegű pont a függőleges (x,y) síkban, az ábrán vázolt felületen végzi a mozgását. A 
felületet az y = x2 / 2A  egyenlet határozza meg. A g  a „–y” irányába mutat.  
 
 a.) Hány szabadsági fokú ez a rendszer? Az (x,y,z) térbeli mozgásból kiindulva adja meg a 
tömegpont mozgását korlátozó kényszerfeltétel(eke)t! Hány ilyen feltétel van?  
 b.) Válassza általános koordinátának a tömegpont ”x” Descartes koordinátáját.   
 c.) Határozza meg a tömegpont mozgását jellemző Lagrange függvényt!  
 d.) Írja fel a Lagrange másodfajú differenciál–egyenlete(ke)t! 
 e.) Oldja meg a mozgásegyenletet, (az egyensúlyi helyzettől vett) kis kitérés(ek)re! 
 f.) (EXTRA, gyakorlásra!) Próbálja meg megoldani a fenti feladatot úgy, hogy általános 
koordinátának az „y”-t választja! Milyen problémákkal találkozik? 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 
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A25 .) 
 Tekintsük az ábrán látható, az (x,y) függőleges síkban lévő, két egyforma méretű és tömegű, 
homogén, tömör tárcsából álló mechanikai rendszert! A tárcsák tömege „m” a sugaruk”R”. A felső tárcsa a 
rögzített tengelye körül súrlódásmentesen  foroghat. A tárcsára csavart nyújthatatlan, igen vékony fonalat a 
másik végénél kezdve a másik tárcsára csévéltük fel. A nyugalomból induló, szabadon elengedett tárcsa 
(lengés nélkül) függőlegesen süllyed lefelé, miközben a fonál letekeredik a tárcsákról. A g  mutasson  „+y” 
tengely irányába!  
 
 a.) Mekkora a rendszer szabadsági fokainak száma? 
 b.) Válasszon általános koordinátákat úgy, hogy legyen köztük a tárcsák elfordulását megadó  
      1ϕ  és/vagy 2ϕ  szög is! 
 c.) Síkmozgást feltételezve, írja fel a rendszerben a kényszerfeltételeket!  
 d.) Adja meg  a redszer kinetikus energiáját! (Figyeljen az alsó tárcsa transzlációs mozgására is!) 
 e.) Adja meg  a redszer potenciális  energiáját! 
 f.) Adja meg a rendszer Lagrange függvényét! 
 g.) Írja fel a Lagrange2 mozgásegyenlete(ke)t!  
 h.) Bizonyítsa be a mozgásegyenletből, hogy nyugalomból induló mozgás esetén  φ1 −φ2 = cst ! 
Ezt felhasználva határozza meg a felső tárcsa mozgását! 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
A26.)   
 Adott, az ábrán látható, a függőleges (x,y) síkban mozgó mechanikai rendszer. A g  mutasson  „–
y” tengely irányába!  
 Az „R” sugarú, homogén korong tömege elhanyagolható. A koronghoz erősített „a” hosszúságú, 
merev pálca tömege nulla. A pálca végén lévő pontszerű test tömege „m”. A korong csúszásmentesen 
gördül a vízszintes „x” tengelyen. A pálca helyzetét a függőlegessel bezárt „φ” szögével jellemezzük.  
 
 a.) Határozza meg a rendszer szabadságfokainak számát!  
 b.) Válassza általános koordinátának a φ szöget, és fejezze ki a tömegpont (x,y) Desceartes 
koordinátáit ezzel! 
 c.) Határozza meg a rendszer Lagrange-függvényét!  
 d.) Közelítse a Lagrange-függvényt φ<<1 esetén! 
 e.) Írje fel a Lagrange 2 mozgásegyenlete(ke)t φ<<1 esetén, és határozza meg a rendszer mozgását! 
 
 f.) (EXTRA gyakorlásra!) Hogyan módosul az eredmény, ha a korong „M” tőmegét nem lehet 
elhanyagolni?  
 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
A27.)  
 Adott az ábrán látható, a függőleges (x,y) síkban elhelyezett mechanikai rendszer.  
Az „R” sugarú, „m” tömegű, homogén korong a függőleges falon csúszásmentesen gördül. A korong 
tengelyét egy „0” nyugalmi hosszúságú, D rugóállandójú rugó köti a falhoz. A korngra csévélt 
nyújthatatlan, súlytalan fonálon egy „m/2” tömegű pontszerű test függ. Ez a test csak függőleges irányban 
mozoghat, azaz nem végez lengéseket.  
 
 a.) Hány szabadsági fokú ez a rendszer és miéert?  
 b.) Válassza  általános koordinának a korong „y” koordinátáját.  Adja meg  a redszer kinetikus 
energiáját! (Segítség: Adja meg a kapcsolatot a korong elfordulása, valamint tümegközéppontjának dy 
elmozdulása, ill. a tömegpont elmozdulása között!)  
 c.) Adja meg  a redszer potenciális  energiáját! 
 d.) Adja meg a rendszer Lagrange függvényét! 
 e.) Írja fel a Lagrange2 mozgásegyenlete(ke)t!  
 f.) A mozgásegyenlet alapján határozza meg a rendszer egyensúlyi helyzetét és az ehhez tartozó  y0 
érétéket!  
 h.) Határozza meg  az y(t) függvényt!  
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 


