Wigner-rotacio, Thomas-precesszio

Bokor Nandor, BME, 2015.

[Megjegyze€s: az alabbi irasban az id6t méter mértékegységben mérjiik (pl. a
o = 1m*“ kifejezés a = 3.33-107s-ot jelenti, azaz 1 méternyi id§ alatt azt az
id6tartamot értjiik, amely alatt a fény Im tavolsagot megtesz), a
sebességeket pedig dimenzio nélkiili mennyiségként értelmezziik (pl. ,,v =
0.4* a fénysebesség 40%-at jelenti). ]



1. Két Lorentz-transzformdcio (Lorentz-boost) egymdsutanja

Egy S’ inerciarendszer v, sebesseéggel halad egy S inerciarendszerhez képest
a pozitiv x-tengely (€s x-tengely) iranyéaba (Id. 1. dbra). Egy eseménynek az
S-ben, 1ll. §™-ben megadott térido-koordinatai kozott tehat a jolismert x-
iranyu Lorentz-transzformacié (in. Lorentz-boost) teremt kapcsolatot.
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1. abra

Egy S" inerciarendszer v, sebességgel halad az S™-hoz képest a pozitiv y'-
tengely (és y"-tengely) iranyaba (I1d. 2. abra). Egy eseménynek az S™-ben, ill.
S"-ben adott téridd-koordinatai kozott az y'-iranyl Lorentz-boost adja meg a
kapcsolatot.
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2. abra

Milyen koordinata-transzformaciora van sziikseg, hogy az S-beli térido-
koordinatakbol kozvetleniil megkapjuk az S"-beli téridé-koordinatakat?



Masképpen: hogyan irhato fel két Lorentz-boost egymasutanja? (Azt varjuk,
hogy az is pusztan egyetlen Lorentz-boost lesz, csak valamilyen ferde
iranyban.)

Miel6tt erre a kérdésre formalisan valaszolnank, probaljunk egy kis fizikai
intuiciot szerezni. Képzeljiik el, hogy S"-ben egymasra merdlegesen
nyugszik két rad (3. abra). Milyen iranyuak ezek a rudak az S-beli
megfigyeld szerint?
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3. abra

Hogy ezt a kérdést eldonthessiik, elobb meg kell allapodnunk, mit értiink
egy mozgo rud iranya alatt: praktikusan megfogalmazva, ki kell dolgoznunk

s

méri. Egy lehetséges mérési eljaras — amely egyidejli események
helyszinének a mérésén alapul — a kovetkezo: Tekintsiik az O, 4, B
esemeényeket, amelyek a rudak végpontjainal kovetkeznek be (I1d. 3. abra), S-
bdl merve egyidejiien (a t = 0 iddpillanatban). A harom esemény S-ben mért
(milyen térkoordinatdju helyeken) jatszodnak le ezek az események

S szerint? Ezt a kérdést az §"—=S' és S'—S Lorentz-transzformacidokbol
kaphatjuk meg.

Az O esemény térbeli koordinatai S"-ben:

x, =0,
vy =0.

Ugyanennek az eseménynek a S™-beli koordinatai:



!
x, =0,

Yo =Valo-
Az S-beli koordinatak pedig:

Xp =W, (1)
VZ(t B vl'xO)' (2)

Yo~ wll—vl2

Az utols6 egyenletben az S €s S’ kozotti Lorentz-transzformaciot
alkalmaztuk a 7, koordinata atirasara vesszdtlen koordinatakra.

Az A esemény térbeli koordinatai S"-ben:

n
x, =0,
14 n
ya =Y,

S’-ben ugyanennek az esemeénynek a koordinataira a kovetkezd egyenleteket
irhatjuk:

!

x, =0,

' ' 2 "
Ya =Voly =yl=v; ¥y,

Az utolsé egyenlet az y', -re felirt Lorentz-transzformacio, kicsit atrendezve.

Az S-beli térkoordinatak pedig:

X, =W, 3)
t—leA' @)

' " 2
Va=Ya=Yo1=-v; +V,
NI Eh

Az utols6 egyenlet utolso tagjdban az S €s ' kozotti Lorentz-transzforméciot
alkalmaztuk a ), koordinata atirasara vesszotlen koordinatakra.

A B esemény térbeli koordinatai S"-ben:

n 14
xg =X,
n
vg =0.



Az S'-beli térkoordinatak:

! "
xg =X,

Vg =Valp.
Az S és S"-kozotti Lorentz-transzformaciot felhasznalva elvégezhetjiik az

helyettesitéseket, amibdl az S-beli térkoordinatakra

Xg = XgA[1-vi +v,t, ()
t—vx
Yp =V2 1 f (6)
-
adodik.

Az 0, A, B események S-ben ugyanakkor, a r =0 idopontban zajlanak. Az
(1)-(6) kifejezésekbe t = 0-t helyettesitve az alabbi térkoordinatakat kapjuk:

(x0:30)=(0,0), 7
(x4.54)= (O,Y(Hl—v%), (8)
(xp.y5)= (ngll—vlz ,—vlsz(';). 9)

A (7)-(9) osszefiiggesekbdl 1athato, hogy S az O, A, B események helyét a 4.
abranak megfeleld elrendezésiinek méri. S szerint az " vonatkoztatasi
rendszer x" €s y"-tengelyeit kijel6l6 merdleges rudak nem merdlegesek.
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4. abra

Probaljuk meg a fenti meglepd eredményt egyszerti, intuitiv fizikai képpel
megérteni. Kovessiik a két rad ,.élettorténetet™ attol kezdve, hogy az

S vonatkoztatasi rendszerben nyugalomban levd gyarban elkészitették és
merdlegesen elhelyezték dket, egészen addig, amig az S” vonatkoztatasi
rendszerrel egylitt szaguldanak, és az ottani nézdpont szerint merdlegesek
egymasra. Mi tortént kozben a rudakkal? Miért nem maradtak végig
merdlegesek az S-beli megfigyeld szamara?

Tegylik fel, hogy a (méter)rudak kezdetben S-ben nyugszanak, és
merdlegesek egymasra. [Nem torodve ennek a fizikai képnek az
irrealitdsaval, feltessziik, hogy a rudak egyes atomyjai fliggetlenek egymastol,
azaz a rudakban semmiféle rugalmas hulldm nem halad. Ha a két végiiket
eltér6 modon meglokjiik, azok onnantol kezdve egymastol fliggetleniil
tudnak mozogni. |

Két folyamat zajlik le egymas utan:

1. Az S" megfigyeld a két rudat hirtelen jobbra megloki, és ,,magaval
sodorja* Oket (1d. 5. abra).
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5. dbra

Fontos: az 5. dbran lathaté Eo, E,, Ep ,,10kési események* az S"-ben mérve

egyidejiiek!

Az S és S"kozotti Lorentz-transzformacios képletekbdl konnyen levezetheto,

hogy:

- S szerint az Ey €s E, események egyidejliek, azaz a fiiggdleges rud a 1okés
utdn is parhuzamos marad az y-tengellyel (és méter hosszusagu marad),
- § szerint az Ep ¢s Ep esemenyek nem egyidejliek (7 <15 ). De ez nem

baj, ettdl még a 10kes utan a vizszintes rad is parhuzamos marad az x-
tengellyel (csak rovidebb lesz, mint 1 méter, S és S’ szerint 1s). Ez utobbi
jelenséget az alabbi (x,f) téridodiagram segit megérteni:

t

,r

6. abra

A rudak most mar S’-ben nyugszanak, ¢s még mindig merdlegesek egymasra

(S és S’ szerint 1s).



2. Az " megfigyeld a két rudat hirtelen az y' iranyaban megloki, és
,magaval sodorja* 0ket (Id. 7. abra).

SV
1 \Z)
—t
Yy
S!
F,
FO FB X'
7. abra

Az egyszeriliség kedvéért legyenek a 7. abran lathato Fo, Fy, Fp ,,l0kési
esemeények* ismét az S"-ben mérve egyidejiiek.

Ismét az S és S’ kozotti Lorentz-transzformacios képletekre gondoljunk.
Ezekbdl konnyen lathato, hogy:

- § szerint az Fy ¢€s F, események egyidejliek, azaz a fiiggoleges rud a lokés
utan is parhuzamos marad az y-tengellyel,

- § szerint az Fo ¢s Fp esemenyek nem egyidejiiek (tr, <tr, ). A vizszintes

rud nem marad parhuzamos az x-tengellyel, mert S mérése szerint a B pont
késobb lett felfelé meglokve, mint az O pont.

Ezzel intuitive megértettiik a 4. dbra furcsa rad-orientacioit, de még ezek
utdn is nehezen megemeészthetden hangzik (bar igaz) az a kijelentés, hogy
S szerint az " vonatkoztatasi rendszer y"-tengelye parhuzamos a sajat y-
tengelyével, az S" x"-tengelye viszont nem parhuzamos a sajat x-
tengelyével.



Hogyan latja ezt a kérdést az S"-beli megfigyeld? Az 6 mérése szerint melyik
kétvesszOs tengely parhuzamos melyik vesszotlen tengellyel?

S a kovetkezd okoskodassal (ill. méréssel) valaszol a kérdésre:
Jatsszuk le a rudak torténetét bemutato fenti ,,filmet* visszafelé! (A
visszafelé lejatszott filmben az id6 — forditott iranyl — mualasat 7 -pal
jelolom.)

1. A forditott film elsd jelenetében a két rud az S” vonatkoztatasi rendszer
x"-, y"-tengelyei iranyaban all. A visszafel¢ lejatszott filmben az Fy, Fy, Fp
esemeények (végteleniil gyors) ,,lefekezési események lesznek, amelyek az
S"-ben nyugvo rudakat S-ben nyugvo rudakka fékezik. S’ szerint az Fo, Fy,
Fp események (a visszafele lejatszott filmben is) egyidejiiek.

Az §" és §'kozotti Lorentz-transzformacids képletekbdl konnyen
levezethetd, hogy:

- §" szerint az F €s Fp események egyidejliek, azaz a vizszintes rud a
fékezés utan is parhuzamos marad az x"-tengellyel,

- §" szerint az Fo és F; események nem egyidejliek (77, <17 ). De ez nem
baj, ettdl még a fekezes utan a fliggdleges rad is parhuzamos marad az y'-
tengellyel (csak rovidebb lesz, mint volt). Ez utdbbi jelenséget az alabbi
(y”,?”) téridédiagramon is lathatjuk:

?r/ ?/

R

8.abra



2. A visszafelé lejatszott filmben ezutan az S™-ben nyugvé rudakat ujabb
fekezo 1okések érik (Eop, E4, Ep események), amelyek S™-ben egyidejiiek, és
amelyek utan a két rid az S-ben nyugalomba keriil.

Az §" és S'kozotti Lorentz-transzformacids képletekbdl konnyen
levezethetd, hogy:

- 8" szerint az E €s Ep események egyidejiiek, azaz a vizszintes rud
parhuzamos marad az x'"-tengellyel,

- 8" szerint az Eo és E, események nem egyidejiiek (?go < ?gA ). A fiiggdleges
rud nem marad parhuzamos az y'"-tengellyel, mert S" szerint az A pont
késobb lett leféekezve, mint az O pont.

S" szerint tehat a rudak helyzete kezdetben (amikor még S-ben nyugalomban
voltak) a 9. dbranak megfeleld:

9. abra

Osszefoglalva: S” szerint az S vonatkoztatasi rendszer y-tengelye nem
parhuzamos a sajat y'-tengelyével, az S rendszer x-tengelye viszont
parhuzamos a sajat x"-tengelyével! A 4. dbrat a 9. abraval 0sszevetve
lathato, hogy a pdrhuzamossag nem abszolut fogalom (S szerint parhuzamos
tengelyek S szerint nem parhuzamosak, és forditva.)

Az S-beli, §™-beli és S"-beli nézépontokat az alabbi tablazatokban
osszegezhetjlik (az intuicionknak ellentmond¢é sorokat rikito szinekkel
kiemeltem).

S'szerint | ,,az x-tengely parhuzamos az x-tengellyel* (S’ egyetért)

S'szerint | ,,az y-tengely parhuzamos az y-tengellyel* (S’ egyetért)

S szerint ,,aZ x-tengely NEM parhuzamos az x"-tengellyel* (S” NEM ért




egyet, 1d. lejjebb)

S szerint

S’szerint | ,,az x-tengely parhuzamos az x-tengellyel* (S egyetért)

S'szerint | ,,az y~tengely parhuzamos az y-tengellyel* (S egyetért)

S'szerint | ,,az x-tengely parhuzamos az x"-tengellyel (S"” egyetért)

S'szerint | ,,az y~tengely parhuzamos az y'-tengellyel (S" egyetért)

S"szerint | ,,az x"-tengely parhuzamos az x'-tengellyel* (S’ egyetért)

S" szerint | ,,az y"-tengely parhuzamos az y'-tengellyel* (S’ egyetért)

S"szerint | ,,az x"-tengely parhuzamos az x-tengellyel* (S NEM ért egyet,
1d. feljebb)

S" szerint

Még jobban illusztralhatjuk, hogy a merdlegesség és a parhuzamossdag nem
abszolut fogalmak, ha a fenti tdblazatok szinessel jelolt sorai koré egy rovid
torténetet kerekitiink. A 10. 4bran négy ember lathato, a nevik X, ¥, X' és
Y"'. X és Y az S vonatkoztatasi rendszerben nyugszik, parhuzamosan az x-
ill. az y-tengellyel, X"’ és Y'' pedig a §” vonatkoztatasi rendszerben
nyugszik, parhuzamosan az x"- ill. az y"-tengellyel.
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10. abra

Neégyiik kozott az alabbi parbeszédek zajlanak:

X: ,,Merdlegesek vagyunk.*




Y: ,,Szerintem i1s.*

X' ,Merdlegesek vagyunk.

Y’ , Szerintem i1s.*

X: ,,Nem vagyunk parhuzamosak.
X' ,.De igen!*

Y: ,,Parhuzamosak vagyunk.*
Y'".  Nem!*“

X: ,,Merdlegesek vagyunk.*
Y': , Szerintem i1s.*

Y: ., Nem vagyunk merdlegesek.
X'",,Szerintem sem.*

A 4. és 9. abrakbol ellendrizhetjiik, hogy ezekben a parbeszédekben
mindenki igazat mondott.

A fentiek alapjan kezdjiik sejteni, hogy az S és S” vonatkoztatasi rendszerek
kozott kapesolatot teremtd koordinata-transzformacid nem egy egyszerti
(ferde iranyu) Lorentz-boost lesz!



11. Egyetlen ferde iranyu Lorentz-boost

Hogy ez utdbbi sejtest igazoljuk, eldszor nézziik meg részletesen, milyen
egyenletek irjak le a Lorentz-transzforméciot két olyan inerciarendszer
kozott, amelyek nem tisztdn x- vagy y-iranyban, hanem az (x,y) sikban
valamilyen dltaldnos irdnyban mozognak egymashoz képest (11. abra).

y*
YA S
S
V
— :x*
X
11. abra

Egy adott esemény helyvektora az S rendszerben r, ugyanennek az
eseménynek a helyvektora az S* rendszerben 7 (12. abra).

VA

12. abra

Bontsuk fel az 7 helyvektort egy S* haladasi irdnyaba mutato és egy arra
merdleges OsszetevOre: r =1, +1,. Ez azért nagyon praktikus otlet, mert az

r; €s 1, jatssza most azokat a szerepeket, amelyeket a jol megszokott 1D



Lorentz-boost képleteiben az x-, ill. y-koordinatak jatszanak. Ennek alapjan
egy esemény S-beli (7,7) = (2,1, ,1;) téridé-koordinatai, ill. S*-beli

(t* 7 ) = (t* ,r,j g ) térido-koordinatai kozott a Lorentz-transzformaciot az

alabbi két transzformacios egyenletbe [egy skalar és egy vektori egyenlet,
tehat valojaban harom egyenlet!] fogalhatjuk 6ssze:

t =y(t-ryv), (10)
Fr= (7 1), (11)
ahol y = ! :

1-v?

(10)-ben r,v helyett r - v irhatd, (11)-ben pedig kihasznalhatjuk, hogy

Fy=ry~="22 =T Y5 ill. hogy 7 = 7 - 7;,. Ezekkel a helyettesitésekkel
120 VS VY

az altalanos iranyu (az (x,y) sikban v relativ sebességgel mozgd

inerciarendszerek kozotti) Lorentz-boost az alabbi alakba irhato:

|

*

t =y(r-7-V), (12)

Fro=F+(y=1)F, —pt=7F+ yv_zl(7°\7)—yt]\7. (13)

Felhasznalva, hogy v = (vx ,vy), a (12) és (13) egyenleteket egyetlen matrix-
egyenletté foglalhatjuk Ossze:

| e )

Uolep, 1e(r-)YE (o | 14
o=l =) (=) (14)
y vy b2

-y (r-1) vzy L+(y-1)=

A (14) jobb oldalan szereplé transzformacios matrixot, azaz az dltalanos
iranyu Lorentz-boost matrixdt jeloljik A-mal. A (14)-bdl rogton tehetlink



egy — a késObbiekben fontosnak bizonyuld — megfigyelést: az § és S*
vonatkoztatasi rendszerek kozott kapcsolatot teremtd A matrix szimmetrikus.

Els6 ranézésre —az 11. 4brat az 1. és 2. abrakkal osszevetve — az az
érzésilink, hogy v alkalmas megvalasztasaval az S" vonatkoztatasi rendszert
teljesen meg fogjuk tudni feleltetni az S*-nak (hiszen mindkettd az S-hez
képest valamilyen ferde iranyban mozg6 inerciarendszer). De valoban igy
van-¢?

Eldszor 1s nézziik meg, milyen iranyinak méri az S-beli megfigyeld az S*
vonatkoztatasi rendszer x*-, y*-tengelyeit (hogy aztan ezt osszevethessiik a
4. dbraval, ami az S" tengelyeinek irdnyat mutatja S szerint).

Tekintsiik a C, O, D eseményeket (pl. fényvillanasokat), amelyek az x*-, y*-
tengelyeken jatszodnak le, a 13. abra szerint.

y*
Ce
[
[ -
o' D x*
13. 4bra

A 13. abrarol leolvashatok a harom esemény térbeli koordinatai:

(%030 ) = 0.0), (x¢.y¢) = 0.1) és (xp.yp) = (1.0). A fényvillanasok S-ben
mérve legyenek egyidejiiek (t, =t. =t, =0), igy ugyanis valoban ki fogjak
jeldlni az x*-, y*-tengelyek allasat S-ben mérve. Irjuk fel a (14) Lorentz-
transzformacio inverzeét:



y Y YV vy .
v VvV, .
x|=|pw, 1+(y- l)v—; (y-1) el MR (15)
Y V.V 2|
wy (r-1) vzy 1+()/—1)V—y2

[A fenti egyenlet jobb oldalan szerepld transzformacids matrixot vagy ugy
kaphatjuk meg, hogy ténylegesen kiszamoljuk a (14)-ben szerepld A
inverzét, vagy — egyszeriibben, fizikai megfontolasbol, az S és $* mozgasa
kozotti szimmetriat kihasznalva — Ggy, hogy (14)-ben megcseréljiik a
csillagos és csillagtalan koordinatakat, és elvégezzikk a v, — —v_¢€s

v, = —v, helyettesitéseket. ]

(15)-bdl az O esemény koordinataira a kovetkezdket irhatjuk:
to =¥ip =0,

Xo =VVx [29

Yo =Tyt (*) >

amibdl a térbeli koordinatikra

Xy =0 és y, =0 adodik.

(15)-bdl a D eseményre a kovetkezdket kapjuk:

l‘D=)/l;+)/Vxl=0%l‘;=—Vxl,

* V2
Xp =Y. Ip +[1+()/—1)v—)2‘]l,
Yp =WytD (V 1) :i > L,

amibdl némi algebra utan a térbeli koordinatakra az

2 1L \v% |, ...
_ l[ VVx +1+ (V 1)_)5] és y, = l[(— —1) 2y ] kifejezések adddnak.
% %

Hasonlé modon kaphatjuk meg (15)-bdl, némi algebra utan, a C esemény S-
ben meért térbeli koordinatait:



RY
X =l[(l—1) =
Y v

A kapott eredmények részletes elemzese nélkiil is azonnal €szrevehetjiik,
hogy xc¢ és yp is negativ! Az § vonatkoztatasi rendszerbdl mérve az §*
tengelyei tehat a 14. abranak megfelelden allnak:

y* V4

14. abra

A 14. dbra — ami az S* tengelyeinek allasat mutatja be S-bol mérve —
kiilonbozik a 4. abratdl — ami az S” tengelyeinek allasat mutatja be szintén S-
bdl mérve. Az S*és S" vonatkoztatasi rendszerek tehat nem lehetnek egészen
ugyanazok, akkor sem, ha ugyanazzal a sebességgel, ugyanabban az
iranyban haladnak S-hez képest. A 4. és 14. abrakat 6sszevetve lathatjuk: az
S*¢s S" vonatkoztatasi rendszerek egymashoz képest e/ vannak fordulva!

[Kozbevetett megjegyzés: a 14. abrabol megallapithatjuk, hogy a 11. dbra
bizonyos szempontbol rossz, ,,0szver' rajz, mert senki nézépontjanak nem
felel meg teljesen: az S tengelyeit az S nézOpontjabol, az S* tengelyeit az S*
nézOpontjabol abrazolja. Azt viszont helyesen mutatja, hogy az x*-, y*-
tengelyeket kijelolo méterrudak merre szaguldanak S-bdl mérve. ]

A hosszkontrakcio révén szemléletes fizikai magyarazatot is tudunk adni
arra, hogy miért ,,lapulnak ki § szerint az §* vonatkoztatasi rendszer
tengelyei a 14. dbran lathatdo modon. A 15. dbra voltaképpen a 14. abra
megismétlése, csak néhany jarulekos segédvonallal.



15. abra

Mint a Lorentz-transzforméciobol tudjuk, a hosszkontrakci6 a targyak
mozgas iranyaba esd vetiileténel jelentkezik, az arra merdleges vetiiletnel
nem. Ez esetiinkben azt jelenti, hogy S mérése szerint az x*-, y*-tengelyeket
kijelold méterrudaknak a v-re merdleges komponense valtozatlan
hossziisagu marad, a v-vel parhuzamos komponensiik pedig 1/y-szorosara
rovidill. Ezek utan az x*-tengely a dolési szoge a 16. abra alapjan
szamithato.

16. abra
Az &brardl leolvashato, hogy tan(a + 0) = (1/}5/1)%' A bal oldalra egy
ismert trigonometrikus azonossagot alkalmazva a tana + tan 6 =y-tan0

l1-tanatan 6
egyenletet kapjuk. Ebbdl az a szogre a



tan 6

_ 16
1+ytan® 6 (16)

tana = (y-1)

Osszefliggés adodik.
Az y*-tengely f dOlési szoge hasonld modon, a 17. abra alapjan szamithato.

y“

s'mﬁ
17. abra

sin O

Az abrabol lathato, hogy tan(6 - f) = . A bal oldalra ismét egy

ycos O

trigonometrikus azonossagot alkalmazhatunk, ezzel

tan 0 - tan f = L tan 6. Ebbdl az f szogre a
I+tanftanf vy

tan 6

t =(y-1)————
an s ()/ )y+tan29

(17)

képlet adodik.

A (16) és (17) kifejezések alapjan abrazolhatjuk az x*-, y*-tengelyek
dolesszogét 0 fliggvényében, adott v sebesség mellett. A 18. és 19. dbrakon
egy-egy ilyen fliggvénygorbe lathato, v = 0.9 esetén.



a(deg)

0(deg)
10 20 30 40 50 60 70 80 90
18. abra
P(deg)
25F
20F
15F
10F
5.
0(deg)
10 20 30 40 50 60 70 80 90
19. abra

Az x*- ¢és y*-tengelyek altal S mérése szerint bezart § szog (1d. 14. abra) 6-
figgéset (v = 0.9 mellett) a 20. abra mutatja.

d(deg)
180F

120/\

60F

0(deg)
10 20 30 40 50 60 70 80 90
20. abra




A 20. abrabol leolvashatd, hogy 8= 0 ¢s 6= 90° esetén is 6 = 90°. Ez
varhato is volt: ebben a két specialis esetben — tisztan x- vagy tisztan y-
iranyu Lorentz-boost esetén — a x*- és y*-tengelyek S mérése szerint is
merdlegesek egymasra.



111 ,Vizszintes Lorentz-boost + fiiggoleges Lorentz-boost = ferde Lorentz-
boost*

Most nézziik a formadlis bizonyitast arra, hogy egy vizszintes (x-) irany v,
sebességll Lorentz-boost €s egy fiiggdleges (1'™-) iranyl v, sebességli
Lorentz-boost 0sszessége (azaz az S — S” transzformacid) nem irhato fel
egyetlen ferde v sebességii Lorentz-boostként (mint amilyen az S — S
transzformacio).

A (14) éltalanos Lorentz-transzformacio képletébdl — annak specialis
esetekent — leolvashatjuk az S vonatkoztatasi rendszer €s a hozza képest x-
iranyba v, = (v,,0) sebességgel mozgd S’ vonatkoztatasi rendszer kozotti

transzformaciot:

!

t Y4 -y,v, 0) (¢t t
=A1'

!

X (==Y Y1 0l

X (18)
y' 0 0 1) \y

X
y
Hasonlé modon a (14)-bdl leolvashatd az S’ vonatkoztatasi rendszer és a

hozza képest y'-iranyban ¥, = (0,v, ) sebességgel mozgo S vonatkoztatasi

rendszer kozotti transzformacid [emlékeztetd: a v, mar az S"-ben, nem az S-
ben meért sebesség!|:

t” ’)/2 0 _‘J/sz tl t,
x"I=| O 1 0 xX'|=A, | X (19)
y' ~Y,v, 0O V2 y Y

Az S és S vonatkoztatasi rendszerek kozott tehat a

n !/

4 4 4
X' =Ay | X = AA | x

n !/

y y y

transzformacio teremt kapcsolatot, ahol a A, A, matrixszorzatra (18)-bol és
(19)-bdl az alabbi kifejezést kapjuk:



Y172 Vi1 Va2
MA =] =y V1 0 | (20)

—ViYV2Va  ViV2Viva 1§

Kérdés: S"-hoz eljuthatunk-e egyetlen Lorentz-boosttal S-b01? Azaz: a
kettejiik kozott kapcsolatot teremtd fenti A, A, transzformacios matrix

felirhato-e olyan alakban, mint a (14)-ben szerepld A matrix, valamilyen
alkalmas (vx ,vy) valasztassal? A vélaszhoz elég csak ranézniink a (14) és
(20) matrixokra: a Lorentz-boost A transzformdaciés matrixa — mint azt a
(14) keplet alatt mar megjegyeztiik — szimmetrikus, mig a (20)-bol lathato,
hogy a A, A, transzformacids matrix nem az (bar A, és A, kulon-kiilon
azok). A A, A, transzformacio tehat nem fejezhet ki egyszerti ferde iranyt
Lorentz-boostot (A, A, = A). A A, A, csak egy ferde iranyii Lorentz-boost és
egy sikbeli forgatas kombindcidja lehet: A,A, = RA.

Az algebra attekinthetobbé tétele érdekében a ferde iranyl Lorentz-boost
((14) egyenlet) elemeinek némelyikére vezessik be az A ,A ,C egyszerUsitd

jeloleseket:
Y Wi _Wy
A= -w, A, C
v, C A,

A sikbeli forgatas transzformacios matrixa az

1 0 0
R=|0 cosa sinéa

0 -sina cosa
jol ismert alakban irhato, ahol & az elforgatas szoge.

Adott vy vizszintes és v, fliggbleges Lorentz-boost egymasutanja mekkora
(vx ,vy) sebességll ferde Lorentz-boost és mekkora & szogli elfordulas

egymasutanjanak felel meg? A vélaszhoz eldszor kiszamitjuk a RA matrix-
szorzatot:



14 Wi _Wy
RA=|-yv cosa-y sinad A ,cosa+Csina Ccosa+A, sina |,

ysina—yv cosa —A sina+Ccosa -Csina+ A cosa

21)

majd a (20) €s (21) transzformacios matrixok elemeit paronként egyenldve
tessziik. Némi algebra utan az alabbi eredmények adodnak:

vV, =V, (22)
v, =2, (23)
Y1
1—
Sin & = Vi V1V22( . )/1)2/2), (24)

2 2
cos&=y—1-y1‘;12+—yz‘;2. (25)
Yo VvtV

A (22) egyenlet érthetd €s szemléletes. A (23) egyenlet elsd ranézésre talan
meglepObb, de a 21. abra segit az értelmezésében. Tekintsiink egy testet,
amely az (S vonatkoztatasi rendszerhez képest v, sebességgel mozgo) S™-bdl
mérve v, sebességgel halad felfelé. Mekkora ennek a testnek az y-irdnyu
sebességkomponense S-bol mérve? A valaszt a Lorentz-féle
sebességtranszformacids osszefiiggés adja meg:

[1 _ 2
v, = % =v,4/1 - V12 = ;:—2, ez pedig éppen a (23) egyenlet.
-0-v, |



S S’

R"

X
21. dbra

A rend kedvéért, (24)-et a (25)-tel elosztva, irjuk még fel az elfordulas
szOgének tangensét:

tan & = "1"2(21 - )’1}’2)

>
Yivi +72V2

(26)

Ismételjiik meg fejezetiink f6 tanulsagat: két eltérd iranyt Lorentz-boost
egymasutanja ekvivalens egy ferde irany(l Lorentz-boost €s egy elforgatas
egymasutanjaval.

Az el6z6 mondatban szerepl6 elforgatast Wigner-rotdcionak hivjuk.



1V. 3D térido-diagram a Wigner-rotdcio megértéséhez

A

http://fizipedia.bme.hu/index.php/3D_szem1%C3%A91tet%C5%91 %C3%
Albra_a_ Wigner-
10t%C3%A1¢1%C3%B3_meg%C3%A9rt%C3%A95%C3%A9%ez. linkrdl
letolthetd, Microsoft Windows 1ll. MacOSX alatt futtathato alkalmazasok
egyetlen 3D térido-diagramon abrazoljak a fent részletezett S, S', S” €s $*
vonatkoztatasi rendszerek tengelyeit, megfelelden bekalibralva, v, = 0.5 és
v, = 0.3 konkrét szamértékek valasztasa mellett. [Az S* az S-bol kozvetleniil
ferde Lorentz-boosttal kapott vonatkoztatasi rendszer, amelynek
sebességkomponenseit gy valasztjuk, hogy kielégitsék a (22) €s (23)
egyenleteket. Igy tehat az S* és az S” origdja egyiitt mozog, csak a
tengelyeik vannak egymdashoz képest & szoggel elfordulva. ]

A fenti dbrakon alkalmazott szinkdddal 6sszhangban a 3D diagramon az
alabbi szinek felelnek meg az egyes vonatkoztatasi rendszereknek: S — kék,
S’ — piros, §" — zold, $* — fekete. Az egyes vonatkoztatasi rendszerek
tengelyein az egységnyi osztasokat a kovetkezd szimbolumok abrazoljak: S
— kék kor, §"— piros csillag, S"” — zold négyzet, S* — fekete haromszog (1d.
22. abra).

14
12
1.0

t 0.8

0.6

04 1 :
02 T

22. abra



A 3D diagram tehat el0szor is mutatja, hogy a téridonek egymashoz képest
milyen irdnyaiban allnak a (x,y,r), (x',y,t"), (x",y",t") és (x* Y ,t*)
tengelyek, illetve hogy hol helyezkednek el az egyes tengelyeken a
kalibracios egységek. A diagram ezek kiviil is nagyban megkonnyitheti
helyes fizikai szemléletiink kialakulasat. Alkalmas irdnyokba valo

beforgatdsaval ugyanis szamos relativisztikus effektus kozvetleniil
leolvashato rola.

[1] Ha azt szeretnénk tudni, hogy az S’ vonatkoztatasi rendszer térbeli
tengelyeit milyen irdnyunak, méterrudait milyen hosszunak mérik a tobbiek,
akkor ugy forgassuk az abrat, hogy a (piros szinil) #-tengellyel pontosan
szembenézziink (vagyis a t-tengely egyetlen pontnak latsszon, 1d. 23. abra).
Ekkor az abrardl kozvetlentil lathatok a tobbi vonatkoztatasi rendszer altal
levont alabbi kovetkeztetések:

(a) S szerint (,.kék nézépont*):

- az S'rendszer x"-meterradja megrovidiil (hosszkontrakcid a mozgas
iranyaban), az y'-méterrtdja nem,

- az x-tengely parhuzamos az x'-tengellyel,

- az y-tengely pdrhuzamos az y'-tengellyel.

(b) " szerint (..z6ld nézépont*):

- az §' rendszer y'-méterradja megrovidiil (hosszkontrakcid a mozgas
iranyaban), az x"-iranyu méterridja nem,

- az x"-tengely pdrhuzamos az x'-tengellyel,

- az y"-tengely parhuzamos az y'-tengellyel.

(c) §* szerint (..fekete nézdpont*):

- az x *-tengely nem parhuzamos az x'-tengellyel,

- az y*-tengely nem parhuzamos az y'-tengellyel.
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23. abra

[2] Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy az S vonatkoztatisi rendszer térbeli
tengelyeit milyen irdnyunak, méterrudait milyen hosszunak mérik a tobbiek,
akkor ugy forgassuk az abrat, hogy a (k€k szinii) ¢-tengellyel nézziink
pontosan szembe (vagyis a t-tengely latsszon egyetlen pontnak, 1d. 24. 4bra).
Ekkor az abrarol kozvetleniil leolvashatok a kovetkezok:

(a) 8’ szerint (,.piros nézépont*):

- az S rendszer x-méterradja megrovidiil (hosszkontrakcid a mozgas
iranyaban), az y-méterradja nem,

- az x-tengely pdrhuzamos az x-tengellyel,

- az y'-tengely pdrhuzamos az y-tengellyel.

(b) " szerint (..z6ld nézépont*):

- az S rendszer x-méterradja megrovidiil,

- az x"-tengely parhuzamos az x-tengellyel,

- az y"-tengely nem parhuzamos az y-tengellyel.

(c) S* szerint (..fekete nézdpont*):

- az x *-tengely nem parhuzamos az x-tengellyel,

- az y*-tengely nem parhuzamos az y-tengellyel.




12
14

00 02 04 06 08 1.0 12 14 08 N
y

-l
1

24. abra

[3] Ha azt szeretnénk tudni, hogy az S” €s S* vonatkoztatasi rendszerek
térbeli tengelyeit, méterrudait milyennek mérik a tobbiek, akkor ugy
forgassuk az 4brat, hogy a (zold, ill. fekete szini) ¢"- ill. *-tengellyel
nézziink pontosan szembe, a 25. 4bran lathaté modon (ez a két tengely
ugyanis egybeesik). Olvassuk le az dbrardl a kovetkezoket:

(a) S szerint (,.kék nézépont*):

- az §" rendszer y"-méterradja megrovidiil,

- az x-tengely nem parhuzamos az x"-tengellyel,

- az y-tengely pdrhuzamos az y'-tengellyel.

(b) S" szerint (,.piros nézdpont*):

- az §" rendszer y"-méterradja megrovidiil (hosszkontrakcidé a mozgas
iranyaban), az x"-méterrudja nem,

- az x-tengely pdrhuzamos az x"-tengellyel,

- az y'-tengely pdrhuzamos az y'-tengellyel,

- az x-tengely nem parhuzamos az x*-tengellyel,

- az y'-tengely nem parhuzamos az y*-tengellyel.

(b) §” szerint (..z6ld nézépont*) €s S* szerint is (..fekete nézépont*):

- §" és S* tengelyei el vannak egymashoz képest fordulva.




25. abra

A fenti kovetkeztetések koziil néhany érdekesebbet szinessel kiemeltem. Az
[1]-es €s [2]-es pontban szerepld két narancssarga mondat illusztralja, hogy a
hosszkontrakcio szimmetrikus: S és S” kolcsondsen 1 méternél
rovidebbnek mérik egymads (x-irdnyt) méterrudait. A [2]-es €s [3]-as
pontban szerepld lila mondatokat dsszevetve pedig ismét megallapithatjuk,
hogy az egymashoz képest mozgo rudak parhuzamossagrol alkotott
vélemény ,.nem kommutativ®.




V. Néhany tovabbi megjegyzés S és S'' relativ mozgdsdarol

S" sebessége S-bol mérve: v = (vx ,vy). A sebességvektor 0 szoget zar be az
x-tengellyel (26. abra, S nézdpontja).

y“

26. abra

n n

S sebessége S"-bél mérve: v" = (vx Yy ) A sebességvektor 6" szoget zar be az
x"-tengellyel (27. abra, " nézépontja).

27. abra

Mivel S-bol S"-be egy Lorentz-boost és egy elforgatas egymasutanjaval
jutunk el, azt varjuk, hogy

(1) | =[9"| (a Lorentz-boost szimmetridja miatt amilyen gyorsnak méri az S”
az S-et, olyan gyorsnak méri az S az S"-t),

(2) az elfordulas miatt viszont v, = v} és v, = v| (vagy masképpen: 6 = 0").



Ellendrizziik, hogy a fenti allitasok valdoban igazak-e.

Az S" vonatkoztatasi rendszer S-bol mért (vx ,vy) sebességkomponenseit a

kovetkezd gondolatmenettel kaphatjuk meg. S mérése szerint az S’
vonatkoztatasi rendszer v, sebességgel halad x-iranyban. Az S' mérése
szerint az S"' vonatkoztatasi rendszer v, sebességgel halad y'-iranyban (1d. 1.
€s 2. dbra). Az S" vonatkoztatasi rendszer S-hez viszonyitott
sebességkomponenseit a Lorentz-féle sebességtranszformacios
Osszefliggések adjak meg az S™-ben mért v, = (0,v,)
sebességkomponensekbdl:

0+v,
v, = =V
1°
Y1400y,
[ 2
WM 1-v _ 12
y——— 2 _Vl.
1+0-v,

[Ezek a korabban mar szerepelt (22) €s (23) 0sszefliggések.] Ezek utan a
sebesség nagysagara ¢€s iranyara a

= 2, .2 2, .2 2 2, .2 22
M=\/vx +v, =\/v1 +v2(1—v1)=\/v1 +V, —VV; 27)
€s

.2
vy vyl _ " 28)

tan 0 = —
Vi Vi Y11

kifejezések adddnak.

Most nézziik a forditott szereposztast, azaz az S vonatkoztatasi rendszer S"-
b6l mért (vl ,v;) sebességkomponenseit. Az S mérése szerint az S’

vonatkoztatasi rendszer —v, sebességgel megy a negativ y'-tengely iranyaba.
Az S" mérése szerint az S vonatkoztatasi rendszer —v; sebességgel megy a
negativ x-tengely iranyaba (I1d. a 1. és 2. abrat, forditott sorrendben). Az S
sebességének az S"-ben mért komponenseit itt is a Lorentz-féle



sebességtranszformaciods osszefliggések adjak meg az S™-ben mért
V| =(-v,,0) sebességkomponensekbdl:

A sebess€g nagysagdara €s iranyara ezekbdl a

V' =\/v12 +v;2 =\/v12(1—v§)+v§ + =\/v12 + vy —viv; (29)
€s
. v v
tan 0" = —- = 2 _ 7% (30)
Ve va/1-v3 Vi
1 2
osszefliggéseket kapjuk.

(27)-et (29)-cel, ill. (28)-at (30)-cal Osszevetve megallapithatjuk, hogy
valoban || =[v"| és 0= 0", ahogy vartuk.

Tegylik fel most a kovetkezd kérdést: Mennyi az S altal meért 6 szog és az
S" altal mért 0" szog kiillonbsége? [Ez a szogkiilonbség ,,0szvér” mennyiség,
fizikai tartalma nincs, mert senki sem méri kozvetleniil. Csak azért
szamoljuk ki, mert érdekes eredmeényt fog adni. |

Az alabbi kifejezésre jutunk:

tan6-tan 6" _ vy (1=7117,) (31)
l+tanO-tan 0" }/lvf + )/zvg ,

tan(0 - 0") =

ahol az els6 egyenldség egy trigonometrikus azonossag, a masodikat pedig
ugy kapjuk, hogy tan 6 és tan 8" helyére behelyettesitjiik (28)-at (30)-at.
(31)-et (26)-tal 0sszevetve azt a felfedezést tessziik, hogy



&=0-6" (32)

Ez egyaltalan nem trivialis eredmény. A (32)-es egyenlet bal oldalan
szerepld szog a Wigner-rotacio: ez az S” elfordulasa S-bol mérve, ami egy
tényleges fizikai jelentéssel bird adat (hiszen S méri). A jobb oldalon
szerepl® mennyiseg viszont két kiilonbozo megfigyeld altal mért szog (egy
S-bol mért sebessegirany €s egy S'-bol mért sebességirany), kivonva
egymasbol. Ezt kozvetleniil senki sem méri.

[Megjegyzés: A Thomas-precessziot (1d. kovetkezd fejezet) szamolo cikkek
tobbsége kozvetleniil a fenti ,,0szvér mennyiségb6l, (6 —0")-bdl indul ki, és
indoklas nélkiil azt veszi a Wigner-rotacid szogének. A (32) egyenletbol
latjuk, hogy 6 - 6" valoban egyenlé a Winger-rotacid szogével, de ez nem
magatol értetddd eredmény. |



VI. Thomas-precesszio

Egy gyorsan forgo porgettylit — amelynek tengelye a térnek bizonyos
iranyaba all — végigvisziink egy korpalyan ugy, hogy kozben csak a
tomegkozéppontjanal fejtiink ki ra erdt. Egy teljes kor megtétele utan a
porgettyli tengelye mas irdnyban fog allni, mint az indulaskor. Ezt a meglepd
jelenséget Thomas-precesszionak hivjak. Egyik fontos eléfordulédsa a
természetben az atomi elektronok spinjének (28. dbra) lasst precesszalasa.

& o ¥

28. abra

A Thomas-precessziot a klasszikus mechanika alapjan nem lehet
megmagyarazni. A porgettylire mozgas kozben vegig csak a
tomegkozéppontjaban hat erd, annak pedig a témegkdzéppont koriil nincs
forgatonyomatéka. Tehat a porgettyli tengelyének a kezddpontba visszatérve
ugyanabba az iranyba kellene mutatnia, mint kiindulaskor.

Hogy a tengely mégis elfordul, annak a Wigner-rotacidban keresendo az
oka. A 29. és 30. abrak segitenek ezt az 9sszefliggést megérteni.

29. abra



SH

Ss S
dv
1w
—D

30. abra

A 29. abra a porgettyli altal bejart korpalyat mutatja. Tegyiik fel, hogy a
kormozgas egyenletes, a sebessége v = allando. A 30. abra a korpalya aljat
abrazolja.

Mint mindjart latni fogjuk, a jegyzetben eddig szerepelt S, S’ és

S" vonakoztatasi rendszerek relativ mozgasa pontosan illeszkednek ehhez a
probléméhoz, a porgettylit ugyanis voltaképpen ugy vissziik vegig a
korpalyan, hogy lokalisan mindig apro, elfordulas nélkiili Lorentz-
boostokkal 10kjiik odébb, és mindig az éppen aktudlis mozgasiranydra
merolegesen.

Az S most legyen az a vonatkoztatasi rendszer, amelyben a kor kozéppontja
nyugszik. Amikor a porgettyll €ppen a korpalya aljan van, akkor a
pillanatny1 sebességvektora pontosan jobbra mutat. Az S’ ennek megfelelden
legyen a palya als6 pontjaban a porgettyli pillanatnyi nyugalmi
inerciarendszere. A porgettylit azonban a kdvetkezo pillanatban felfelé, a
palyajara merdlegesen mutato erd 10ki meg, ami (az S-bdl mérve) dv
sebességnovekmeényt ad neki (1d. 30. abra). Ekkor a porgettyti pillanatnyi
nyugalmi inerciarendszere az S'-hez képest dv sebesseggel felfelé mozgd

S" vonatkoztatasi rendszer lett.

Mi tortént a porgettylivel ezen az infinitezimadlis szakaszon? Bar a porgettyli
tengelyét nem forgatta el semmilyen erd, a tengely valamilyen
infinitezimalis szoggel mégis elfordult az S vonatkoztatasi rendszerben, mert
maga az S" vonatkoztatasi rendszer (amelyben a porgettyli a szakasz végén
éppen nyugszik) el van fordulva S-hez képest! Az elfordulas da szogeét a
(26) egyenlet adja meg, v, = v, y, =y és v, — dv helyettesitésekkel. Mivel
dv << 1, a dv-ben masod- €s magasabbrendl tagokat elhanyagoljuk, igy a

v, —> 1 helyettesités 1s alkalmazhat6. Ezutan da-ra az alabbi kifejezest

kapjuk:



d&ztand&szv(lz ") _ 1‘Y@=(x/1—vz —1)@. (33)
W y v %

Fontos: Bar a porgettyl tengelyének apro da elfordulasat konkrétan a palya
als6 szakaszanak kis darabjara szamoltuk ki, de akdrhol is tart a porgettyli a
korpalyan, mindenhol ugyanekkora da elfordulas kell hogy tartozzon (S
meérese szerint) valamely adott dv sebessegvaltozashoz. Ezt a mozgas
rotacios szimmetridja megkoveteli: a palya egy adott helyén a dé
szogelfordulas fiiggetlen kell hogy legyen attol, hogy az S koordinata-
képest, hiszen a koordinata-tengelyek orientacioja tetszdleges valasztas
eredménye.

Mekkora teljes & = f da szoggel fordul el a porgettyll tengelye egy teljes
kor befutasa utan?

A palyara merdleges dv sebességvaltozas a centripetalis gyorsulas
2
kovetkezmenye: dv=a_,dt = % dt, ahol R a korpalya sugara. Ezt (33)-ba

irva a

(m - l)v

R

doa =

dt (34)

kifejezést kapjuk.

[1] Kis sebességii hatareset

Tegyiik fel, hogy a kormozgas sebessége sokkal kisebb, mint a

fénysebesség: v << 1. Ekkor a V1 -v* =1-1? / 2 kozelités alkalmazhato,
amellyel (34) igy irhato:

3

4
dot~-——dt. 35
R (33)

(35)-0t a teljes korpalyara integralva:



(36)

|O~{|~ﬁ}d V3 _ V3 2Rﬂ=m2
2Ry 2R 2R v '

A (36) nevezetes képlet tehat kis v esetén megadja a porgettyl tengelyének a
Thomas-precesszio altal okozott teljes szogelfordulasat a korpalya egyszeri
befutasa alatt. Vigyazat: a fenti képletben (csaktigy, mint mindenhol ebben a
jegyzetben) a sebességet dimenzid nélkiili szamként kell beirni.
Hagyomanyos mértékegységekkel a (36) eredmény az alabbi alakban irhato:

= JT —. (37)

ahol ¢ a fénysebesség.

[2] Altalanos eset

Ha a porgettyli kormozgaséanak sebessége tetszlleges (< 1) értéket felvehet,
a szamitas kicsit bonyolultabb. Ekkor a Thomas-precesszio szogsebességére
— itt nem részletezett szamitas utan — az

2
yS av

(38)

W, = -
! y+1¢?

osszefliggés adodik, ahol a a porgettyli tomegkdzéppontjanak gyorsuldsa és
2\-1/2
y = (1 -V ) )

[Ellendrizhetjiik, hogy a (38) képlet kis sebességekre valoban visszaadja a
2
(37) eredményt: ha v << ¢, akkor y =1, igy w, = (;v)/Zcz =v?/2Rc?.

Ebbdl |a| = w, T = (v3/2Rcz) ‘(2Rn/v) = avi/c? ]

Zaro gondolat:

A 28. abra a hidrogénatom egyszerli modelljét abrazolja, de nagyon
hasonl6an nézne ki a Nap ¢€s a koriilotte keringd — valamint tengelyforgasat
végzd — Fold vazlatos képe is. Ezek szerint a Fold forgastengelye is végez
Thomas-precessziot? Az elsd hallasra meglepd valasz: Nem! Thomas-



precesszio akkor torténik, amikor sik téridoben egy porgettyli kozéppontjat
valamilyen erd (mint amilyen a 28. dbran az atommag €s az elektron kozotti
Coulomb-erd) gyorsitja. A 28. abran kering6 elektron vilagvonala a
téridoben nem egyenes, hanem a korpalyara kényszeritd erd hatasara spiral
alakban feltekeredik a #-tengelyre.

A Foldet azonban nem a Coulomb-erd tartja a Nap kortiili palyan, hanem a
gravitacio. Ez a latszolag apro eltérés mindent megvaltoztat. A gravitaciod
alapjaiban kiilonbozik ugyanis a Coulomb-kolcsonhatastol és mas
kolesonhatasoktol: a gravitacio nem ero. A Fold mozgasa gorbiilt térbeli
palyajunak tlinik ugyan, de ez csak azért van igy, mert abrainkon
torténetesen az allocsillagokhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben szoktuk
kirajzolni a palya alakjat. A Fold valgjaban a Nap tomege altal 1étrehozott
gorbiilt téridoben végez eromentes, szabad mozgast. Vilagvonala (palyaja a
téridoben) nem gorbiilt, hanem egyenes (geodetikus) vonal. A Fold
forgastengelye tehat Thomas-precessziot nem végez.



