Gombszimmetrikus, M tomegii test koriili téridé vakuumban:
(1) Véakuum: 77,5 =0
(2) Ugyes koordinatarendszer-valasztassal ki lehet hasznalni a gdmbszimmetrit.

Az Einstein-egyenlet analitikusan is megoldhato, a megoldas,
Schwarzschild-koordinatakkal felirva:

Schwarzschild-metrika (1916):

dr® =(1—2M)dt2 —Ldﬁ —-r?d6* - r? sin” 6dg*

r 1 _ 2& = [_oo,oo]
r r=(0,°] r=2M
6=[0,7]
@=[027]

dt. a két kozeli esemény tériddbeli “tavolsdga” (a két eseményt 6sszekdtd vilagvonalon
halad6 megfigyeld karorajan mért id6tartam)

7, t, 6, @: koordinatak (mentalis konstrukcidk, mérhetd fizikai tartalmuk éltalaban nincs)
1

Schwarzschild-metrika, térszerii intervallummal elvalasztott eseményparra:

r 1_2&
r

do’ =—(1—2M)dt2 L@ 412407 417 sin? Odg*

do: akét kozeli esemény téridobeli “tavolsdga” (a két esemény kozotti “méterrad-
tavolsag™) (abban a lokalis inerciarendszerben mért tavolsag a két esemény kozott,
amelyben a két esemény egyide;jit)

Kétféle szingularitast is észrevesziink:
r = 0: térid6-szingularitas (a geometria sajatja, fizikailag létezik)
r =2M: koordinata-szingularitas (a szerencsétlen koordinatavalasztas eredménye)

A Schwarzschild-metrika az “cgyenlitéi sikban” (6 = konst.= 90°):

dt’ _712M dr* - r*de’
1- 22

r

2M)
r

ar =1~




Painlevé-Gullstrand-metrika (Painlevé: 1921, Gullstrand: 1922):

dt* =(1—2M)dT2 -2J2ﬂdm-dr2 -r*df* - r* sin’ 6dg*
r

r

T[]

Kikiiszobiili a koordinata-szingularitast » = 2M-ben!

Painlevé-Gullstrand-metrika az “egyenlitéi sikban” (6 = konst.= 90°):

dr’ =(1-21r”)dr2 - le dr* —r’dg?
1-==

A metrika: “VARAZSKEPLET”. Ebbél az egyetlen egyenletbdl (+ a MOE-bé1)
rengeteg informacid kinyerhetd.

Példak:

1. A gombszimmetrikus test koré épitett gombhéjak tavolsaga.

2. Fénykupdiagramok, eseményhorizont.

3. Azenergia (E/m) és az impulzusmomentum (L/m), mint mozgasallandok.
4. Szabad k6 roppalyaja Schwarzschild-, ill. Painlevé-Gullstrand-"térképen”.
5. A Merkar perihélium-precesszidjanak szamértéke.

6. A GPS-nél fellépd relativisztikus effektusok.

7. Legfeljebb mennyi ideig lehet életben maradni egy fekete lyuk

eseményhorizontjan beliil?

8. Ha beleesiink egy fekete lyukba, mennyi ideig tart az utazas fajdalmas
szakasza?

9. Hogy néz ki egy fekete lyuk, ha egy gdombhéjat épitiink koré, és onnan
nézziik? Hogy néz ki akkor, ha sugariranyban esiink felé¢?

stb.




1. A gombszimmetrikus test koré épitett gombhéjak tavolsaga.

do’® =-(1- 21”)&2 + 12M dr? +r2de?
1-2=

r

r hivatalos neve: ,,Schwarzschild-» koordinata“ (»: NEM a sugar!)

Az r-hez tarsithat6 szemléletes név (nem minden koordinatdhoz van ilyen!): ,,redukalt
keriilet” [épitiink egy gdmbhéjat, méterrudakkal megmérjiik a keriiletét, elosztjuk 2m-vel]

Epitsiink egy Gjabb gombhéjat kozvetleniil az elsé koré. Az j gombhéj keriilete
legyen 2n(r+dr). Mekkora a két héj tavolsaga?

dt=0,dp=0 —
do= # dr peldak:  Fold,
2M neutroncsillag,
1- fekete lyuk
r

2. Fénykupdiagramok, eseményhorizont.
Kitéro: sik téridd, fénykupdiagram a 4D térido [x,t] ,,szeletén®.
Metrika: dt° =dt*> —dx* —-dy* - dz’

[x,f] szelet ~—  y=konst., z=konst. (dy =0, dz=0)
A két eseményt fénysugar kosse 0ssze —  dt=0

0=dt* —dx’

ﬂ —+] (differencialegyenlet, leirja, hogy milyen alakuak a fénysugarak
dx vilagvonalai ezen a ,,térképen‘)

Megoldas:

t—t, =+(x-x,)




t—t, =+(x-x,)

<, fényktupdiagram*

Az A eseményen jelen levd lirhajos vilagvonala csakis az A-bol kiinduld
fénykupon beliil folytatodhat.

7
t
m
S 4]
N ) Az ,,eseményhorizont“: fénysugarak
¢ altal alkotott 3D hiperfeliilet, amelyet
o csak egyik iranyban léphet at egy
k anyagi részecske
n

Az ,,eseményhorizont“ tulajdonsagai:

1. Nem latunk be mogé. Ha az N eseményben vagyunk, onnan az eseményhorizont mogotti
eseményeket nem lathatjuk. Az eseményhorizonton tulrél nem juthat el az N eseménybe
informécid. [Analog a hétkdznapi horizont (=, latohatar) fogalmaval.]

2. Ha egyszer atlépiink ezen a feliileten (pl. m vildgvonal), akkor méar nem juthatunk vissza a

sziirkével jelzett tartomanyba. 8




[r,f] szelet, fénysugdr  — d0=0,dp=0,dt=0

0=(1—2M)dt2— L 42
r

dt r (differencialegyenlet, leirja, hogy milyen alaktiak a fénysugarak

==

5 r—2M  vilagvonalai a Schwarzschild [r,f]-,,térképen®)

Megoldas: t—t, =*|r—r, +2M -In

=2
r%/l_z

9
t .
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27? tomegpontok
(tirhajosok, kovek,
{ >-< X X stb.) vilagvonalai
0 t + + ; + t
0 M 2M 3M r

[1] Miért pont ilyen irdnyokba rajzoltam a fénykupokon a nyilakat?

[2] Az r = 2M fel¢ kiviilrol kdzeledd ko végtelen Schwarzschild-f mulva éri el az
r=2M-et. Azaz soha nem éri el?!

[3] Az r < 2M tartomanyban egy tirhajos ugy is haladhat, hogy a vilagvonalan
dt < 0?! Visszafelé halad az idében?!

[4] Az r < 2M tartomanyban egy tirhajos mozgéasara | dr/dt|> 1 is teljesiilhet?! Az
ilyen tirhajos gyorsabban halad, mint a fény?!
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Fénykapdiagram, Painlevé-Gullstrand-“térké

dr® =(1—2M)dT2 —2,/2M dTdr — dr* = r*d6?* - r? sin® 6de?
r

r

[7,T] szelet, fénysugar  — d0=0,dp=0,dt=0

0= (1-2M)dT 2. Mder-dr2
r r

dr  [2M . (differencialegyenlet, leirja, hogy milyen alaktiak a fénysugarak
dar ,  vilagvonalai a Painlevé-Gullstrand [r,T]-, térképen®)

11
Megoldas:

1. (r,,T,)-bol befelé halad6 fénysugarra:

T-T, =(r, -r) - 4M[,/“-jl )+4M n| —2M

£

2. (rg,Tp)-bol , kifelé™ halado fénysugarra:

T-Ty =(r-r +4M(1/—1/ L )+4M lni

olE
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nincs koordinata-
* szingularitas az
7 =2M-ben

0 Y oM am r

0

Az r=2M kiilonleges hiperfeliilet:

(1) ,,Eseményhorizont®, hiszen fénysugarak altal alkotott, egyiranyu feliilet.

(2) Ha egyszer r > 2M feldl atlépiink rajta, akkor (a) tobbet soha nem juthatunk el
r = oo-be (,,nincs menekvés®), és (b) a vilagvonalunk véges sajatidon beliil az
r = 0-ban végzddik (,,biztos halal®)

Az r = 2M hiperfeliilet a fekete lyuk ESEMENYHORIZONTJA.

(Emlékeztet6: az r = 0 hiperfeliilet: téridé-szingularitas.) 13




