2. gyakorlat

2.1. Feladat: (HN 25B-7) Egy d vastagsiagt lemezben egyenletes p térfogatmenti
toltés van. A lemez a +y és £z irdnyokban gyakorlatilag végtelen (8. abra); az x
tengely zéruspontjat gy valasztottuk meg, hogy az a lemez d szélességének a felénél
legyen. Szamitsuk ki az elektromos térerGsség nagysagat = pozitiv értékeire az a)
0 <x<d/2;b) x> d/2 esetekre.

< d—>

9. 4bra. A 25B-7 feladathoz

Megoldas: Az elektrosztatikus térerdsség forrasai a toltések, ezért: 1) a szimmetria
miatt a térerdsségnek csak = komponense van, 2) pozitiv toltéssiirtiség esetén pozitiv
x-ekre pozitiv, negativ z-ekre negativ irdnyu, emiatt 3) a lemez szélességének felezd
sikjaban nulla.

A Gauss torvény szerint

eoF fluxusa egy zart A felilletre = Az Osszes toltés a feliileten beliili térfogatban
/50EdA _ /pdV (2.1.1)
A V(A)

Vegyiink fel a lemez belsejében egy olyan, 2 x magassigiu hengerszerti testet, pl. egyenes
hasabot, amelynek két egyméssal és a lemez feliiletével parhuzamos A nagységi feliilete
van és amely magassagat a lemez kozépparhuzamos sikja felezi (1d. @M. &bra). Erre
felirva a (ZZ10) Gauss torvényt és felhasznélva, hogy a lemez belsejében p allando,
illetve E a hasab mindkét A feliiletére merdéleges és kifelé mutat, tovabba, hogy a
haséab oldallapjaival /palastjaval E parhuzamos, tehéat azokra fluxusa 0:

eoF2A = p-A2x
p d
E=— < = 2.1.2
v 2l =3 (2.1.2)



10. dbra. Térerdsség egy egyenletesen toltott szigetels lemezben
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A lemezen kiviil (|z] > d/2) a térerésség allando® és értéke (Z12) maximuma, azaz

g rd

- 2.1.3
2o (2.1.3)

Vegyiik észre, hogy a lemezen kivil a tér pontosan ugyanolyan, mint egy végtelen o
toltésstirtiségi 2D lemez esetén, mivel o = pd.

2.2. Feladat: (HN 25B-12) Egy nagyon hosszt, R sugart fémridon o egyenletes
felilletmenti toltésstiriiség van.

(a) Elhanyagolva a rud végeinek hatésat, szamitsuk ki az E térerGsséget a henger
felszinétsl R tavolsagban.

(b) Szamitsuk ki azt a v sebességet, amellyel egy elektron a rud koriil R tavolsagban
stacionarius korpalyan mozogna.

Megoldas:

(a) Az, hogy a fémrad nagyon hosszu azt jelenti, hogy (els§ kozelitésben) végtelennek
tekinthetjiik. Szimmetria okokboél a térerdsség merdleges kell legyen az egyenletesen
feltoltott henger feliiletére, ezért nagysaga csak a tavolsagtol fiige. A Gauss torvény
hasznalatahoz egy, a fémriuddal koaxialis henger alakt, r sugart és 1 hossziisagu feliiletet
vegylink fel. Mivel a térerGsség ennek a hengernek a palastjara mindeniitt merdleges és
allando6 nagysagu a hatéarold korok sikjaval pedig parhuzamos, erre a teljes zart feliiletre
vett fluxus megegyezik az r sugart hengerpalastra vett fluxussal. Az ezen a feliileten
beliili 6sszes toltés pedig a o toltésstirtiség és a fémrid [ hosszusagu szakasza feliiletének
szorzata. A Gauss torvény szerint tehat a térerGsség a vezetén kiviil

g 2rmlE = 2Rwlo

BE(r) = fi (2.2.1)

3Ez szimmetria okokbél is kovetkezik.
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Innen a térerdsség a fémradtol R tavolsagban (r = 2 R)

g

E(R) = 2.2.2

(7)== 222)
(b) Ha egy elektron kering ezen az r = 2 R sugaru korpalyan, akkor
e U2 2¢e R R

Y LY \/eg . (2.2.3)
r Me Eo M

2.3. Feladat: (HN 25C-18) Egy R sugari gombben az E elektromos térerésség kifelé
mutat, és értéke mindeniitt konstans, F,. Igy, E = E,t , ahol  a kifelé mutato sugar-
iranyu egységvektor.

(a) Felhasznalva Gauss torvényét vezessiik le hogy hogyan fiigg a p(r) térfogatmen-
ti toltesstirtiség az r sugartél. (Utmutatas: az integralszamitas alaptétele szerint? ha

. d
gla) = [ f(t)dt, akkor = = f(a))
(b) A gomb kozéppontjaval kapesolatban milyen nehézség adodik?

Megoldas: Legyen a gombben a toltésstirtiség p. Mivel E r irdnyt a tér gomszimmet-
rikus, ezért p csak a tavolsagtol fiigg, az iranytol nem. p = p(r). A (EI0) Gauss
torvény alkalmazasahoz vegylink fel egy r sugara koncentrikus A gombfeliiletet. Erre
a feliiletre E mindenhol merdéleges, igy a Gauss térvény szerint

g B(r)dmr® = /p(r)dv’ (2.3.1)
V(r")

A jobboldal integral kiszamitasahoz vegyiik figyelembe, hogy p = p(r) csak r nagysaga-
tol fligg, ezért a térfogatra valo integralést elvégezhetjiik ugy is, hogy térfogatelemeknek
' sugart és dr' vastagsagi gdmbhéjakat valasztunk®. Egy ilyen gémbhéj dV' térfogata
dV' = 4mr'?dr', téltése dQ = p(r')dV' = 4 prdr', azaz a Gauss térvény szerint:

e E(r)dmr? = 47?/ p(r')r’? dr' (2.3.2)
0

g0 Epr? = /p(r')r'er’ (2.3.3)
0

4Az integralasi valtozé neve barmi lehet, amit nem keverhetiink 6ssze az integralas hataraval. Itt
a t-t valasztottuk.

SVagyis az A feliilet altal hatarolt térfogatot felosztjuk koncentrikus, dr’ vastag dV}, = dA’-dr’ G(r")
gombhéjakra, amelyekben p jo kozelitéssel allando, tehat az integral ezekre egyszertien kiszamithato,
majd az igy kapott fiiggvényt integraljuk 0 és R kozott:

[ otryav = / [ otryave - / o) [ aag | ar

V(r) G(r") G(r')

:/ (p(r')4mr") dr’:47r/ p(r') v’ dr’
0 0
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Az integralszamitéas alaptétele

ha g(r) = i f(r'ydr"  akkor (2.3.4)
fr) = dg(:) (2.3.5)

A mi esetiinkben

Tehat
p(r)r? = 2e,E,r
1
p(r) = 2¢e,E,- (2.3.8)
r

b) Lathato, hogy ha r — 0, akkor p(r) — oc.

2.4. Feladat: (HN 26B-9) A tér egy tartoméanyaban a volt egységekben kifejezett V
potencialt a

Vi, V
V= |2z 02|
fliggvény adja meg, ahol x és y méterekben megadott tavolsagok. Szamitsuk ki az

r = 10 cm, y = 15 cm koordinataju helyen levs elektronra haté eré nagysagat és
iranyéat.

Megoldas: A potenciél és a térerGsség kozotti kapcesolat

E = —gradV(r) (2.4.1)
B - V(. y, z)’ B, — _8V(I,y,z)’ B - _(9V(:U,y,z)’
ox oy 0z
Esetiinkben V(z,y,z) = V(z,y) = Az* + By
E, = —2Auz, E,=-B, E,=0
F, = 2e¢Aux, F,=eB
F = e /JE}+E2+E2=cV4A?2?+ B? (2.4.2)
s 3 , B Vv
Az er6 irdnya az x tengellyel o szoget zar be, ahol tga = 55—, B = 0,2 |—/|,
m
Vo, 14 ) L
A = 3|—=]| és2Ax =0.6 | —| Behelyettesitve a szamértékeket
m/2 m

F, = 6-0,1-1,6-107"=9,6-100*N F,=0,2-1,6-10""=3,2-10"*N

F = /9,62+3,22-107%°=1,0119- 107N

tga = 0,2/0,6 =033 = a=184°. (2.4.3)
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2.5. Feladat: (HN 26B-12) Két egyforma kicsiny fémgomb toltese ¢y illetve go. Egy-
méast 1 m tavolsaghol 9 x 1073 N erével vonzzék. A gdmboket osszeérintjuk, majd Gjbol
egymastol 1 m tavolsagra helyezziik el. Ekkor ugy talaljuk, hogy 2 x 103N erével ta-
szitjdk egymést. Szamitsuk ki a ¢ és ¢ toltéseket.

Megoldas: Osszeérintés elétt a gdmboknek kiilonboza elGjeld toltése volt ezért vonzot-
tak egymast. Osszeérintés utan a toltéseik kiegyenlitédtek és mindkettd téltése azonos

elGjeliivé és q = El —; i nagysaguva valt, ezért taszitjak egymast® Az egyenleteket
felirva
\Fy| = K|Q1§2| —=910%¢1 g, =9107* N
T
2
Bl = KL =910°¢=210°N (2.5.1)
r
innen, mivel vagy ¢, vagy ¢, negativ kell legyen
@ q@=-9-1073/9.10° = —1072 C?
2
(’h ; ‘”) =2.1073/9.10° = 2,22-10713 O, (2.5.2)
il ;qu — +./2,22.10-3C
G4 =12-1222-10"13 = +9,4234-107" C
1
@ = —1077—
q1
1
@ — 1072 = = 4942341077 C
q1
i F9,4234-107"-q; — 107" = 0. (2.5.3)

A két egyenletet felirva

¢ —9,4234-107" - q; — 10712
¢ +9,4234-107"-q; — 1072 = 0.

Jeloljiik a négyzetgyok elGjelét fels§ indexben

9,4234 - 1077 £ 1/3,5555 - 10712 + 4 - 1012

qfi = 5 (2.5.6)
9,4234 - 107"+ 2,7487- 1076
= - 5 ’ (2.5.7)
_ —9,4234-1077 4 1/3,5555 - 10712 4 4 - 1012
e = AR (25.8)
—9,4234- 1077+ 2,7487 - 107°
= ’ 5 - (2.5.9)

6 Ez arra utal, hogy kezdetben nem volt azonos nagysagi a toltésiik.
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Innen lathato, hogy elég lett volna a négyzetgyokvonasnal a pozitiv elGjelet hasznalni
amivel megkaptuk volna a az elsé két megoldést, majd utana felcserélni az elGjeleket a
masodik két megoldashoz. Visszahelyettesitve pl. ez els6 két megoldast és elhagyva a
fels6 indexet

K ¢ -2q2 —9.10°. 1,5767~10_6~f,63425'10_6 =9-107%N, (2.5.14)
r
1+ 2 :
g U g g Lsmotomm o)y g0 gy (g505)

r2

2.6. Feladat: (HN 26C-17) Egy R sugart gomb belsejében a toltésstrtiség a kozép-
ponttol valo r tavolsaggal aranyos, azaz o(r) = Ar, ha (0 < r < R), ahol A egy allando.
(a) Mi A SI egysége?

(b) Mekkora a gomb teljes @ toltése A-val és R-rel kifejezve?

(¢) Gauss torvényét felhasznalva szamitsuk ki a gdmb belsejében és kiviil, a kézép-
ponttol r tavolsagra az F térerGsséget.

(d) Szamitsuk ki a V' potencialt r fliggvényében a gombon beliil is, kiviil is. (Legyen
V =0 a végtelenben.)

Megoldas:
(a) Az A paraméter mértékegysége C/m?.
(b) A gomb teljes toltése:

R R
Q= /g(r)4r27rdr = /A4r37rd7‘ = AR'r. (2.6.1)
0 0

(c) A térerGsség kiszamolasahoz

j{EdA = Q (2.6.2)
€0
a Gauss-torvényt hasznaljuk. A gémbon beliili térrészre alkalmazva
2 1 2 L4
Edr¢m = — | o(r)drimdr = —Ar'm, (2.6.3)
€o €o

0
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amelybdl
A
E=-—r* (0<r<R). (2.6.4)
480

A goémboén kiviili térrészre az

1
B4r’r = —ARr (2.6.5)
€0
irhato, amelybdl
AR* 1
EFE=——— R : 2.6.6
s (®<n) (26.6)

(d) Az elektromos potencial meghatarozasa a gombon kiviil (R < r) az

r

Ur) — Uloo) = — / ARTL G = AR [

deg r? 4eg

%L (2.6.7)

o

integral kiszamoléséval torténik. Innen a végtelenbeli zérus potencialhoz viszonyitva

az r-beli potencial:
AR*1
Ulr)=——- R ) 2.6.8
M= (<) (265)

A potencial a gomb felszinén ugyancsak a végtelenbeli zérus potencialhoz viszonyitva:
AR

U ="~ (r=R) (2.6.9)

A feliiletrsl a gomb belseje felé haladva a potencialkiilénbség

rA, A A A
— — —_— d = - 3 = —— 3 —_— 3. 2. .].
U(r) — U(R) / ortdr = = [ = e+ o P (2.6.10)
R

Igy a gémb belsejében 1év6 r pontban a potencial a végtelenhez viszonyitva:

AR A, A A A
_ R} = — R E—— - 0<r<R). 2.6.11
Ieo 1200 125 122 32 O<r<h). (2611

U(r) =

Hazi feladat (gyakorlasra):
25/ 1, 5, 10, 15, 16, 19, 20
26/ 3,7, 8,9, 21, 24, 27, 33, 37, 41
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