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A Maxwell-egyenletek

E: elektromos térerdsség

(1)

D: elektromos eltolas

(2) H: magneses térerésség
B: magneses indukcio
(3)

J: elektromos aramstriség

(4) p: elektromos toltésstirliség

": (parcialis) iddderivalt
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Konstitutiv (anyag-) egyenletek (1)

(5) /differencialis Ohm-térveny/

o: elektromos vezetOképesseg

(6)

g. dielektromos allandé /permittivitas/

1. magneses permeabilitas

(7)
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Konstitutiv (anyag-) egyenletek (2)

Tovabba g, = 8,85 x 10712 F/m

a vakuum permittivitasa

Er relativ permittivitas

Uo = 4m x 1077 H/m

a vakuum permeabilitasa

Uy relativ permeabilitas



A toltesmegmaradas torvénye
(kontinuitasi egyenlet)

Az (1) egyenlet divergenciajat véve
divrot H =divj+ div D
és felhasznalva, hogy barmely vektortérre divrot =0
0=divj+divD

adodik. A (3) egyenletet felhasznalva kapjuk:

Ez az elektromos toltés megmaradasat kifejez0 kontinuitasi egyenlet.
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Az elektromagneses tér energiamérleg egyenlete (1)

Az (1) egyenletet E-vel a (2) egyenletet H-val szorozva:
Erot H=jE+ED

Hrot E=—HB

adodik. A masodik egyenletbdl az elsdt kivonva kapjuk:

HrotE — ErotH = —jE — ED — HB
A (6) és (7) konstitutiv egyenleteket, valamint a
div(EXH)=HrotE — ErotH

azonossagot felhasznalva, az egyenletet atrendezve

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Az elektromagneses tér energiamérleg egyenlete (2)

az energiameérleg egyenlet:
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Az elektromagneses ter energiameérleg egyenlete egyes

tagjainak fizikai jelentése

Az clektromagneses tér energiasiiriisége: PEM

Az elektroméagneses tér energiaaram-siraség vektora, a
Poynting-vektor:

A Joule-ho:

Mivel a Joule-ho kifejezése mindig pozitiv (vagy zérus), az energiamerlegbeli
negativ eldjellel mindig veszteseget jelent az elektromagneses tér szamara!

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A szabad elektromagneses ter hullamegyenlete (1)

Elektromos toltésektol és aramoktol mentes tér (azaz a toltés-
stirliséget €s az aramsuriiséget zerusnak veve)

Dr. Markus Ferenc
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A szabad elektromagneses ter hullamegyenlete (2)

rot H=D rotrot E = —rotB

felhasznalva a (6) és (7) konstitutiv egyenletek

DZEOE B:HOH

valamint a rotrot = grad div — A

azonossagot, kapjuk —
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A szabad elektromagneses tér hullamegyenlete (3)

Ha a terjedés X
tengely iranya:
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A szabad elektromagneses tér hullamegyenlete (4)

rotrot H= rotD rot E=—B
felhasznalva a (6) és (7) konstitutiv egyenletek
D — EOE B — HOH

valamint a rotrot = grad div — A

azonossagot, kapjuk —
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A szabad elektromagneses tér hullamegyenlete (5)

Ha a terjedés X
tengely iranyu:

Hasonlo egyenletek és
ugyanaz a terjedesi
sebesseg tartozik D-hez
es B-hez is.

Dr. Markus Ferenc
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A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint

az E és H vektorok iranya (1)

Terjedjen a sikhullam az +n egységvektor iranyadba. A t,
iddpillanatban tekintsiink egy r, koordinataju pontot a hullamfronton.
Egy késobbi t, idopillanatban tekintslink egy r, koordinataju pontot az

ujabb hullamfronton. Ekkor a ¢ sebességii terjedes mellett a ket sik
tavolsaga d:

d =c(t; —ty)

A ket sik tavolaga masképp is
kifejezheto:

d=n(r,—r1;)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint

14

az E és H vektorok iranya (2)

Az elozd két osszefiigges 0sszevetésebol:

nrl_t nr,
= 12

t
1 C C

amibol altalaban:

nr

Dr. Markus Ferenc
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A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint

15

az E és H vektorok iranya (3)

Sikhullam megoldasok:

Itt a ,,—" el6jel a +n iranyu terjedéshez, a ,,+” eldjel a —n iranyu
terjedéshez tartozik.

Dr. Markus Ferenc
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A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint

az E es H vektorok iranya (4)
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Tekintsiik pl. a ,,+” irdnyu terjedest:

nr jelolve az id6

Az argumentumot gb =t derivaltak

i _OE0p _ dE o _O0HOp _dH
~0p ot do ~0p ot do

Dr. Markus Ferenc
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A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint

az E és H vektorok iranya (5)

Valamint a térbeli derivaltak:

CH - nde P E nxdE
1o = T a0 rot E = < 4o

Ezekkel az (1) és (2) Maxwell-egyenletek:
n dH dE n dE dH

B I R Y



A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint

18

az E és H vektorok iranya (6)

Az argumentum szerinti integralas utan:

Az E, H és n vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak!
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A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint

az E és H vektorok iranya (7)

Hasonlo levezetessel a —n iranyban terjedé hullamokra:

1 1
+En><H:£0E t-nxE=-uH

Egy formulaval 0sszefoglalva a +n iranyban terjed6 hulldmokra:

1 1
T—NnNXH=¢E iEnXE:_HOH
C

Az elektromagneses hullam transzverzalis hullam!
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A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint
az E és H vektorok iranya (8)

20

/ Dhrection of propagation —

AT04T LEH G BRI

/

%
Electric | ™. field (B)

Az elektromagneses hullam transzverzalis hullam!
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A hullamegyenlet sikhullam megoldasal, valamint
az E és H vektorok iranya (9)
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Az elektromagneses hullam transzverzalis hullam!

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Kocka alaku tregbe zart elektromagneses hullam (1)

A kocka legyen ugy elhelyezve, hogy egyik csucsa az origo, |
hosszusagu élei az x, y és z tengelyekkel parhuzamosak.

Dr. Markus Ferenc
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Kocka alaku UGregbe zart elektromagneses hullam (2)

A hatarfeltételeket kielégito térerdsség-komponensek:

E. =0,hay=0vagyy=1,z=0vagyz=1;
H =0, hax=0vagy x =1

E,=0,hax=0vagyx=1,z=0vagyz=1
H,=0,hay=0vagyy =1

E,=0,hax=0vagyx=1,y=0vagyy=1
H,=0,haz=0vagy z=1

Dr. Markus Ferenc
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Kocka alaku tregbe zart elektromagneses hullam (3)

A hullamegyenletet és a hatarfeltleti feltételeket is kielégité megoldas
az E térerdsseg vektor komponenseire:

T Lt T
Ee= ) An(®)cos(neTx) sin(nyT) sin(n, 77)

I
Il

, TC T . TC
y z Any(t) sin(ng—x) Cos(nyfy) sin(n,—z)

! T T
Eo= ) Aw()sin(ng]¥)sin(ny7y)cos(n, 77)

Ny, Ny, N, 2= 0
Amplitadé vektor:  An = (Anx, AnyrAnz) x Tly) Ty

Dr. Markus Ferenc egéSZ SZémOk
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Kocka alaku tregbe zart elektromagneses hullam (4)

A térerosség-komponensek ki kell elégitsek a
divE =0

Osszefliggést. -

Z(nxAnx + 1y Ay
n

Tt Tt Tt
+ n,A,,) sin(hy,—X) sin(n,, ?y) sin(n,—1z)

=0

Dr. Markus Ferenc
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Kocka alaku tregbe zart elektromagneses hullam (5)

Az 0sszefligges minden X, y és z-re akkor allhat fenn, ha

NyApx TNy AR, + 1A, =0

vagy maskepp: n A =0

Az Ny, Ny, N,  szamharmas ket flggetlen sikhullam
megoldast jelent!

Dr. Markus Ferenc
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Kocka alaku tregbe zart elektromagneses hullam (6)

A térerosség-komponenseket a hullamegyenletbe helyettesitve az
amplitadokra:

A, +4m?vi A, =0

It

a kialakul6 rezgések lehetseges frekvenciai.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Magnetron (1)

microwave T
radiation
\v;\ /’/v path of an

magnet

cavities
RF fields

Dr. Markus Ferenc
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Magnetron (2)

A frekvencia 2-3 GHz, a teljesitmény folyamatos lizemben altalaban 10 kW alatt van, de
|éteznek impulzusizemben akar MW nagysagrendi berendezések is.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Az elektromagneses potencialok (1)

Az alapgondolat: az elektromagneses teret leiro0 E, D, H és B
mennyisegek visszavezetese ,,alapvetobb’ termennyiségekre.

Egy tetszOleges vektorter eseten mindig 1gaz a

definicioval. Az A vektor neve vektorpotencial.

Maxwell: az A vektorpotencial matematikai
BME Fizika Tanszék segédmennyiseg, semmilyen fizikai tartalma nincs.
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Az elektromagneses potencialok (2)

Ekkor nyilvanvaldan teljesil a

Ebbol a

definialjuk a skalarpotencialt.

BME Fizika Tanszék
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Az elektromagneses potencialok (3)

Az E és B vektorok potencialokkal megadott alakjait az (1) egyenletbe

helyettesitve 1

ﬂ—‘rotrot}l =j—¢eyA—¢gy grad ¢
0

adodik. Felhasznalva, hogy rot rot = grad div — A
kapjuk:
AA — go1ig A = —poj + grad div A + o1y grad ¢

Dr. Markus Ferenc
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Az elektromagneses potencialok (4)

A potencidlok nem-egyértelmiisége miatt lehetéség van egy matema-
tikai kapcsolat definialasara. Ez itt most legyen a

Lorenz-feltétel: i1 A 4+ EoMo (p = ()

Ekkor AA — Eollo A — —Juoj (*)

amely 6sszefiiggés kapcsolatot teremt a mérhetd j aramstirtség és az
absztrakt A vektorpotencial kozott.

Dr. Markus Ferenc
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Az elektromagneses potencialok (5)

A (3) egyenletbol kiindulva: div D

—  divE=—-divA— d.'ivg'rf,ucl(,0zgﬂ
0

A Lorenz-feltétel figyelembevételével.

. P
Ap — U P = T (**)

Osszefiiggés 4ll el a mérhetd p toltéssiirliség és a  skalarpotencial
kozOtt.

Dr. Markus Ferenc
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Az elektromagneses potencialok (6)
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Zerus aramok és toltéssuriségek mellett a két potencialra tiszta
hullamegyenletek allnak fenn:

Dr. Markus Ferenc
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Az elektromagneses potencialok (7)

Ater (&n, {) koordinatakkal megadott pontjaiban aramok folynak es
elektromos toltesek helyezkednek el. Az (x,y,z) pontban a (*) és (**)
egyenletek megoldasaként eloall a vektor- és skalarpotencial:

. . ,t—t
Uy f J&ndt—=2) dEdnd?
V

Alx,y,z t) = —
(x,y,2,1) py .

agand¢

1 f pEm. 3t =)
V

) =
px,y,z,t) »

4me,

Itt r az (X,y,z) pont és a (&,n, §) pont kdzotti tavolsag. Mindket
potencial az aramsiiriiség és toltésstiriség r/c idovel korabban felvett
értékeitol fliggenek. — Ezeket nevezik retardalt megoldasoknak.

Dr. Markus Ferenc
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Kerdések (1)

Irja fel a Maxwell-egyenleteket! Mi az egyenletek fizikai jelentése?
Milyen mennyiségekkel kapcsolatosak és mit fejeznek ki a konstitutiv
(anyag-) egyenletek az elektrodinamikaban?

Mi a kontinuitasi egyenlet(ek) fizikai jelentése? Milyen tagokbadl all az
egyenlet?

Mely Maxwell-egyenletekbdl fejezhetd ki a kontinuitasi egyenlet. Milyen
matematikai lépéseket kell tenni?

Mely Maxwell-egyenletekbdl fejezhetd ki az az elektromagneses tér
energiameérleg egyenlete? Milyen matematikai lepéseket kell tenni?
Milyen kifejezes irja le az elektromagneses tér energiasiriiségét?

Mi a Poynting-vektor fizikai jelentése?

Mi a Joule-ho kifejezése?

Mit jelent az a fogalom, hogy szabad elektromagneses tér?

Dr. Markus Ferenc
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Kerdések (2)

Mely Maxwell-egyenletekbdl fejezhetd ki a szabad elektromagneses tér
hullamegyenlete? Milyen matematikai lépéeseket kell tenni?

Milyen alakuak és milyen mennyiségekre adddtak hullamegyenletek?
Mennyi a vAkuumbeli fénysebesség?

Milyen alakuak a sikhullam megoldasok?

Milyen kapcsolatban vannak egymassal a terjedesi iranyt megado n
vektor, valamint az E elektromos és H magneses térerdsségek?

Mit jelent a transzverzalis elektromagneses hullam fogalma?

Milyen elektromagneses ter alakulhat ki kocka alakt, idealis vezetobdl
késziilt falt iiregben? Milyen frekvenciaértékek fordulhatnak el4?
Hogyan mitkodik a magnetron?

Hogyan mérné meg a fény sebesseget mikrohullama siitovel?
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Kerdések (3)

Mely potencidlokat vezetjiik be és mi a merhetd terekkel valo
matematikai kapcsolatuk?

Hogyan néznek ki a Maxwell-egyenletek a potencialokkal felirva?
Miért lehet a Lorenz-feltételt kitlizni, és milyen egyszerisito szerepet
jatszik az elmelet kiepitesében?

Milyen téregyenletek allnak fenn altalaban a skalar- és vektor-
potencialokra?

Zeérus aramok és elektromos toltések esetéen milyen alaku egyenletek
allnak fenn a skalar- és vektorpotencialokra?

(A ilyen szinnel irt kérdések a mélyebben erdeklodok részére vannak. )
(folyt. kov.)
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