1. Gyakorlat — orai és hazi feladatok
Miiveletek vektorokkal

Orai 1. Adottak az alabbi kétdimenzids vektorok:

= & =[]

a, Abrazoljuk a két vektort!

b, Hatarozzuk meg ¢és abrazoljuk az 2a, + a, vektort!
¢, Mekkora a vektorok normaja (nagysaga)?

d, Mekkora szoget zar be a két vektor?

2. Adottak az alabbi haromdimenzids vektorok:

1 0
v, =12 és v, =11
-1 1
a, Abrazoljuk a két vektort!

b, Hatarozzuk meg és abrazoljuk az 4v,; — 3v, vektort!
¢, Mekkora a vektorok normaja (nagysaga)?
d, Mekkora szoget zar be a két vektor?

Orai 3. Szamitsa ki az ab skalaris szorzatot, ha |la| =7, |b| =4, a két vektor altal kozrezart szog

pedig 120°. Mennyi a skalaris szorzat értéke, ha a kdzrezart szog 90° .

Orai 4. Szémitsa ki |uxv| értékét, ha |u|=|v|= 442, a két vektor 4ltal kdzrezart szog pedig

45°.

5. Mekkora |ab¢| értéke, ha |a|=5, |b|=2, |¢|=8 és a vektorok paronként merSlegesek

egymasra?

6. Legyen a= (2,5,—1), b= (0,2,1), c= (— 3,1,4). Szamitsa ki az alabbi mennyiségeket:

12a, |a|, a+5b, ab, axb, (a+b)c, abc.



Orai 7. Irja fel az a’ egységvektort, ha a:(—l,O, \/5) Mekkora szogeket zar kozre az a
vektor a koordinatatengelyekkel?

8. Szamitsa ki az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletét, ha
a=(2,5-1), b=(0,2]1).

9. Szamitsa ki az a, b ¢és ¢ vektorok altal kifeszitett hasab térfogatat, ha
a=(2,5-1), b=(0,21), c=(-3,14).

10. Mekkora szoget zar kozre az a:(\/f,—l,l) és bz(l,o,—\/i) vektor? Mekkora a b és
c :i+2j—\/5k vektorok altal kozrezart w szog?

11. Hatarozza meg z értékét ugy, hogy az a= (5,2,4), b= (3,7, z) vektorok merdlegesek
legyenek egymasra.

Fiiggvények, fiiggvények érintéje — valtozasi sebesség

Orai 12. Abrazoljuk az x(t) = c;t + c, fiiggvényt és hatarozzuk meg a t-beli meredekségét!

Orai_13. Abrazoljuk az f(x) = 2x%+x +1 fiiggvényt és hatarozzuk meg a x-beli
meredekségét! /A meredekséget a ,, A-s” modszerrel tegyiik!/

14. Abrazoljuk az f(z) = 4z° — 1 fliggvényt és hatarozzuk meg a z-beli meredekségét! /A
meredekséget a ,, A-s” mddszerrel tegytik!/

Orai 15. Hatarozzuk meg az y(x) = x sin x fiiggvény x-beli meredekségét! /A meredekséget
a,, A-s” modszerrel tegyiik!/

16. Hatarozzuk meg az y(t) = Asin? wt fiiggvény t-beli meredekségét! /A meredekséget a ,,
A-s” modszerrel tegyiik!/

Fiiggvénygorbe alatti teriilet

Orai 17. Szamitsuk ki az y(x) = 2x + 1 egyenes alatti teriiletet a 2 < x < 3 intervallumban!
(Téglalapokkal vagy trapézokkal kozelitsen!)



18. Szamitsuk ki az y(x) = x?+ 1 gorbe alatti teriiletet a 2 < x < 4 intervallumban!
(Téglalapokkal vagy trapézokkal kozelitsen!)

19. Szamitsuk ki az y(x) = 2x? + x gorbe alatti teriiletet a 0 < x < 1 intervallumban!
(Téglalapokkal vagy trapézokkal kozelitsen!)

MEGOLDASOK

1.a, Abra.

b.2ay +ay = 2[3] +[ 1] = []]

c,a?=22432=13 - |ay| =a, =13
a;= (-1)?+(-1)?=2 - l|ayl=a,=+2

. , a;-a —-2-3 -5
d,Mivel a; - a, = |aq||la,|cosa, igy cosa = —= = =z a= 168,7°

laillazl - V13v2 -
1 0 4
21-3|1|=1|5
-1 1 -7

,vi=12+4224+(-1)%=6 - || =v, =6
Vi=024+12412=2 - |v,| =v,=+2

: ’ V1V 0+2-1 1
d, Mivel v, - v, = |v,||v,]|cosa, igy cosa = = = — > a=732°
’ 1 V2 = [wllvafcos . igy willv,] ~ Yevz . viz

2. a, Abra.

b, 4171 - 3172 =4

3. ab=|a|-|b|cosgo=7-4-005120° =—14.Ha ¢ =90°, akkor ab=0.

4. Juxv|=]ul|v] sin @ = 4/2 -44/2 -sin 45° = 164/2 .

5. |a b c| értéke a harom vektor altal kifeszitett hasab térfogataval egyenld. Mivel a vektorok paronként

merdlegesek, ezért |ab c| =5-2-8=80.

6. 12a=12(2,5-1)=(24,60,-12)
la| =4+ 25+1=+30;
a+5b=(2,5-1)+5(0,21)=(2,154);
ab=(2,5-1)02,1)=0+10-1=9;



i j k
axb=2 5 —1=7i-2j+4k=(7,-2,4);
02 1
(a+ble=(2,7,00-3,14)=-6+7+0=1;

abe=[{0 2

Tl Vivo+s |27

Tehat o =120°, f#=90°, y =30°.

8. T =|axb|=v49+4+16 =69

7. 2%=2 = ~10.43 =(—l 0 EJ Innen lathato, hogy cosa:—%, cos f=0, cosyz%.

9. V=lab¢=]-7=7.
10 cos¢=£=0 ezért ¢ =90° COSl//=L w =49°10'
' jallol V347

11. ab=15+14+4z =0, ahonnan Z:—%.

12. Abra. Mindeniitt ¢; a meredekség.

13.
o fle+Ax) - f(x) O 2+ M) P+ (M) +1—(2x%2+x+ 1)
f'(x) = lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
o 2x% +4xAx+2(Ax)* +x+Ax+1—-2x2 —x—1
= lim =4x+1
Ax—0 Ax
14.
) = i f(z+Az)—f(z)_l. 4(z+ 023 —1-(423-1)
fl@)=lim, Az = a0 Az

473 +122%Az + 12z(0A2)? + 4(Az)3 —1-(4z3 - 1)
im = 12z2
Az—0 Az

4




15.
y(x + Ax) —y(x) y (x + Ax) sin(x + Ax) - x sinx
= lim

v @ = jim

Ax Ax—0 Ax
_ 1 (x + Ax) (sinx cos Ax + cosx sinAx) — xsinx
vt Ax

y x sin x cos Ax + x cos x sin Ax + Ax sinx cos Ax + Ax cosx sinAx — xsinx )
= 1im *
Ax—0 Ax

Zérushoz kozeli Ax értékekre az alabbi kozelitd Osszefiiggéseket alkalmazva

cosAx ~ 1
sinAx ~ Ax

. xsinx +xcosxAx + Axsinx + Ax cosx Ax — Xxsinx )
(¥) = lim = sinx + x cos x.
Ax—0 Ax

16.
'@ = y(t+At) —y(t) ) Asin® w(t + At) - Asin® wt
= lim = lim
y At—0 At At-0 At
i A(sin wt cos wAt + coswt sin wAt)?- Asin? wt
= lim
At—0 At
i A(sin? wt cos? wAt + 2 sin wt cos wAt cos wt sin wAt + cos? wt sin? wAt)- A sin® wt
= lim
At—0 At
= (*%)

Az el0z06 esethez hasonldoan
coswAt ~ 1

sin wAt ~ wAt,
amellyel



. A(sin® wt + 2 sinwt cos wt wAt + cos? wt (wAt)?)- Asin? wt
(%) = lim

At—0 At
= 2Aw sin wt cos wt.

17 Ha x, =3 ->a=y,=7
Xy =2-c=y; =5
m=x,—x,=1

A trapéz teriilete:

at+c
= m==6
A gorbe alatti teriilet szamolasi technikéjat fejlesztendd osszuk a 2 < x < 3 intervallumot n
egyenlo részre, és rendre szamoljuk ki a téglalapok teriiletét a baloldali intervallumértékekkel (integral

also kozelitd 6sszeg):

- N 11 4 11
T, = 2<2+0—)+1 —=—42-0—+=
L n mm n n n
- 1y 11 4 11
T, = 2(2+1—)+1—=—+2-1—2+—
i n m n n n
- 1y 11 4 11
Ty = 2<2+2—>+1 —=—42 2+
L n in n n n

Tn:[2(2+(n—1)%)+1]%=%+2 -(n—l)%+

Az n téglalap teriilete 6sszeadva és n — oo esetet véve:

4, 04142434+ @-1) 1 (n—1)

n
T=n—+2 n—=44+2—+1=4+14+1=6
n n? n 2n?

18. Osszuk a 2 < x < 4 intervallumot n egyenld részre, és rendre szamoljuk ki a téglalapok teriiletét
a jobboldali intervallumértékekkel (integral fels6 kozelitd dsszeg):

2\2 ]2 2 4 2
(2+1—) +1 —=[4+2-2-1-—+1 —2+1]
n n n n

T, = =
1 n




2\2 2 2 4 2
T, = (2+2—) +1—=[4+222_+22_2+1]_
n n n n n

2\2 2 2 4 2
T, = (2+n—> +1—:[4+2.2.n._+n2_2+1]_
n n n n n

Az n téglalap teriilete 6sszeadva és n — oo esetet véve:

2 2 2 42 2
T=4-n+2-2-(1+2+-+n)=-=+ (1*+2%°+-+n*)=—=+-n
n n n nn n
nn+1) 2 2 nn+1)2n+1) 4 2 62
:8+2.2.(—)._._+ ( )( )__+2:_
2 nn 6 n2n 3
19. A fenti modszert alkalmazva:
7
T=-—
6



