Fizika feladatok
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Ez a feladatgy(ijtemény a villamosmérnok hallgaték korabbi jogos igényének megfelelve,
nagy hidnyt potol. A kitlizott feladatok az 1. féléves fizika tdrgydnak anyagahoz illeszkednek.
Remélhetbleg érzékelhetd segitséget jelent mind a hallgaték, mind a tirgyat oktatok szamadra,
valamint hozzdjarul az egységes oktatds megvaldsitisdhoz. A gytijteményben a * jelzés a ma-
gasabb nehézségi szintl feladatokat jeloli, mig a **-gal jelolt feladatokat a kihivdsokat kedveld
megoldoknak ajanljuk. A feladatgy(jtemény folyamatosan bdviil dj feladatokkal és megoldasok-
kal. Javaslatokat Uj feladatokra, valamint megolddsokat és egyéb észrevételeket szivesen latunk.
(Szerk.: Markus Ferenc, Rakyta Péter, Krafcsik Olga)
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1. Feladatok a kinematika targykorébol

Tomegpontok mozgasa egyenes mentén

1.1. Feladat: Mekkora az atlagsebessége annak pontnak, amely mozgédsanak elsd szakaszdban

vi sebességgel s, utat, masodik szakaszdban v, sebességgel s, utat tesz meg?

Megoldas: Az atlagsebességet az Osszesen megtett itmennyiség és az ehhez sziikséges teljes

id6tartam hanyadosaként kapjuk meg: v = % Az eltelt id6tartamok: ¢, = % ést, = 3—2 Igy
__ 51t
ey (1.1.1)

1.2. Feladat: Két mozdony s; tdvolsagbdl, egymashoz képest v sebességgel kozeledik egymds
felé az egyenes vasuti palyan. Az egyik fényjelet ad, amely a sz&élvédokrdl visszaver6dik. Mek-

kora utat tesz meg a fény, amig s, tdvolsagra lesznek egymastol?

Megoldds: Az eltelt id6:
t:sl_sz, (1.2.1)
v

amely id6 alatt a fény
S1—52

(1.2.2)

utat tesz meg.

1.3. Feladat: Egyenes vastti palydn egy mozdony halad v sebességgel, s kozben Ar ideig dudal.
Milyen hosszinak hallja a pdlya mellett 4116 utas a dudaszét, ha a vonat nem halad el mellette?

Megoldds: Tegyiik fel, hogy a mozdony s tdvolsdgban van, amikor elkezd dudélni. A hangot

S

t = (1.3.1)

C

id6 elteltével hallja meg a megfigyelS. Ezt kovetden Az id6 mulva mar csak s—vAt tdvolsagban

lesz a mozdony, amely ekkor befejezi a dudélést. A dudaszoé vége

(1.3.2)

2014. december 8. 10


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

1do elteltével jut a megfigyel6hoz. A dudaszét a megfigyeld tehat

f—1; = At + RN, (1.3.3)
C

hosszunak hallja. Megjegyzés: Téavolodé mozdony esetén a dudasz6

s+vAt
c

-t =At+

= At (1.3.4)

Q@

idGtartamunak hallatszik.

1.4. Feladat: Egy gépkocsi 54 km/h sebességrdl 5 m/s? lassuldssal egyenletesen lefékez. Mek-
kora a teljes fékut?

Megoldés: Legyenek vy = 54 km/h = 15 m/s és a =5 m/s?. A sebesség az id6 fiiggvényében a
v(t) =vy—at, (1.4.1)

Osszefiiggéssel adhaté meg. Ennek segitségével a gépkocsi megéllasdig eltelt id6

=L -3 (1.4.2)
Vo
A teljes fékut pedig
1
s = Vot — Eat2 =22.5m. (1.4.3)

1.5. Feladat: Egy tomegpont az x tengely mentén mozog —4 m/s? 4llandé gyorsuldssal. Az x=0
helyen a sebessége 20 m/s, az id6t ekkor kezdjiik el mérni. Mikor lesz a test el6szor az x = 18 m

helyen?
Megoldas: Legyenek vy = 20 m/s, a = —4 m/s*. A tdmegpont helye, mint az id3 fiiggvénye az

1
x(t) = v0t+§at2. (1.5.1)

Osszefliggéssel adhaté meg. Oldjuk meg az egyenletet a ¢ véltozora az x = 18 m helyettesités
mellett: :
18:v0t+§at2. (1.5.2)

Az egyenlet gyokei: 1) =1sés 1, =9 s. A tomegpont el6szor a ¢#; idOpillanatban éri el az x = 18

m helyet.
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1.6. Feladat: (HN 2B-18) Egy futé a 100 m-es vagtaszamot 10, 3 s-os eredménnyel nyerte meg.
Egy maésik futé 10,8 s-os idovel futott be. Feltéve, hogy az atlétdk az egész tivon egyenletesen
futottak, hatdrozzuk meg, hogy milyen tavol volt a masodik fut6 a célt6l, amikor a gydztes At-

szakitotta a célszalagot!

Megoldas: Az adatokat jeldljiik az aldbbi médon: s =100 m; ¢, = 10,3 s; 1, = 10,8 s. A mdso-
dikként célba érkezd futd sebessége
v=;=9g6mm (1.6.1)
2

volt. Mivel a hatranyat =t,—t; = 0,5 s volt, igy d = vt =4,63 m-re volt a célvonaltol.

1.7. Feladat: (HN 2B-19) A [. abra egy egyenesvonali padlyan mozg6 részecske ut-id6 grafi-
konjat mutatja.

(a) Hatarozzuk meg a mozgés atlagsebességét at; =2 s és t, =5 s iddintervallumra!

(b) Melyik id6pillanatban zérus a mozgds sebessége?

(c) Mekkora a ¢ = 10 s idGpontban a pillanatnyi sebessége?

X

o N = o

Megoldas:
(a) A grafikonrdl leolvashatd, hogy a t; = 2 s idGpillanatban x; =4 m a helykoordinéta, valamint
a t, =5 s id6pillanatban x, = 7 m. Az atlagsebességet a teljesen megtett Ut és hozza tartoz6 id6

hanyadosaként kapjuk meg:
=1 mJs. (L.7.1)

(b) A mozgds sebessége ott zérus, ahol a gorbéhez hizott érintd meredeksége zérus. Ez jo

kozelitéssel lathatdéan a
t'=7s (1.7.2)
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idopillanatban 4ll fenn.

(c) At=10 s-beli sebesség meghatarozasa a pontbeli érintd kiszdmoldsat jelenti. Ez azt jelenti,
hogy a ponthoz nagyon kozeli értékeket kellene leolvasni. Mivel elég nagy a leolvasasi pon-
tatlansag — a megértés 1ényegét pedig nem érinti — az érinté meghatarozasat ugy végezziik el,
hogy tekintjiik a o =9 s-hoz és t;; = 11 s-hoz tartoz6 x9 = 7 m és x;; =4 m helykoordinétdkat, és
kiszdmoljuk a

Vig = ~ =2 m/s. (1.7.3)
fh1—1y

meredekséget. A negativ el6jel arra utal, hogy a pont az origé6 felé mozog. A mozgds irdnyanak

megvaltozdsa a ' =7 s idopillanatban tortént.

1.8. Feladat: (HN 2B-22) Az [I. dbra négy kiilonb6z6 mozgés hely-id6 fliggvényabrajat mu-

tatja. Allapitsuk meg minden esetben, hogy a gyorsulds pozitiv, negativ vagy zérus!

X x
A
t _f
(a) (b)
X X
|
t —_— !
(c) (d)
1. abra.

Megoldas: Az [. (a) és (b) dbrdinak grafinkonjai linedris Osszefiiggést irnak le a megetett ut és
az eltelt id6 kozott. A linedris grafikonok egyenletes sebességli mozgast irnak le, kovetkezés
képpen a mozgésok alatt a gyorsulds zérus. A gyorsulds mellett a tomegpont sebességének ira-
nya is megdllapithat6 a grafikonok meredekségébdl: az . (a) dbrdn pozitiv meredeksége van a
grafikonnak, tehat a tomegpont pozitiv irdinyba mozog €s sebessége pozitiv, mig az [. (b) dbra
negativ meredekségii egyenest mutat, mely negativ irdnyba mozgd tomegpontot ir le negativ se-
bességgel. Az [I. (c) dbra grafinkonja olyan mozgést ir le, mely sordn a tomegpont el6szor pozitiv

irdnyba mozog, majd egy adott pillanatban visszafordul. A grafikon meredekségét elemezve az
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egyes t id6pillanatokban megallapithat6, hogy kezdetben pozitiv irdnyba mozgott a tdmegpont,
majd pedig visszafordult, a debessége negativ lett. A tdmegpont gyorsuldsa ezért negativ volt a
mozgéas soran. Végiil az [Il. (d) dbra az el6z6 meggondoldsok alapjan egy pozitiv irdnyba gyorsul6

tomegpont mozgasat irja le.

1.9. Feladat: (HN 2B-24) A D. dbra egy egyenes uton nyugalombdl indulé motorkerékparos
sebesség-ido grafikonjat mutatja.

(a) Mekkora a motorkerékparos atlagos gyorsuldsa afyp =0 s és t = 6 s idétartamban?

(b) Allapitsuk meg (kozelitéleg), hogy mikor éri el a gyorsulds maximalis értékét és mekkora a
gyorsulds ebben a pillanatban?

(c) Mikor zérus a gyorsulds?

(d) Mikor veszi fel a gyorsulds legnagyobb negativ értékét €s mekkora ez az érték?

(=),

2. ébra.
Megoldas:
(a) A [ty,t] s idSintervallumban a teljes sebességvaltozds Av =8 m/s. Az atlag gyorsulds ezért
Av
=—. 1.9.1
= (1.9.1)

A szamértékek behelyettesitése utdn a = 1.3 m/s?.

(b) A legnagyobb gyorsulast akkor éri el a motorkerékparos, amikor a sebesség-id6 grafikonban
legnagyobb a mindenkori érint6 meredeksége. a [. dbra alapjan ez ¢ = 3 s pillanatban kovetke-
zik be. Ekkor a motorkerékpéros gyorsuldsanak kozelitd értékét az dbrardl leolvashato értékek
segitségével hatdrozhatjuk meg. Az abrardl leolvashat6 adatok pontossagat a felrajzolt négyzet-
rdcs hatdrozza meg. A gyorsulds meghatdrozasidhoz sziikséges sebességek értékét a szomszédos
t1 =2 s és t, =4 s id6pillanatokban olvashatjuk le. A sebességek értékét a t ~ 3 s pillanatban
hizott érint6 segitségével hatdrozhatjuk meg: v; =2 m/s és v, = 6 m/s. A maximdlis gyorsulds

tehat:
V2=V

h—1 .

a=

(1.9.2)
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Behelyettesités az értékeket a = 2 m/s> adédik.

(c) Mivel a motorkerékpdros gyorsuldsat a sebesség-ido grafikon pontjaiban huizott érint6k me-
redeksége jelzi, a vizszintes €rintéjli pontok a zérus gyorsuldsu pillanatoknak felelnek meg.
A [. abra egyetlen olyan pontja melyben az érint6 vizszintes, a t = 6 s pillanathoz tartozik.

(d) A motorkerékpdros a legnagyobb negativ értéki gyorsuldsat a r = 8 s pillanatban éri el, mivel
ebben a pillanatban a legmeredekebb a grafikon érint6je. Megszerkesztve a grafikon érintjét a
(b) feladatrészhez hasonléan megéllapithaté gyorsulds kozelits értéke, mely a,— ~ 2 m/s>-nak
adaodik.

1.10. Feladat: (HN 2B-26) Egy gépkocsi sebessége 9 s alatt 4 m/s-rdl egyenletesen 7 m/s-ra
novekszik.

(a) Mekkora a kocsi gyorsuldsa?

(b) Ezutan az aut6 12 s alatt egyenletesen lassulva megdll. Mekkora a gyorsulds ezen a szaka-
szon?

(c) Osszesen mekkora utat tett meg a 21 s alatt az autd?

(d) Mekkora az 4tlagsebessége?

Megoldas: Legyenek t; =9 s, vi =4 m/s,v,=7m/sést, =12 s.

(a) A mozgas els6 szakaszat leiré gyorsulds

Av va—v; 1 2
- — _ = — m/s2. 1.10.1
WEANT T, T3 ( :

(b) A sebesség id6beli véltozasa
v(t) = vatarty, (1.10.2)

amellyel a megallds tényét is figyelembe véve a
0=7+12a, (1.10.3)

egyenlet irhato fel. A masodik szakasz gyorsuldsa tehét

7
“=-1 m/s%. (1.10.4)
(c) A megtett tt az els6 szakaszra
L
X1 :V1[1+§611l1 =39.5m, (1.10.5)
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a masodikra .
X2 =Wty + Eaztzz =42 m, (1.10.6)

igy az 0sszesen megtett it 81,5 m.

(d) Az atlagsebesség

=00 3 88 mis. (1.10.7)

‘_}
L+t

1.11. Feladat: (HN 2A-32) Fiiggdlegesen felfelé hajitunk egy labdéat 12 m/s sebességgel. Hol
van, mekkora és milyen irdnyu sebességgel rendelkezik
(a) 1sés

(b) 2 s id6pontban az elhajitds utan?

Megoldds: A fiiggdleges felfelé hajitasra vonatkozé sebesség-1dd és hely-1d6 Osszefiiggések:

v(t) =vy—gt (1.11.1)

1
(1) =v0t—§gt2. (1.11.2)

Behelyettesités utan:
(a) v(1 s) =2 m/s felfelé (a pozitiv elgjel ezt mutatja); y(1 s) =7 m;
(b) v(1 s) =—8 m/s lefelé (a negativ eldjel ezt mutatja); y(1 s) =4 m.

1.12. Feladat: (HN 2B-33) 50 m mély kiitba kovet ejtiink. Hatdrozzuk meg, hogy mennyi id6
mulva halljuk a k& csobbandsat! A hang terjedési sebessége 330 m/s.

Megoldas: A h mélységt kit aljara
th=4|— (1.12.1)

1d0 alatt ér le a k6. A h utat a hang
(1.12.2)

idG alatt teszi meg. fgy dsszesen

|2h  h
t=t+tp=4/—+—-=3,31s (1.12.3)
g c

1d6 mualva hallhaté a csobbanas.
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1.13. Feladat: (HN 2B-35) Feldobunk egy érmét 4 m/s sebességgel. Mennyi id6 alatt ér fel 0,5

m magasra. Miért kapunk két eredményt?

Megoldas: Az emelkedés ut-ido fiiggvénye:

1
y(t):vot—igﬂ. (1.13.1)
Az adatokat behelyettesitve a
0=>52-4+0,5 (1.13.2)

masodfokd egyenlet adédik, amelynek megoldésai a t; = 0,155 s és a 1, = 0,644 s. Azért van
két megoldas mert az elsd id6pont utdn még tovabb emelkedik, s a lefele esésnél a masodik

id6pontban ugyancsak 0,5 m magasan lesz.

1.14. Feladat: (HN 2C-54) Egy, az origébdl indul6 test a B. édbra szerinti gyorsuldssal egye-

nesvonali mozgést végez. Rajzoljuk meg a mozgas sebesség-ido €s hely-1do fiiggvényvényeket!

T

o 2 4 6 8 10 12
t[s]

a [m/€]

N ON

3. abra.

Tiintessiik fel ar =2, 6, 8 s 10 s id6pontokhoz tartozo sebesség €s helykoordinatak értékét.

Megoldas: Egyenletesen gyorsulé mozgds esetében a gyorsulds, a sebesség €s a megtett Ut az

alabbi egyenletekkel adhaté meg:

a(t) = ay, (1.14.1)
v(t) =vo+ap(t—tp), (1.14.2)
x(t) = xo+Vvo (t—t0)+%ao (t—10)?, (1.14.3)

ahol a( a gyorsulds nagysdga (a pozitiv irdnnyal ellentétesen gyorsulé mozgés esetében negativ),
fo a mozgés kezdeti idOpontja, vy a kezdGsebesség, xy pedig a tomegpont kezdeti koordinétéja.
A tomegpont mozgdsit bontsuk fel a 8. dbra alapjan LILILIV és V szakaszokra. Az egyes

szakaszokban a v, kezdGsebesség, x, koordindta és 7, id6pont az el6z6 szakasz végpontjdban

2014. december 8. 17


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

[%2)
—

v [m/s]
< a
.l—|m ? .l—lm | I

0 2 4
100 1 t |S:I 1 1
x : ' . :
0 | 1 1 1 )
0 2 4 6 8 10 12

—

—
%)

_—

4. abra.

felvett értékekbdl hatdrozhat6ak meg. (A soron kovetkezd Osszefiiggésekben a {£} jelolés a &
fizikai mennyiség szamértékét jeloli ST mértékegységekben.)

L szakasz: [ 0<t<2s]. A kezdeti értékek: ap =0 m/s2, vo=0m/s, xo=0m, f,=0s.

Az (CT47) és (T43) egyenletek felhaszndlasaval pedig v(¢) = 0 m/s és x(¢) = 0 m adodik.

A t =2 s pillanatban a sebesség €s kitérés értékei: v(2s) =0 m/s és x(2s) =0 m.

II. szakasz: . A kezdeti értékek: a, =0 m/s?, vo=0m/s, xo=0m, 7, =2 s.

Az (TT47D) és (TT143) egyenletek felhasznalasaval pedig {v(£)} =2({t}—2) és {x(t)} = ({t} —2)*
adodik.

A t =6 s pillanatban a sebesség €s kitérés értékei: v(6s) = 8 m/s és x(6s) = 16 m.

IIL. szakasz: | 6s<t<8s]. A kezdeti értékek: ap =—1 m/s%, vo=8 m/s, xo= 16 m, 7, = 6 s.

Az (OI472) és (ILI43) egyenletek felhaszndldsdaval pedig {v(r)} = 8 — ({t} —6) és
{x(t)} =16+8({r} —6)— 1 ({r} —6)* adédik.

A t = 8 s pillanatban a sebesség €s kitérés értékei: v(8s) =6 m/s és x(8s) =30 m.

IV. szakasz: . A kezdeti értékek: ap =1 m/s?, vo=6 m/s, xo=30m, 7, = 8 s.

Az (CIZ7) és (ITI43) egyenletek felhaszndldsaval pedig {v(r)} = 6 + ({r} —8) és
{x(t)} =30+6({r} —8)+1({r} —8)* adodik.

A t =10 s pillanatban a sebesség és kitérés értékei: v(10s) = 8 m/s és x(10s) =44 m.

V. szakasz: | 10s<t<12s|. A kezdeti értékek: ap =0 m/s, vo =8 m/s, xo =44 m, 1, =10 s.
Az (II47D) és (II143) egyenletek felhaszndldsdval pedig {v(t)} = 8 és {x(t)} =44 +8({¢} —10)
adodik.
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A t =12 s pillanatban a sebesség és kitérés értékei: v(12s) = 8 m/s és x(12s) = 60 m.

1.15. Feladat: (HN 2C-66) Egy leejtett kodarab dtjdnak a talajra érkezés el6tti utolsé harmadat

1,0 s alatt teszi meg. Milyen magasrol esett le a k6?

Megoldés: Jelolje h az ejtés magassagat, ¢ a teljes esési id6t és 1y = 1 s az utolsé harmadhoz

tartoz6 1d6t. A szabadon esd tomegpont kinematikai 0sszefiiggései alapjan:

1
h= Egﬂ. (1.15.1)

Az ut 2/3-at pedig t —t, 1d6 alatt teszi meg a kddarab:

2 1
§h= Eg(f—ro)z. (1.15.2)

A h valtoz6 elimindldsaval 7-re az aldbbi masodfoku egyenlet adodik

1 1
0= ggtz—gtt0+§gt§. (1.15.3)

A mdésodfoku egyenlet két megolddsa #; = 5,45 s, valamint #, = 0,55 s. A mdsodik megoldds

fizikailag nem értelmes, mivel 1, < ty. A t; megolddshoz tartoz6 magassag:

h=148,51 m. (1.15.4)

1.16. Feladat: * (HN 2B-40) Az x tengelyen mozgd részecske sebesség-idd fiiggvényét a
v(t) = 4+2t -3¢ fiiggvény adja meg. A t =0 idSpillanatban a részecske az x = 8 m helyen van.
(a) Mi az egyes egyiitthatok mértékegysége?

(b) Hatdrozzuk meg a mozgdas gyorsulds-ido fiiggvényét!

(c) Hatarozzuk meg a mozgés hely-id6 fiiggvényét!

(d) Mekkora a részecske legnagyobb +x irdnyu sebessége?

Megoldas:
(a) A=4m/s, B=2m/s>, C=3m/s>: v(t)=A+Bt—Ct>.

(b) A gyorsulds a sebesség 1d6 szerinti derivéltja, azaz

a(t):j—::B—2Ct:2—6t. (1.16.1)
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(c) A kezdeti t =0 s id0dpillanatban a részecske koordinatdja x = 8 m. A hely-id0 fiiggvény a

sebesség id6 szerinti integraldsaval kaphaté meg a kezdeti feltételek illesztése mellett. Ezt a

dx = vdr (1.16.2)
Osszefiiggésbol kiindulva a
X t
/ dxzx(t)—xoz/ (A+Bt—Ct?)dt (1.16.3)
Xo t()ZO
hatdrozott integral kiszdmoldsaval kaphatjuk. Ennek eredménye
! 1 1S
x(t)—xp = / (A+Br—Ct*)dt = |At+=Bt*—=Cr*| (1.16.4)
10=0 2 3 16=0
o=
ahonnan a hely
1 1
x(t):x0+At+§Bt2—§Ct3:8+4t+t2—t3. (1.16.5)

(d) A sebesség akkor a legnagyobb, amikor a gyorsulds zérus. Ez a t = 1/3 s idGpillanatban
kovetkezik be. A sebesség értéke ekkor v =4,33 m/s.

1.17. Feladat: * (HN 2B-41) Az x tengelyen mozgé részecske helyzetét az x(t) = a+ bt — ct?
fiiggvény adja meg. Az egyiitthatok szamértéke SI egységekben: {a} =2, {b} =3, {c} =4,

(a) Adjuk meg az egyes egyiitthatok dimenzidjat!

(b) Hatarozzuk meg a sebesség-ido fiiggvényt!

(c) Hatarozzuk meg a gyorsulés-idd fiiggvényt!

(d) Hatarozzuk meg a részecske maximalis x irdnyu elmozdulasat €s az ehhez tartoz6 idépontot

is!

Megoldas:
(a) Az egyes egyiitthatok dimenziéja: [a] =m; [b] =m/s; [c] =m/s?

(b) A sebességet a hely id6 szerinti derivaltjaként hatdrozhatjuk meg:

h(z)}:%ﬂ—sl. (1.17.1)

(c) A gyorsulés pedig a sebesség id6 szerinti derivaltjaval egyenl6:

divy _

{a(t)} = &

-8. (1.17.2)
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(d) A maximadlis elmozdulés pillanatdban a test sebessége zérus ({v(r)} =0, ami a

3
g S ( )
pillanatban kovetkezik be. A maximdlis elmozdulas pedig
51
=— m. 1.17.4
x=1 G m (1.17.4)

Tomegpontok sikbeli mozgasa

1.18. Feladat: * Jelolje egy foly6 partjit az x tengely. A viz a parttal parhuzamosan folyik, az
x irdnyu sebesség a parttdl valo tavolsag fiiggvénye, amely a v,(y) = ky linedris Osszefiiggéssel
adhaté meg, ahol 0 < k, y pedig a parttél mért tavolsdg. (A tdloldali part sokkal tdvolabb van,
mint a tdvolsdg, melyen a sodrasi sebességet leird linedris 0sszefiiggés érvényes.) A parton 1évd
Usz6 a parttdl d tdvolsagra 1évo stéghez szeretne Uszni.

(a) Mekkora tavolsaggal el6bb kell a vizbe mennie, ha a folydsirdnyra merSlegesen allandé u
sebességgel fog Gszni?

(b) Milyen a lesz a pédlyagorbe alakja?

Megoldas:
(a) Az tsz6 a parttdl az id6 fiiggvényében

y(t) =ut (1.18.1)
tavolsagra jut. Kozben az x irdnyu sebessége is folyamatosan véltozik a
v(t) = ky = kut (1.18.2)

Osszefliggésnek megfelelden. A mozgdas x irdnyu vetiilete 1ényegében egy édlland6 gyorsuldsu

mozgdassal azonosithatd, ahol a gyorsulas a, = ku:

1
xX= Eaxtsz (1183)
A sodrédas ideje
d
ty=—, (1.18.4)
u
igy meghatarozhat6 az a tavolsag is, amellyel az iszénak el6rébb kell a vizbe mennie:
1, 1., 1kd?
= —a,t; = —kut; = - —. 1.18.5
e =M =y, (1.18.5)
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(b) A palyagorbe meghatdrozdsahoz valasszunk olyan koordindtarendszert, hogy a stég a

2
Bﬁ;d] (1.18.6)
u

koordindtdju pontban legyen. Ekkor az origébdl indulva éppen ehhez a ponthoz jut. Az (I-T8)
és (IIXT) egyenletekbdl kiiszoboljiik ki a ¢ véaltozot. Ekkor a palyagorbére az

2
y(x)z—%=0 (1.18.7)

Osszefiiggést kapjuk, ami egy parabola egyenlete.

1.19. Feladat: Egy repiil6gép 360 km/h sebességgel vizszintesen repiil. A repiil6gépbdl egy-
egy pisztollyal felfelé és lefelé 16nek azonos pontbdl. Milyen messze van egymastdl a két 16ve-
dék r = 0,8 s malva? Mindegyik 16vedék kezdeti sebessége a repiildgéphez képest vy = 160 m/s.
(A kozegellenallds elhanyagolhatd.)

Megoldas: Vizszintesen mindkét 16vedék 360 km/h sebességgel halad, igy ez nem befolyésolja
a kettejiik tavolsagat. A fiiggbleges irdnyban mindkettének —g gyorsuldsa van, az egyiknek +vy,
a masiknak —vy a kezdGsebessége. Mivel mindkét 16vedék ugyanazzal a gyorsuldssal esik, a
tdvolodasukat a kezddsebességiik hatdrozzak meg. A két 16vedék kozotti tavolsiag tehat

1 1
d= (vot— Egt2) - (—vot— Egtz) =2yt =256 m. (1.19.1)

1.20. Feladat: (HN: 3B-21) Egy 25 m magas hidrdl vizszintes irdnyban hajitunk el egy kovet.
A k6 becsapddasi helyét 45°-o0s irdnyban l4tjuk.

(a) Mekkora sebességgel hajitottuk el a kdvet?

(b) Mekkora és milyen irdnyu sebességgel csapddott a k a vizbe?

Megoldas:
(a) A feladat feltétele szerint a k4 becsapdddsi helyét a vizszinteshez képest lefelé 45°-os szog
alatt 1atjuk. Ennek alapjan a k& ugyanakkora tdvolsdgot tett meg vizszintesen mint fiiggbleges
irdnyban. Helyezziik a koordindta-rendszer kezd&pontjat az eldobds pontjdba. Ekkor becsapddas
koordinatdi: [xo, H] = [25;-25] m. A v, sebességgel elhajitott k& mozgésat leiré kinematikai
egyenletek pedig

x(t) = vot (1.20.1)
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és |
() =38’ (1.20.2)
A becsapddas pillanatdban:
Xo = Vot (1.20.3)
és |
H= —Egﬂ. (1.20.4)

Az két egyenletbdl a hajitds idejére r = 2,24 s, az eldobds sebességére pedig vo = 11,18 m/s
adodik.

(b) Az eldobott k& mindenkori sebességének komponensei

vi(t) =vo (1.20.5)

vy(t) =—gt. (1.20.6)

At =2,2 s repiilési id6t behelyettesitve a sebesség vektora v =[11,18; 22,36] m/s-nak adédik.
A becsapddas o szoge a sebességkomponensek segitségével meghatarozhat6 a

tga="2=2 (1.20.7)
Vx

egyenlet segitségével, amibdl o = 63,44° adddik.

1.21. Feladat: Egy /= 35m magas torony tetejérdl, a vizszinteshez képest o = 25°-0s szog alatt
ferdén felfelé egy labdat hajitunk el vy = 80 m/s kezd&sebességgel.

(a) Hatarozzuk meg a foldetérésig eltelt id6t!

(b) Hatdrozzuk meg a labda foldetérési helyének tdvolsagat a toronytol!

(c) Hatdrozzuk meg a labda becsapddasi sebességének nagysagat és iranyat!

Megoldas:
(a) Helyezziik a koordinata-rendszer kezd6pontjat a torony ldbdhoz. A labda x és y koordinatai
az 1d6 fiiggvényében ekkor az

x(t) = vpt cos (1.21.1)

1
y(t)=votsinoz—§gt2+h (1.21.2)

osszefiiggésekkel adhatéak meg. A repiilés teljes ideje a
1
0:votosina—§gt§+h (1.21.3)
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egyenletbdl hatdrozhaté meg. A mésodfoku egyenlet fizikailag értelmes megoldasa

to=17,67s. (1.21.4)

(b) A repiilési id6t behelyettesitve az (I”Z11l) egyenletbe megkapjuk a becsapddds tavolsagit,
ami
d = x(ty) = votycos . (1.21.5)

Behelyettesitve az értékeket d ~ 556, 1 m adddik.

(c) A becsapddis pillanatdban sebességvektor komponensei

vi(ty) = vpcosa =~ 72,5m/s (1.21.6)

vy(to) = vosina— gty ~ —42,9m/s. (1.21.7)

A sebesség nagysdga pedig az egyes komponensek segitségével szdmolhat6 ki a v =, /vi+v3
Osszefiiggéssel. Behelyettesitve a szamadatokat v ~ 84,2 m/s adédik. A becsapapddds szoge
pedig

3 =arctg 2 = -30,61°. (1.21.8)

X

1.22. Feladat: A talajrol a vizszintessel o = 30°-0s szoget bezard szogben vy = 50 m/s nagy-
sagu kezdbsebességgel kiloviink egy 1ovedéket. A 1ovedék a szemkozt 1évo fliggdleges falba

csapodik. Milyen magasan van a becsapddas helye, ha a fal d = 80 m tavolsagra van a kilovés

22

helyétdl?

Megoldas: A kinematikai alaposszefiiggéseket alkalmazva a sebesség vizszintes és fliggdleges
komponensei a
vi(t) = vocosa, (1.22.1)

vy(t) =vosina—gt. (1.22.2)

osszefliggésekkel adhatéak meg. Helyezziik koordindta-rendszer kezd6pontjét a kilovés pont-

jaba. Ekkor a 16vedék koordinatdi az id6 fiiggvényéban

x(t) =vgcosat (1.22.3)

1
y(t) = vosinar — Egt2. (1.22.4)

2014. december 8. 24


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

A lovedék repiilésének id6tartama a

d = x(ty) = votocos o, (1.22.5)
egyenlettel hatdrozhaté meg. Az emelkedési magassag pedig
h=y(ty) = votysin o — %gtg. (1.22.6)
Az (IC2X3) egyenletbdl a
t= d (1.22.7)
Vo COS v

repiilési 1d6t kifejezve €s behelyettesitve az (I"226) egyenletbe 7 ~ 29,14 m emelkedési magas-
sag adodik.

1.23. Feladat: (HN: 3C-29) A kinematikai egyenletekbdl kiindulva hatdrozzuk meg egy a viz-
szintes sikhoz képest 6 szog alatt, vy kezdGsebességgel kil6tt 16vedék roppalydjanak egyenletét

és az R I6tavolsagot!

Megoldas: Az elhajitott test gyorsuldsvektora a = (0; —g), a t = 0 kezdOpillanathoz tartozo se-
besség vektora pedig vy = (vocosf; vysind). A kinematikai alaposszefiiggéseket alkalmazva a
sebesség vizszintes komponense

Vi(t) =vocosb, (1.23.1)

mig a fiiggbleges komponense
Vy(t) = vosinf—gt. (1.23.2)

A koordinata-rendszer kezd6pontjat a hajitas pontjdba valasztva, az eldobott test r(¢) = (x(¢); y(¢))
helyvektordnak komponensei
x(t) = vot cosb, (1.23.3)

1
y(t) = vot sinf — 5gﬂ. (1.23.4)

A pélya altalanos egyenletét megkapjuk, ha a fenti két egyenletb6l (melyeket a roppalya para-
méteres egyenleteinek is nevezhetiink) kikiiszoboljiik a ¢ paramétert. Ekkor a roppdlya dltalanos

egyenlete:

x2

y(x)zxtg@—%gvgcm. (1.23.5)
Az 23T egy szaraival lefelé allo paraboldt ir le, amely dtmegy az origén. A l6tavolsagnak
megfeleld x = R koordindtdban az y emelkedési magassag zérus, vagyis a 16tavolsagot az y(x =
R) =0 egyenlet megoldasaval kaphatjuk meg:

v2
R =-%sin26. (1.23.6)
g
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1.24. Feladat: (HN: 3C-30) A ferde hajitas roppalya egyenletének differencidlasdval mutassuk

meg, hogy a maximalis 16tdvolsdgot 6 = 45° kilovési szog esetén érjiik el!

Megoldds: A hajitasi tdvolsdg mint a 6 kilovési szog fliggvénye az (I23°6) egyenlettel adott. A

fliggvénynek sz€lséértéke van, ha az elsérednii derivalt nulla, azaz

dR _

—=0. 1.24.1
a0 ( )
A differencidlas muveletét elvégezve:
12
0=2-"cos20. (1.24.2)
8

Az egyenletet megoldva, a hajitasi szogre 6 = 45° ad6dik. Egy fiiggvény szélséértéke azonban a
lokdlis maximum mellett jelenthet lokalis minimumot is. Ahhoz, hogy biztosan dllithassuk, hogy
egy fliggvény szélsdértéke lokdlis maximumnak felel meg, meg kell vizsgdlnunk a fliggvény
masodrendd derivaltjat is a kérdéses pontban.

d’R Vi .

ﬁ = —45 sin26. (1243)

42 2 2

egy lokdlis (esetiinkben globdlis) maximumot taldltunk.

1.25. Feladat: (HN: 3C-32) Hatdrozzuk meg, hogy milyen 6 kilovési szog esetén lesz egy

lovedék D 16tavolsdga egyenld a H emelkedési magassdaggal?

Megoldés: A 1ovedék y(x) roppalydja az (I"239) agyenlettel adhaté meg, a hajitas tavolsagat
pedig az (I”23.6) egyenlettel adtuk meg egy kordbbi feladatban. Az emelkedés H magassigat a

H= y(%) Osszefliggés adja meg, azaz

2
H=§tg€—%g4v£m. (1.25.1)
A feladat szovegének megfeleléen a D = H feltételbdl a
cosf = %sin@ (1.25.2)
trigonometriai egyenlet adodik. Ennek fizikailag értelmes megoldasa:
0=176°. (1.25.3)
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1.26. Feladat: (HN: 3C-38) Egy szdcske vizszintes irdnyban legfeljebb R,,,, = 1 m tavolsagra
tud elugrani. Feltételezve, hogy az elugrdshoz sziikséges id6 elhanyagolhat6, hatdrozzuk meg,
hogy vizszintes uton mekkora sebességgel halad a szécske, ha mindig a maximaélis tdvolsdgba

ugrik!

Megoldds: A vizszintes hajitds R tavolsagat egy korabbi feladatban az (I"23-6) egyenlettel adtuk
meg. A hajitdsi tdvolsdg a maximalis értékét (a roppalya szimmetria-tulajdonsagai miatt) a 6 =

45° hajitasi szog mellett veszi fel:

2

1%
0
Ryax=—

(1.26.1)

Ebbdl az ugris sebessége
Vo =/ Rnax&- (1.26.2)

A szdcske vizszintes haladési sebességét a vy sebesség vizszintes komponense asja meg. Mivel
a hajitasi szog 0 = 45°, igy
V2 [Ruug

Vy=Vo—— =

2 2

(1.26.3)
adodik.

1.27. Feladat: (HN 3C-39) Egy Iovedéket 6 kilovési szoggel 16viink ki. Hatarozzuk meg, hogy

a 1ovedék roppalydjanak tetépontja mekkora ¢ szog alatt latszik a kilovési pontbol!

Megoldés: A korabbi feladatok megolddsaibdl tekintsiik a hajitasi roppalya (233 egyenletét
és az ([CX36A) egyenlettel adott hajitdsi tdvolsdgot. A pdlya szimmetria-tulajdonsdgai miatt a

roppélya tetGpontjanak x koordindtdja
D _ % gnog (1.27.1)
x=—=—sin26. 27.
2 2g

Az ehhez tartozé y = H emelkedési magassag pedig

D 1 v
H=y(3>=§%mﬁ& (1.27.2)
Az (LX) és (CX72) egyenletek segitségével
1
tgp= Etg@ (1.27.3)

adddik a keresett szogre.
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1.28. Feladat: ** A falhoz tdmasztott L hosszisdgu 1étra folddel érintkez6 P pontjat v, dlland6
sebességgel mozgatjuk az x tengely mentés, pozitiv irdnyban. Az xy sik mer&leges a falra, az
x koordinata pedig a faltél mért tdvolsdgot méri. A P pont a ¢t = 0 id6pillanatban legyen az x
koordinatdju helyen.

(a) Adjuk meg a létra fels6 A pontjdnak sebességét és

(b) gyorsulasat az id6 fiiggvényében!

Megoldas:
(a) Az als6 pont helye az id6 fiiggvényében: xp(t) = vot +xo. Ha az A pont nem valik el a faltol,
az A pont y,(¢) koordinétdja és a P pont vizszintes xp(t) koordinataja kozott az alabbi Osszefiiggés
érvényes:

x5(1)+yi(t) = L?, (1.28.1)
ahonnan y,(t) = \/IT)CI%(Z) adja meg a legfelsd pont talajtdl mért tdvolsagit. Az A pont sebes-
ségét az (C2ZRT)) egyenletet id0 szerinti derivalasaval kaphatjuk meg:

xp(0)xp() +ya()yat) =0 (1.28.2)
Az egyenletben az A pont sebessége va(¢) = ya(t) a P pont sebessége pedig vp(t) = xp(t) = vo. A
felsé pont sebessége tehat

_xp(Oxp(®) _ (vt +x0)vo

va(t) = yat) = WD DGR

Megjegyzés: Az y(t) = \/L?>—x*(t) fiiggvény explicit idG szerinti derivdldsaval hasonl6an a fenti

(1.28.3)

végeredményhez juthatunk.

(b) Az A pont gyorsuldsat az

) 2 B) (vot+x0)2v(2)
v/ LA —(vot +x0)* + —\/m

12— (V()t +X0)2

ap(t) = iVy(f) == (1.28.4)

dr

Osszefiiggéssel szamolhatjuk ki.

1.29. Feladat: ** Egy kétdgu létra egyik szardnak alsé pontjat (az origdban) rogzitjiik, a masik
szar alsé pontjat pedig alland6 v, sebességgel vizszintesen mozgatjuk az x tengely mentén, po-
ziti irdnyba. Ennek kovetkeztében a 1étra szétnyilik. A mozg6 alsé P pont a ¢t = 0 idSpillanatban
legyen az x, koordinatdju helyen. Mekkora a 1étra felsd A pontjanak v, sebessége az i1d0 fligg-

vényében? A létra szdrai L hosszusaguak.
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Megoldas: A P pont x koordinatdja az id6 fiiggvényéban: xp(t) = vot +xo. A létra szimmetria-
tulajdonsdgai miatt az A pont mozgasanak x irdnyud vetiilete vo/2 sebességli mozgdssal irhatd
le:

xa(t) = %(vot+xo). (1.29.1)

Mlvel a létra baloldali szara nem nyulik meg:
A +yi(t)=L? (1.29.2)

ahol y(t) = , /Lz—x%(t) a fels6 pont talajtdl valé tdvolsaga. Az (IC297) egyenletet idO szerint

derivalva kapjuk a

x4 ()X (1) +ya()yat) =0 (1.29.3)
egyenletet, ahol az A pont x irdnyd sebessége v, (t) = xi(¢) = vo /2, valamint az y irdnyd sebessége
xa(Dxa(t) T (vor +x0)vg

ya(t) __\/L2—‘—11(v0t+x0)2'

vy(t) = yat) =— (1.29.4)

1.30. Feladat: ** Egy 2/ szélességii folyé az x tengely mentén helyezkedik el igy, hogy az
x tengely a foly6 gometriai kozépvonala. A folyd sebességprofilja a partvonalra merdleges y

koordinéta fiiggvényében

2
V() =vo (1—%). (1.30.1)

Az koordina-rendszer orig6jabdl (a foly6é kozepérdl) a partra merdleges iranyban, dllandé u se-
bességgel kezd el uszni egy ember.
(a) Mekkora tavolsaggal sodrddik le az Gsz6 a folyd mentén?

(b) Milyen az tisz6 mozgdsanak péalyagorbéje?

Megoldas:
(a) Az tsz6 y koordinatdja az 1d6 fliiggvényében

y=ut, (1.30.2)

igy az x tengely irdnyu sebesség az id6 fiiggvényében

2.2
v() = V(1) = vo (1 - ”1—2’) (1.30.3)

osszefiiggéssel adhaté meg. A part eléréséhez t, = [/u id§ sziikséges. Az x tengely irdnyud d

elmozdulés az x irdnyu sebességkomponens integraldsaval kapjuk meg:

t t 2t 1 2" ! 1 2"
x(t)=/0 vx(t')dt/=/0 Vo <1— B )dt'= [vot—gvo B L=v0t/—§vo . (1.30.4)
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A partra uszds alatt az Gsz6 d = x(#,) tdvolsaggal sodrédik le a folyé mentén. Rovid szdmoldssal

_21\/0

d=2=-"22 (1.30.5)
3 u

adddik.
(b) Az usz6 palydjanak paraméteres egyenletét az (L307) és (3004 egyenletek adjdk meg. A
palyagorbe altaldnos egyenletét a ¢ paraméter kikiiszobolésével hatdrozhatjuk meg.

y 1y
x(y) :Voa—gvoW (1.30.6)

* Megjegyzés: Altaldnos esetben egy gorbe egyenlete f(x,y) = 0 implicit formaban adhaté meg.

1.31. Feladat: Egy kocsi vizszintes palydn v = 30 m/s dlland6 sebességgel egyenes vonali
egyenletes mozgast végez. A mozgé kocsirdl egy 16vedéket 16nek ki ugy, hogy miutdn a kocsi
s = 80 m-t megtett, a 16vedék visszaesik a kocsira.

(a) Mennyi a repiilési id6?

(b) A kocsihoz képest mekkora relativ sebességgel €s a vizszinteshez képest mekkora szog alatt
kellett a Iovedéket kiléni?

Megoldas:
(a) A lovedék repiilési ideje

=" (131.1)
1%

Behelyettesitve a szdmadatokat 7y ~ 2,67 s adddik.
(b) A lovedéknek a kocsihoz képest csak fiiggbleges irdnyu sebessége lehetett. Mivel 7y id6

multan ismét a kocsira esett vissza a 10vedék, ¢, id6 elteltével a 16vedék y koordinatdja nulla lesz:

1
y@ﬂ:O:wm—Egj (1.31.2)

Ebbdl a 16vedék sebességének fiiggbleges komponense:

1
V=58l (1.31.3)

adodik. Behelyettesitve a szdmadatokat v, = 13,3 m/s adddik.

1.32. Feladat: Egy lovedéket v = 330 m/s vizszintes irdnyd kezd8sebességgel egy h = 80 m

magas szikla tetejérdl 16nek ki.
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(a) Mennyi ideig tart, amig a 16vedék a Fold felszinére érkezik?
(b) A szikla aljatol mekkora tavolsdgban érkezik a Foldre?

(c) Mekkora és milyen irdnyu sebességgel csapddik a talajba?

Megoldas:

(a) A lovedék fiiggbleges irdnyban egyenletesen gyorsulé mozgdst végez. A repiilés ideje

2h
fo=4/—. (1.32.1)
8
Behelyettesitve a szamadatokat #) ~ 4 s adodik.
(b) A lovedék a szikla aljatol
X=Vt (1.32.2)

tdvolsagban érkezik a Foldre. Behelyettesitve a szdmadatokat x ~ 132 m adddik.

(c) A becsapddas pillanatiaban a sebességkomponensek v, = 330 m/s, valamint v, = gfo = 40 m/s.

v=4/vi+vi~332,4m/s, (1.32.3)

a =arctg? ~ 6,9°. (1.32.4)
Vy

Igy a sebesség nagysiga

mig a becsapddds szoge

2. Feladatok kormozgas targykorébol

Keriileti sebesség

2.1. Feladat: (HN 11C-14) Egy kerék a vizszintes talajon cstiszds nélkiil v =6 m/s sebességgel
gordiil. Hatarozzuk meg a keriiletén 1€v6 részecske talajhoz viszonyitott pillanatnyi sebességét,

mikor a részcske a kerék eliilsd pontjaban van!

Megoldas: A haladé mozgéasbdl eredéen a kerék minden egyes pontja rendelkezik v, = 6 m/s
vizszintes irdnyd haladémozgassal. Ugyanakkor a keriileti pontok ugyancsak v, = 6 m/s sebes-
séggel mozognak a kerék kozéppontja koriil. Az eliilsé pont keriileti sebességének irdnya lefelé

mutat, azaz v, = —6 m/s. A részecske pillanatnyi sebességvektora tehat
V=(Vy;vy) = (6;—6)m/s. (2.1.1)

Megjegyzés: A tiszta gordiilés feltétele, hogy a kerék legalsé pontja ne mozogjon a talajhoz

képest. A legalsé pont keriileti sebessége €pp ellentétes irdnyu, de azonos nagysagi, mint a
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kerék haladé mozgdsabdl szarmazé sebessége. A két mozgés ,,0sszegének” eredménye, hogy a

kerék legals6 pontjanak sebessége z€rus a talajhoz képest.

2.2. Feladat: (HN 11C-15) Egy r sugart henger csuszas nélkiil gordiil egy fiiggdleges sikban
1év6 R sugaru korpalyajan az B. dbra szerint. Mutassuk meg, hogy a henger sajat tengelye koriili 6

elforduldsi szoge és a henger tengelyének 6 szogelmozduldsa kozott fenndll, hogy 6 = (R—r)0 /r!

5. abra.

Megoldas: Az r sugard henger kozépponja dltal sdrolt s {v hosszisdgat kétféle médon hatdroz-
hatjuk meg. Egyrészt a 0 szoget felhasznélva

s=(R-r)b, (2.2.1)
adodik, masrészt a § szog- segitségével
s=r0. (2.2.2)
A két egyenletbdl
R-r)d
5= B=DO (2.2.3)
r

adddik, ami éppen a feladat allitasa.

Szoggyorsulas

2.3. Feladat: Egy R =30 cm sugaru kerékre szijat csévéltiink. Mig a kerék f =2,0 1/s-0s
fordulatszamrol egyenletesen lassulva ledll, s = 25 m szij tekeredik le rdla.

(a) A folyamat alatt hdny fordulatot tesz mega kerék?

(b) Mekkora a kerék szoggyorsuldsa?

2014. december 8. 32


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

Megoldas: Legyen a kezdeti szogsebesség wy =27 f ~ 12,56 rad/s.

(a) A fordulatok N szama az

s
= — 2.3.1
2Rm ( )
Osszefliggéssel hatarozhaté meg. Behelyettesitve a szdmadatokat N ~ 13,26 adddik.
(b) Az N fordulat megtétele alatt a kerék
wo=41,67rad (2.3.2)

szoget fordul el. A forgésra vonatkoz6 kinematikai egyenletek segitségével felirhatjuk a min-
denkori
w(t) = wo+ft, (2.3.3)
szogsebességet €s az elfordulds
1
©(t) = wot + > Bt? (2.3.4)

szogét. A megéllas pillanataban w(r) = 0, ekkor p(#y) = o rad. A

0= wo+ Bt (2.3.5)

1
p=wol +5 Gt? (2.3.6)
egyenletrendszert megoldva a /3 és ¢ ismeretlenekre, megkaphatjuk a szoggyorsulds értékét:

2
1 wg

B= 2, ~ —1,89rad/s’. (2.3.7)

2.4. Feladat: Egy aut6 egyenletesen gyorsulva all6 helyzetbdl 15 m/s-os sebességre tesz szert
20 s alatt.

(a) Mekkora a kerék szoggyorsuldsam, ha egy kerekének sugara 1/3 m és tisztan gordiil a gyor-
sulds alatt?

(b) Hény fordulatot tett meg a kerék a folyamat alatt?

Megoldas:
(a) Az auté gyorsuldsa
Av
=— =0.75m/s>. 2.4.1
Mivel a = Rf3 (a kerék tisztdn gordiil), a szoggyorsulds értéke

[ =2,25rad/s>. (2.4.2)
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(b) A szdgelfordulds nagysdga pedig

1
=501 =450rad, (2.4.3)
amelybdl a megett fordulatok szdma
n=-"=71,6. (2.4.4)
27

Centripetalis és tangencialis gyorsulasok

2.5. Feladat: (HN: 4C-25) Egy versenyaut6 vy = 210 km/h sebességgel mozog a s =2 km
keriiletli korpalydn, majd egy teljes kort megtéve egyenletesen lassitva megall.

(a) Mekkora az auté tangencidlis gyorsuldsa?

(b) Mekkora a cenctripetdlis gyorsulds d = 1 km-rel a megallas el6tt?

(c) Mekkora ebben a pillanatban az eredd gyorsulés?

Megoldas:
(a) Az egyenletes keriileti (a, tangencidlis) gyorsulds hatdsdra a versenyaut6

Vo

||
1d6 alatt 41l meg. Ez alatt az id6 alatt a versenyaut6
1 1l %
=volo— =|a; |ty = —— 25.2
utat tesz meg. A mozgds sordn az aut6 gyorsuldsa ezért:
V2
|a,| = 2—0 ~ 0,85m/s’. (2.5.3)
s

Mivel az aut6 sebessége 0-ra csokken a mozgds sordn, a megszokott konvencidkkal a, ~ -0, 85
m/s%.

(b) Abban a pillanatban, amikor az auténak még d tavolsagot kell megtennie a megalldsig, a

2d
fo= 4/ — (2.5.4)
|at\

1d0 sziikséges. A megdllashoz sziikséges 1d6t ugy kaphatjuk meg a legegyszerlibb médon, ha

hatralévé it megtételéhez még tovabbi

a lassulds folyamatat idében visszafelé tekintjilk. Ekkor egy 4ll6 helyzetbdl, —a, gyorsulédssal
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a

R
6. abra.

mozg06 auté mozgdsat kovetjiik nyomon. A d tadvolsdg megtételéig éppen #, 1d6 sziikséges. A

versenayuté sebességét is hasonlé gondolatmenettel szdmolhatjuk ki ebben a pillanatban:
v=la|ty = 41,3 m/s. (2.5.5)

Ebben a pillanatban a centripetalis gyorsulés

v oo2m?

=R T4

~ 5,36m/s>. (2.5.6)

(c) Az eredd gyorsulds pedig

a=,/a,+a} = 5,43m/s’. (2.5.7)

2.6. Feladat: (HN:4C-26) Egy R =300 m-es dlland6 gorbiileti sugard titon haladé auté a, =—1,2
m/s? gyorsuléssal fékezni kezd. Hatdrozzuk meg az auté gyorsuldsdnak irdnyét és nagysagat ab-
ban az id6pontban, amikor sebessége v = 15 m/s. Készitsiink vézlatot a gyorsuldsvektor irdnya-

nak jelzésére!

Megoldas: A kor kdzéppontja felé mutaté centripetélis gyorsulds

2
oy = VE ~ 0,75 m/s. 2.6.1)

Az autd a, gyorsuldsa a tangencidlis gyorsulds, irdnya pedig a v sebességgel ellentétes. A tan-
gencidlis és centripetdlis gyorsulds egymdsra merdlegesek. Az ered6 gyorsulds érintd irdnyaval

bezart ¢ szogére érvényes (1asd a B. dbrat), hogy

o= |2 =1,6. (2.6.2)

Acp

Igy az ered6 gyorsulds ¢ = 58° szoget zdr be az érintdvel, nagysiga pedig

la| = \/a?+a2, =~ 2 m/s’.
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2.7. Feladat: (HN: 4C-27) A fondlra kotott labdat R = 0,3 m sugard, a talaj felett 7 = 1,2
m magasban levd, vizszintes siki korpalydn alland6 sebességgel porgetiink. A fonal hirtelen
elszakad és a labda attdl a ponttdl s =2 m tdvolsadgban ér talajt, amelyet ugy kapunk, hogy az
elszakadas pillantdban elfoglalt helyzetét fiiggolegesen a talajra vetitjiilk. Mekkora volt a labda
centripetalis gyorsuldsa, amig kormozgast végzett?

Megoldds: A kotél elszakaddsanak pillandtdban a labda vizszintes iranyu sebessége v = Rw, ahol

w a kdormozgés korfrekvencidja. A fondl elszakadédsa utdn a labda s m utat tesz meg

N

th= — 2.7.1
0= 25 ( )
1d0 alatt. Masrészt a labda fiiggbleges irdnyban 42 m magassiagbdl szabadon esik, ezért
1 gs?
h=—gt}=-—"—_. 272
280 =22k (2.7.2)

A fondl elszakadasdig kormozgas korfrekvencidja tehat

52
w=1\/3 2.7.3)

volt. Ebbdl a centripetdlis gyorsulds konnyen meghatarozhato:

de, = Rw? = 85 55 6mist. (2.7.4)
P 2hR ’

2.8. Feladat: (HN 4C-28) Egy lovedéket a vizszintes sikhoz képest 6 szog alatt v, sebességgel
16viink ki. Fejezziik ki a roppdlya tetGpontjdhoz tartozé R gorbiileti sugarat a v, 0 és g fiiggvé-

nyében!

Megoldas: A pdlya tetdpontjan a palyat érintd sebességkomponens v, = vycosf. A 16vedék cent-

ripetdlis gyorsuldsa
2
v
o= —. 2.8.1
dep = ( )

A cetripetdlis gyorsuldst a nehézségi gyorsulds biztositja, ezért a., = g. A két Osszefiiggésbdl a

gorbiileti sugér kifejezhet6:

= : (2.8.2)
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3. Feladatok a dinamika targykorébol

Newton harom torvénye

3.1. Feladat: Harom azonos m tomegli gyongyszemet fondlra fiiziink, egymastol kis tdvolsa-
gokban a fondlhoz rogzitiink, és az elhanyagolhaté tomegt fondl végét ujjunkkal fogva fiiggdle-
gesen l6gatunk a g homogén nehézségi erdtérben. Majd a 7 idOpillanattdl kezdve a gyorsuldssal

emeljiik a fondl végét. Mekkora erd ébred az egyes fonalszakaszokban?

Megoldds: Szamozzuk meg a gyongyszemeket. A legalsé legyen az 1-es, a kozépsd a 2-es, a
felsd a 3-as. A koordindtarendszer y tengelye mutasson felfele. Mindhdrom gyongyszem a gyor-
suldssal mozog felfele, igy a koordindtarendszerben pozitiv értékdi. A nehézségi gyorsulas lefele
mutat, igy negativ: —g.

Az 1-es testre a K| kotélers (az 1-es 2-es testet 0sszekot6 fonalszakaszon) hat felfele;

a 2-es testre hat a —K; kotélerd lefele (az 1-es 2-es testet 0sszekotd fonalszakaszon) és a K, ko-
télerd felfele (a 2-es 3-as testet 6sszekotd fonalszakaszon);

a 3-as testre hat a —K, kotélero lefele (az 2-es 3-as testet 6sszekot6 fonalszakaszon) és az F ko-
télerd felfele (ezt mi fejtjiik ki).

A mozgésegyenletek rendre (1-2-3 testre):

ma =K, —mg, (3.1.1)
ma=K,—K,—mg, (3.1.2)
ma=F—K,—mg. (3.1.3)

Az egyenletrendszerbdl a keresett kotélerdk:

K, =m(a+g), (3.1.4)
K> =ma+K,+mg=2m(a+g), (3.1.5)
F =ma+K,+mg=3m(a+g). (3.1.6)

Megjegyzés: Gyakorlasként altaldnositsa a feladatot kiilonb6z6 szdmu és tomegli gyongysze-

mekre!
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F
(0}
[ ) O \mg
VNSO N RN N R RN

7. abra.

3.2. Feladat: Egy mozgo kocsin rogzitett fondl végén egy m = 2 kg tomegi test 16g. A fonal
szakitasi szilardsaga F,,,, = 30 N. Mekkora egyenletes gyorsuldssal mozoghat a kocsi, hogy a

fonal még éppen el ne szakadjon?

Megoldés: Jelolje o azt a szoget, amelyet a gyorsitds alatt a kotél bezar a fliggdlegessel (1asd

a[l. abrat). Ekkor az F kotélerd vizszintes komponense gyorsitja a testet

ma = F sina, (3.2.1)
mig a fliggbleges komponens a silyerdvel tart egyensulyt

mg = F cosa. (3.2.2)

A két egyenletbdl a gyorsulds maximadlis értéke

Fn%ax
g2, (3.2.3)

Amax =

Behelyettesitve a szdmadatokat a,,, ~ 11,18 m/s> adédik.

3.3. Feladat: (HN 5B-19) Nyugalombdl indul6 test stirléddsmentesen csuszik le a vizsintessel
a = 30%-0s szoget bezard lejtdn.
(a) Hatdrozzuk meg azt a f, id6pillanatot amikor a test eléri a vy = 50 m/s-os sebességet?

(b) Mekkora s tdvolsiagba jut el ezalatt a test?

Megoldas:

(a) Az m tomegl test mozgasegyenlete

ma = mgsina, (3.3.1)
amibdl a test gyorsuldsa
a=gsina. (3.3.2)
A test sebessége az ido6 fiiggvényében
v(t) = gsinat. (3.3.3)
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FM

m

8. abra.

A 1ty id6pillanatban a test eléri a vy sebességet, azaz v(ty) = vo. A sebesség eléréséhez sziikséges
id6 pedig 7 = vy /(g sina). Behelyettesitve a szamadatokat 7, = 10 s ad6dik.
(b) A 1y 1d06 alatt megtett Gt

1
s= Egtg sin . (3.3.4)

Behelyettesitve a szamadatokat s = 250 m addédik.

3.4. Feladat: (HN: 5B-33) Az m és M = 8 kg tomeg(i hasdbokat az B. 4bran lathat6 elrendezés-
ben fonallal kotiink 0ssze. A csiga tengelysurlddasa és az érintkezd feliiletek kozotti surlodas
elhanyagolhat6.

(a) Mekkora az alsé test m tdmege, ha a testek gyorsuldsa a = 2 m/s*?

(b) Mekkora K erd fesziti a fonalat?

Megoldas:
(a) Mivel a hasdbokat 0sszekotd kotél nem nyulik meg, mindkét hasdb gyorsuldsa ugyanakkora

(14sd a B. abrat.) Az egyes hasabok mozgasegyenletei

ma=mg—K 3.4.1)
és
Ma=K. (3.4.2)
E két egyenletbdl
m= Ma =2kg (3.4.3)
g—a
adodik.
(b) A kotelet feszit6 er6 pedig
k="M ._ 16N (3.4.4)
m+M
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9. abra.

Centripetalis ero

3.5. Feladat: Egy m =70 kg tomegii piléta repiildgépével R = 1 km sugaru fliggdleges sikd pa-
lyan v = 1080 km/h egyenletes sebességgel kordz. A repiildnek dllanddan a teteje néz a korpalya

kozéppontja felé. Mekkora erével nyomja a piléta az iilést a korpalya legfelsé pontjan?

Megoldas: A korpalya legfelsdé pontjdban a pildta kdrmozgasat az mg sulyerd és a kor kozepe

felé mutatdé N tdmaszerd biztoitja:
2

me =mg+N (3.5.1)
R
Ebbdl az egyenletbdl az N tdmaszerd konnyen kifejezhetd:
12
szi—mg:56OON. (3.5.2)
A piléta az iilést ugyanekkora nagysagu, ellentétes irdnyu erdvel nyomja. (A nyomderd a pildta

sulydnak nyolcszorosa.)

3.6. Feladat: (HN 5B-20) Egy gépkocsi R = 18 m sugard, fiiggdleges sik, kor alakd dombol-
dalon mozog felfelé. A domb tetején a vezetd azt tapasztalja, hogy éppen csak érinti az iilést.
Mekkora sebességgel haladt a gépkocsi?

Megoldas: A domb tetején két erd hat a vezet6re, melyek biztositjak a vezetd korpalyan torténd
mozgésat. A kor kozepe felé mutaté mg sulyerd, valamint az iilés altal kifejtett, ellentétes irdnyu
N tdmaszer$ hatdrozzdk meg a vezetd gyorsuldsat, mely (feltéve, hogy az aut6é nem vilik el az

- N. 3 . 6. l
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Hatéresetben, amikor a vezetd éppen csak érinti az iilést, N — 0. A hatdresethez tartozo6 sebesség:

v=+/Rg~ 13,41 m/s. (3.6.2)

3.7. Feladat: (HN 5B-21) A hulldmvasiit kocsija dlland6 v = 6 m/s-os sebességgel halad at a
palya R = 6 m sugard, fliggdleges sikd részének tetdpontjan a 0. dbran ldthaté mdédon. A kocsi
és az utasok egylittes tomege m = 1350 kg.

(a) Mekkora és milyen irdnyu a kocsi gyorsuldsa a tet6ponton?

(b) Mekkora eredd er6 hat ebben a pillanatban a kocsira €s az utasokra 6sszesen?

(c) Mekkora erdvel nyomja a palya a kocsit a tetdponton?

V.

10. abra.

Megoldas:
(a) A kocsi gyorsuldsa a kor kozepe felé (azaz lefelé¢) mutato centripetdlis gyorsuldssal egyenld,

melynek nagysdga
2

a=acp=%=6m/sz. (3.7.1)

(b) A kocsira hat6 erdk ereddjét a kocsi gyorsuldsa hatdrozza meg:

F =ma., =8100 N. (3.7.2)

(c) A kocsira hat6 er6k ereddje a hullimvasit N tdmaszerejének és a kocsira hat6 stlyerének a
kiillonbsége:
F=mg—N. (3.7.3)
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Felhasznélva a centripetdlis gyorsulds a (B771) kifejezését, valamint a (3°7) egyenletet:

N =mg—ma,, =5400 N. (3.7.4)

3.8. Feladat: (HN 5B-31) Egy L hossztsagu fondllal a mennyezethez erdsitett testet a [[1l. 4bran
lathat6 médon dgy hozunk mozgdsba, hogy a test vizszintes sikd, R sugard korpalydn mozog,
mikozben a fondl a fiiggblegessel 6 szoget zar be. Fejezziik ki egy fordulat idejét az L és 6 para-

méterek fliggvényében!

NN NN

Megoldas: Jelolje K az m tomegi testre haté kotélerd nagysagat (Iasd a T2, dbrat). Mivel a
tomegpont nem mozdul el fiiggdlegesen, a sulyerd egyensulyt tart a kdtélers fiiggbleges kompo-
nensével:

Kcosf =mg, (3.8.1)

mig a vizszintes komponens a korpalyan torténd mozgashoz biztositja a sziikséges centripetalis

NN

12. abra.
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gyorsuldst:
2

Ksin6 =mv—.
R

A két egyenletbdl a tomegpont sebessége (felhaszndlva, hogy R = Lsin6)

v=1/gLsin0tg0.

Egy fordulat ideje

2Rm Lcost
== 271' .
v g

T

(3.8.2)

(3.8.3)

(3.8.4)

3.9. Feladat: (HN: 5B-32) Egy L =1,4 m hosszu fonalinga fiiggdleges sikban mozog. Amikor

az ingatest sebessége v = 2,2 m/s, akkor a fondl o = 20%-0s szoget zér be a fiigg6legessel. Hat4-

rozzuk meg ebben a pillanatban
(a) az ingatest a., centripetélis gyorsuldsat,
(b) az ingatest a, tangencidlis gyorsuldsat,

(c) afonalat feszit6 K erdt, ha az ingatest tomege m = 600 g!

Megoldas:
(a) A centripetdlis gyorsulds nagysaga:

V2

ey =7 = 3,45m/s%.

(3.9.1)

(b) A tangencidlis gyorsuldst a sulyer6 tangencidlis komponense hatdrozza meg (a kotéler6 me-

roleges a korpdlya érint6jére, ahogy azt a [3. dbra mutatja):

13. abra.

a, = gsina ~ 3,40m/s>.
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A kormozgést a K kotélerd és a sulyer6 fondlirdnyd komponense — mgcosa — kiilonbsége

biztositja. A mozgasegyenlet a radidlis komponensekre

2
mvz =K—-mgcosa. (3.9.3)
Az egyenletbdl kifejezhetd a K kotélerd:
12
K:mz+mgcosa ~7,7N. (3.9.4)

Surlodasi ero

3.10. Feladat: Vizszintes asztallapon két tégla fekszik egymdson. Minimédlisan mekkora F
erdvel kell hatni az alsé téglara, hogy az kicsisszon a fels6 aldl? A sirlodési tényezd az asztallap

és a tégla, valamint a két tégla kozott = 0,4, a két tégla 6ssztomege pedig m = 5 kg.

Megoldas: Jelolje a felsd test tomegét m;, az also test tomegét pedig m,. Ekkor m =m; +my =5
kg. Legyen ezen feliil a; a felso test, a, pedig az also test gyorsuldsa. A felso téglara Fy = um,; g
surlodasi erd hat, mellyel a tégla mozgésegyenlete:

myay = Fy) = pm g (3.10.1)
Az alsé téglara a felso tégla éltal kifejtett Fy; surlodési erd mellett, az alsé tégla €s asztallap kozott
fellépd Fy, = p(m; +m,)g surlddasi erd is hat, melyek fékezni probdljak az alsé tégla mozgésat.
Az als6 tégla mozgasegyenlete:
myay = F — pmyg — p(my +my)g = F — um; g — pumg. (3.10.2)
Az elsd egyenletbdl kifejezve az a; gyorsuldst

a; =g (3.10.3)

adoédik. amely az m; test maximalis gyorsuldsat jelenti. Ez azt jelenti, hogy a mnimalis F er6
esetén még nem valnak el, és a = a; = a, irhaté. Ezzel a masodik mozgasegyenletbe a pm,;g
helyére m,a -t helyettesitve

mya=F—mja—pu(m,+ms)g. (3.10.4)
Ezt az F er6re atrendezve a minimalis erd
F =(my+my)a+ p(my +my)g = ma+pumg =40N. (3.10.5)

Megjegyzés: A feladatmegolddsbdl latszik, hogy a kérdés megvalaszoldsdhoz csak az 0sszto-
megre volt sziikség. Kisebb vagy nagyobb er6 alkalmazédsakor az egyenletekbdl levont kovet-

keztetések modosulhatnak! Ezeknek diszkusszi6ja gyakorl6 feladat.
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3.11. Feladat: Egy aut6 az orszaguton nagy sebességgel halad. Az autégumi és az uttest felii-
lete kozott a tapadési surlodasi egyiitthaté 1 =0,9. Az R = 100 m sugard, vizszinten kanyarban

mekkora lehet a jarm{ maximélis sebessége, hogy ne sodrédjon ki?

Megoldas: A kanyarban az F tapadasi sirlodési erd biztositja az auténak a kormozgashoz sziik-

séges centripetdlis gyorsuldst:

v2

—=F 3.11.1
me ( )

A maximalis tapadasi erd F,,, = umg felsd hatart szab az auté maximalis sebességének is, mely
az alabbi egyenl6tlenséggel fejezhetd ki:
V2
mE < B = pmg. (3.11.2)

Maximadlis sebesség esetén egyenldség 4ll fenn az egyenlet két oldala kozott, ezért a maximadlis

sebesség nagysaga:
Vimax = \/ 1H&R. (3.11.3)

Behelyettesitve a szdmadatokat v,,,, = 30 m/s adédik.

3.12. Feladat: (HN 5B-43) Egy gyerek a parttol s = 12 m-re all a befagyott tavacska jegén.
Csizmdja és a jég kozotti tapadasi surlodasi egyiitthatd p=0,05. Hatdrozzuk meg azt a minimalis

1d6t, amely alatt kisétdlhat a partra, ha megcstszas nélkiil 1épked?

Megoldas: A gyerek F = umg er6vel nyomja a jeget, ezért csuszas nélkiil legfeljebb a = ug
gyorsuldsra képes. Az s it megtételéhez ezért legkevesebb

2 2
r=1/= == =6,93s (.12.1)
a \ pg

1d6 sziikséges.

3.13. Feladat: (HN 5B-44) Egy rakodérdmpan ldda nyugszik. Ha a rdmpa szoge a; = 30°-os,
akkor a ldda megcsiszik. Amennyiben a cstisz6 ldda alatt a lejtd hajldsszoge v = 20°-ra csok-
ken, akkor a 1dda mozgésa egyenletessé vélik. Hatdrozzuk meg a lejtd és a 1dda kozotti csiszasi

és tapadasi surlodési egyiitthato értékét!
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Megoldds: A feladatban jelolje ji, a tapaddsi és p., a cstszasi surloddsi egyiitthatét. Nyugalmi
helyzetben a tapadasi surlddasi erd egyensulyt tart a sulyer6 lejtdvel parhuzamos komponensé-
vel, ezért

ma =0=mgsina; —[,gCcosq;. (3.13.1)

Az egyenletbdl
e =tgay ~ 0,577 (3.13.2)

tapadasi surlddasi egyiitthat6 adodik. Egyenletes gyorsulds esetén a silyerd lejtével parhuzamos

komponense a csiszasi sturldddsi egyiitthatval tart egyensulyt:
ma =0 =mgsina,— 4.8 COSQs. (3.13.3)
Az egyenletbdl
fes = tg iy = 0,364. (3.13.4)

csuszdsi surlodasi egyiitthaté adodik.

3.14. Feladat: (HN 5B-46) Az m =5 kg-os tomeg( test lecstszik a vizszintessel o =419 sziget
bezard lejton. A test €s a lejtd kozotti csuszdsi surlddasi egyiitthatd ;o =0, 3.
(a) Hatdrozzuk meg a surl6dési erd nagysagat!

(b) Mekkora gyorsuldssal csuszik le a test?

Megoldas:
(a) A lejtdn lecsusz6 testre haté N tdmaszerd (kényszererd) egyensulyt tart a sdlyerd lejtdre

merdleges komponensével, ezért N = mgcosa. A csuszasi surlodasi er6 pedig

F,= uN = ymgcosa ~ 11,32 N. (3.14.1)

(b) A test lejtével parhuzamos mozgasat a silyerd lejtdvel parhuzamos komponense és a surl6-
dési erd hatarozzdk meg:

ma = mg sin o — (mg cos «, (3.14.2)

ahonnan a test gyorsuldsa

a=gsina—pcosa ~ 4,3 m/s’. (3.14.3)
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3.15. Feladat: (HN 5B-47) A vizszintessel o = 60°-0s szoget bezaré lejtén egy test a = g/2

gyorsulassal cstszik le. Mekkora a csusz6 surlddési egyiitthatd?

Megoldés: A lejtovel pairhuzamos mozgast leiré dinamikai egyenlet:
ma = mgsin o — (1mg cos q. (3.15.1)

Behelyettesitve a gyorsulds értékét a strlddasi egyiitthatd az aldbbi alakban fejezhet6 ki:

sina—1
= 2 (3.15.2)
cos

Behelyettesitve a szdmadatokat p ~ 0,732 adddik a surlodasi egyiitthaté értékére.

3.16. Feladat: (HN 5B-52) Egy m =4 kg tomeg( testet a [4. dbranak megfeleléen F =20 N
erdvel hiizunk (a = 30°). Mekkora a test gyorsuldsa, ha a test és talaj kozotti cstszasi sirloddsi

egyiitthat6 1y, =0,2?

O
Me | m
S SRRNNRN]
14. abra.

Megoldas: Mivel a test nem emelkedik fel a talajrdl a fiiggbleges gyorsuldsa zérus. Ezért
0=N+Fsina—mg, (3.16.1)

ahol N a testre hat6 tdmaszerd. Irjuk fel a mozgés vizszintes vetiiletére vonatkozé mozgédsegyen-
letet!
ma = F cosa—Fj, (3.16.2)

ahol F; a testre hat6 surlédési erd, melyet az N tdmaszerd segitségével hatarozhatunk meg:
F; = 1yN. (3.16.3)

Az egyenletrendszer megolddsabdl a test gyorsuldsa meghatarozhato:

_ F(cosa+ pysina)

a k8- (3.16.4)

m

Behelyettesitve a szdmadatokat a ~ 2,83 m/s? adédik.
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3.17. Feladat: (HN 5B-58) Egy gépkocsi R = 80 m sugart vizszintes korpalydn mozog. A M.
abra azt a pillanatot mutatja, amikor az auté sebessége éppen vy = 10 m/s és a gyorsuldsa a, mely
a korpélya érint6jével o = 35°-0s szoget zar be.

(a) Mekkora a gépkocsi centripetélis gyorsuldsa?

(b) Mekkora a tangencidlis gyorsulds?

(c) Mekkora utat tesz meg a gépkocsi a megalldsig, ha az érintd menti gyorsuldsa alland6?

(d) Az uttest vizszintes, azaz a kanyarban nem tilemelt padlya. Mekkora minimalis nyugalmi
surlédasi egyiitthato sziikséges ahhoz, hogy az dbran mutatott pillantban a gépkocsi ne csisszon

meg?

15. abra.

Megoldas:
(a) A centripetdlis gyorsulds az auté sebességének és a kanyar gorbiileti sugardanak segitségével

hatdrozhat6 meg:
2

Yo
= —. 3.17.1
dep = ( )
Behelyettesitve a szdmadatokat a,, = 1,25 m/s? ad6dik.
(b) Az 4bra segitségével meghatdrozhatjuk az a gyorsuldsvektor nagysagét is. Felhasznalva,

hogy az a vektor sugdr irdnyu vetiilete éppen a centripetdlis gyorsulds, az ered6 gyorsulds nagy-

sdga
a=la= 2 (3.17.2)
sina
A tangencidlis gyorsulds pedig az
a,=acosa = —L (3.17.3)
tga

osszefiiggéssel hatdrozhaté meg. Behelyettesitve a szdmadatokat @, ~ 1,79 m/s? adédik.
(c) Amennyiben a kocsi lassul, de a tangencidlis gyorsuldsa dllando, a kocsi megdllasdig megtett

ut meghatdrozhat6 az aldbbi 0sszefiiggésbol:

1
s:mm—imﬁ, (3.17.4)
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ahol 1) = vo/a, a megalldsig eltelt id6. Behelyettesitve a szdmadatokat s ~ 27,9 m adddik a
megéllasig megtett Ut hosszara.

(d) A dinamika alapegyenlete szerint
ma = F; = umg, (3.17.5)

amelybsl a minimadlis surlédasi egyiitthaté, mely mellett a kocsi még épp nem cstiszik meg,
w~0,218.

3.18. Feladat: * A vizszintes asztalon m tomeg( test nyugszik. A test €s az asztallap kozotti
surlodasi egyiitthatd p. (A tapadési és csuszdsi surlddési egyiitthatd legyen azonos.) A testre a
t = 0 id6pillanattol kezdve F(t) = fyt erdvel hatunk.

(a) Mi az f egyiitthaté mértékegysége?

(b) Mikor indul el a test?

(c) Mekkora lesz a test sebessége a t idGpillanatban?

Megoldas:

(a) Az fy egyiitthaté mértékegysége N/s, mivel id6 dimenzi6ji mennyiséggel megszorozva erd
dimenzidji mennyiséget kell, hogy kapjunk.

(b) A test abban a £, pillanatban indul el, amikor a r4 hat6 er6 eléri a tapaddsi er6 maximumat,

azaz F(ty) = foto = pmg, ahonnan

Hmg
fo=——. (3.18.1)
" h
(c) A test mozgésegyenlete a megmozdulds pillanatdt kovetd ¢ > 1, iddintervallumban:
ma = fot — umg (3.18.2)
Az egyenletbdl kifejezhetjiik a gyorsulast az id6 fliggvényében:
a(t) = Et—ug. (3.18.3)
m
A sebességet a gyorsulds 1d0 szerinti integraldsdval hatarozhatjuk meg:
t t 1 1 2 )
W(t) = /a(t’) dt'/ Joy_ g )ar = 1002 ygry LIEME” (3.18.4)
m 2m 2 fo
I0) 1)
Tehat a test sebessége:
() { haz 1= fo (3.18.5)
VD=9 11 LiPmg ' o
motz—ugwi% ha: t > 1
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3.19. Feladat: Egy fiiggdleges tengelyi korong w, szogsebességgel forog. A korong kézepétdl
R tavolsdgban m tomegii test helyezkedik el. A korong és a test kozott p tapadési surlodasi
egyiitthatd van. A korong egyenletes lassuldsba kezd. Legaldbb mekkora legyen a tapadasi
surlddasi egyiitthatd, hogy a test ne cstisszon meg?

Megoldas: A korong szogsebessége az
w(t) = wo— Pt (3.19.1)
fliggvény szerint valtozik. Ezért a korongon 1év6 test centripetdlis gyorsuldsa
dcp = Rw(t)” = R(wy—Bt)*. (3.19.2)

A test tangencidlis gyorsuldsa pedig
a, =Rp. (3.19.3)

a=,/al,+aj, (3.19.4)

melyet a tapaddsi erd biztosit a test szdmdra. A tapadas feltétele, hogy

pmg > ma=m, /a2, +a;. (3.19.5)

A tapadasi surlodési egyiitthat6 ezért:

o> VR@= Pt +RE)?
B 8

A test eredd gyorsuldsa

(3.19.6)

A legnagyobb tapadds a lassulds kezdeti pillanatdban sziikséges, ezért a minimadlis tapadasi

1
Vet B (3.19.7)

8

egyiitthato

Hmin = R

3.20. Feladat: Egy w, =6 1/s szogsebességli, R = 0,2 m sugaru fliggdleges tengelyi korong
peremén van egy m tomegfi test. A korong 3 =2 1/s* szoggyorsuldssal lassul, majd megall.

(a) Mennyi id6 alatt allt meg?

(b) Mennyi volt a korong szogelforduldsa?

(c) Mennyi utat tett meg az m tomegd test?

(d) Legalabb mekkora p surlodési egyiitthaté kell, hogy legyen a korong és az m tomegd test

kozott, hogy a test ne csusszon le a korongrél?

2014. december 8. 50


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

Megoldas:
(a) Az
wo = Pt (3.20.1)

Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy a megallds ideje t = 3 s.

(b) Ezalatt a ¢ szdgelfordulds
1
@ = wot — Eﬂﬁ =9rad. (3.20.2)

(c) A megtett ut
s=Rp=1,8m. (3.20.3)

(d) A test gyorsuldsa az a, = R tangencidlis és az a., = Rw? centripetalis gyorsuldsbdl dll. Ez
utobbi a kezdeti idopontban a legnagyobb, igy a maximalis suirlodési egyiitthatd kiszdmolasasnal

ezzel az értékkel kell szamolni. Az eredd gyorsulds nagysaga:

a=/a+a2, = /RO + R, (3.20.4)

A testet a stirl6dési er6 mozgatja, igy

ma = pumg, (3.20.5)

amelybe behelyettesitve kapjuk:

1
1= —/RB2+R2w*=0,72. (3.20.6)
g

3.21. Feladat: Tuskot helyeziink allohelyzetbdl felgyorsul6 vizszintes forgdasztalra tengelyétdl
10 cm tavolsdgban. A forgdasztal 2/3 s alatt éri el a 2 rad/s szogsebességet és ekkor a tuskd

csuszni kezd. Mekkora a tapaddsi surlédasi er$ a tuské €s az asztal kozott?

Megoldas: A tuské szoggyorsuldsa

B:%:?)rad/sZ, (3.21.1)

a kertileti sebessége
v=Rw=0,2m/s. (3.21.2)

A test eredd gyorsuldsa a centripetdlis és tangencidlis gyorsuldsokbdl tevédik ossze:
a=./a,+ta} =/ R*w*+R* (3. (3.21.3)
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Ezt a gyorsuldst a pumg tapadasi surddasi erd biztositja:
pmg =ma=\/al,+at =my\/R*w*+R> 3. (3.21.4)
Innen a tapadasi surlédési egyiitthato:

1
1= —/Rw*+R232=0,05. (3.21.5)
g

3.22. Feladat: A [A. 4bran két, egyenként m = 40 kg tomegi test van Osszekapcsolva. A
surlodasi egyiitthaté mindkét testre 4 = 0, 15. Hatdrozzuk meg a testek gyorsuldsat és a fondlban
ébredd K kotélerdt!

30°

16. abra.

Megoldés: Jelolje a a testek gyorsuldsat. (Mivel a kotél nem nyulik meg, mindkét test azonos

gyorsuldssal mozog) A balodali test mozgdsegyenlete
ma = K — umg, (3.22.1)
mig a lejtdn fekvd test mozgdsegyenlete
ma =mgsina—K — umgcos o (3.22.2)
A két egyenletbdl meghatdrozhato a testek gyorsuldsa:
I .
a= E(gsma—ug—ugcosa). (3.22.3)
Behelyettesitve a szamadatokat a ~ 1,1 m/s? adodik. A kotélerdt a (B22-1) egyenlet segitségével

hatarozhatjuk meg:

o
K=ma+pumg = e ,u2 ucosamg. (3.22.4)

Behelyettesitve a szdmadatokat K ~ 104 N adodik.
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25°

17. abra.

3.23. Feladat: A vizszintessel o = 25%-0s szoget bezér6 lejtén nyugalmi helyzetbdl indulva
my = 30 kg tomeg( testet a 4. dbran lathaté médon mp = 20 kg tomeg( test huz felfelé. A
surlédasi egyiitthatd ;= 0, 2.

(a) Szamoljuk ki a testek gyorsulasat!

(b) Szamoljuk ki a testek altal 7, = 2 s alatt megtett utat!

Megoldas:

(a) Jeldlje K a kotélet feszitd erdt és a a testek gyorsulasét. A testek mozgdsegyenlete:

maa = K—myugsina— pumygcos o (3.23.1)

mpa =mpg—K. (3.23.2)
E két egyenletbdl a gyorsulés kifejezhetd:

Mmp—my SIN Q¢ — (414 COS (¢
a= "B A Hmatose (3.23.3)
my+mp

Behelyettesitve a szdmadatokat a ~ 0,0376 m/s* adédik.
(b) A testek altal megtett 1t ¢, id6 alatt, amennyiben a testek nyugalmi helyzetbdl indulnak:

1
5= 5azg. (3.23.4)

Behelyettesitve a szamadatokat s ~ 7,5 cm adddik.

3.24. Feladat: Az o hajlasszogi lejtén a gyorsuldssal lefele csuszik a k direkciderejii rugdval
Osszekotott my €s m, tomegi testekbdl allé rendszer, mégpedig ugy, hogy az m; megy el6l. A
lejtd és a testek kozotti surlédési tényezd rendre fiy €s fis.

(a) Fejezziik ki a rendszer gyorsuldsat.

(b) Mekkora a rugé megnyulasa?
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Megoldas: Jelolje F, az ebred6 rugder6t. Legyen a koordinatarendszer x tengelye lejtdirdnyd.

(a) E koordindtarendszer irdnyitas mellett két test mozgédsegyenlete sorban

mia=mgsina—pymygcosa—F, (3.24.1)
és
mMora = myg Sina— fipmpg cosa+ F. (3.24.2)
A két egyenletbdl a
4o (my +my)gsina—(pym;g cos a+ fipm, g COS (v) . (3.24.3)
my+my
gyorsulds adodik.
(b) A gyorsulds visszahelyettesitésével a kapott rugderd
F.=(up— 1) m gcosa. (3.24.4)
my+my
Ezzel a rugdé megnyuldsa
F. 1
Al=2 =~ (=) 226 cosan. (3.24.5)
k k mi+ny

Lathat6, hogy ha i, > py, akkor a rugd megnyulik, mert A/ > 0; ellenkezd esetben Gsszenyo-

modik. Ha a kettd egyenl6 egymadssal, akkor a megnyulds zérus.

Kozegellenallasi erok

3.25. Feladat: Az R sugart vasgolyé vizben siillyed. Ismeretes, hogy hosszabb 1dd elteltével
kozegben a testek dlland6 sebességgel esnek. Sebességgel aranyos kozegellendllast feltételezve
mekkora lesz a vasgoly6 v végsebessége? Az ardnyossdgi tényezd legyen: ¢ = 6mnR (Stokes-
féle ellendllds; kis sebességek eseteire), ahol 1 a kozeg viszkozitdsa, R a kozegben mozgé golyo

sugara.

Megoldas: Jelolje or, a vas, mig op,0 a viz sliriségét. A koordindtatengely mutasson lefele! (Ez

a pozitiv irdny.) A testre harom erd hat. Az

AR
mg = QFeTg

nehézségi erd, amely most pozitiv; a pillanatnyi sebességgel ellentétes kozegellenallds, amely —

mivel a test siillyed, tehat v pozitiv —, azért a kozegellenallasi er6 negativ:
—cv =—6TnRv;

2014. december 8. 54


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

valamint a felhajt6 erd, amely felfele mutat

AR
—QHong;

igy most negativ. Mivel azt az esetet vizsgaljuk, amikor a test mar 4dlland6 sebességgel siillyed,

igy tudjuk, hogy a testre hato erdk ereddje zérus. Felirhatjuk tehat a kovetkez6 egyenletet

R3m AR

g_67”7RV_QH20—3 g, (3.25.1)

O=QF@

amelybdl a kérdezett v sebesség
2

v =(0re = 0m0) g -8 (3.25.2)
n
Megjegyzés: Ez a szdmolés az alapja annak a médszernek, amellyel a folyadékok viszkozitdsat

meg lehet hatarozni.

3.26. Feladat: Az m tomeg( goly6 leveg6ben esik a homogén nehézségi erdtérben. A golyora
a sebesség négyzetével ardnyos kozegellendllds hat. (Az ardnyossagi tényez6t jeloljik ¢’-vel.)

Mekkora a goly6 végsebessége? (A felhajtéer6tdl tekintsiink el.)

Megoldas: Amikor a test eléri végsebességét, akkor a rdhatd erdk ereddje zérus, igy — lefele

mutaté koordindtatengely irdnyitast véve — a
0=mg—c'v? (3.26.1)

Osszefliggés irhat6 fel. Ebbdl a végsebesség

V=4 —. (3.26.2)

3.27. Feladat: ** Az m tomeg( testet a koordinatarendszer origdjabdl v, sebességgel a viz-
szinteshez képest o szoggel elhajitunk a homogén nehézségi erdtérben. A testre az Fy = —cv
sebességgel ardnyos kozegellendllds is hat, ahol ¢ konstans ardnyossagi tényezd.)

(a) Irjuk fel a mozgdsegyenletet!

(b) Hatdrozzuk meg a sebességkomponensek idébeli valtozasat!

(c) Hatarozzuk meg a test helyét, mint az id6 fiiggvényét!

(d) Hatdrozzuk meg a pdlya alakjat!
Megoldas: Amennyiben az y tengely pozitiv irdnya felfelé mutat, a nehézségi gyorsulds vektora
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a g = (0,—g) alakban adhat6 meg. A gyorsulds és sebesség vektorok pedig rendre a = (ay,a,) és
v = (vy,vy) alakiak. A 7y =0 idOpillanatban a kezdeti sebességkoponensek vy, = v cos a valamint
voy = vosina. Mivel a koordinata-rendszer origdjat a hajitas helyére tessziik, a kezdeti pozicio
koordinatdit jeloljék xo =0 és yo = 0.

(a) Az elhajitott testre két er6 hat, az mg silyerd valamint a —cv kozegellendllasi erd. A dina-

mika alaptorvénye (Newton II. axidmadja) szerint a test mozgasegyenlete
ma=mg—cv. (3.27.1)

Irjuk fel az a vektor x és y komponenseire vonatkoz skaldregyenleteket. Felhaszndlva, hogy

ax:%ésay:%,az
dv,
= =—cv, 3.27.2
ma,=m o cv ( )
és q
ma, = m% =—mg—cvy (3.27.3)
egyenleteket kapjuk.

(b) A BXI2) ¢és [BXI3) egyenletek egymadstol fliggetlenek (azaz nem csatolt
differencidlegyenlet-rendszert irnak le), aminek koszonhetGen szeparalt egyenleteket ka-
punk a mozgas x és y vetiiletére. A (B22X7J) egyenletben szepardlva a valtozokat €s id6 szerint

integrdlva az egyenletet:

Vx

t
/ dv__¢ / dr'. (3.27.4)
Vs m

Vox 1=0

Az integrildsok elvégzése utan

U
m2® ¢, (3.27.5)
Vox m
adddik, ahonnan a sebesség x komponense
INOERWRTS (3.27.6)

Hasonlé médon a (B2773) egyenletben is szeparaljuk az integréldsi valtozokat:

Vy d t
m / o / dr'. (3.27.7)
v, MEHCVy =0

m. mg+cvy(t)
—In—=— 2" =

Az integrélds elvégzésével az

(3.27.8)
¢ mg+cvy
Osszefliggéshez jutunk, melybdl az y irdnyu sebességkomponens
+ ;e
py(r) = 8T i T8 (3.27.9)

c
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Megjegyzés: Belathatd, hogy a ¢ — 0 hatdresetben a megolddsok a ferde hajitdsra érvényes
V(1) = v, illetve vy (t) = vy, — gt megoldasokba tartanak. Ennek igazoldsat az olvasora bizzuk.

(c) A test helykoordanatdit a sebesség 1d6 szerinti integraldsaval szamolhatjuk ki, azaz

t

C 4! C 4/ t C
x(t) = / voxe ' dt’ = [—ﬂv@ce‘%‘] = Tva(l—e‘%’) (3.27.10)
C

to=0

t

= [ (PO i 1) gy o [ BT g TS,
C C C c c =0
tp=0
+ ) C
_ MmmgTCvoy <l—e_ﬁt—@l). (3.27.11)

c c c
Megjegyzés: Belathatd, hogy a ¢ — 0 hatdresetben a megolddsok a ferde hajitdsra érvényes
x(t) = vout illetve y(t) = vout — % gt? megoldasokhoz tartanak. Ezeknek igazoldsat az olvaséra biz-
zuk.

7z

(d) A palyagorbe alakjat megkapjuk, ha a (BZ2710) egyenletbdl kikiiszoboljiik a ¢ idovaltozot:

t=-"1In (1— < ) . (3.27.12)
C mvoy
Ezt behelyettesitve a (B322711) egyenletbe
+ 2
o= TET B By, (1— X ) (3.27.13)
CVox C mvoy

adodik. Ezt a palydjat ballisztikus palydnak nevezik. Megjegyzés: Beldthatd, hogy a ¢ — 0
hatdresetben a megoldds egy parabola pilya. Masfeldl a logaritmus fiiggvény argumentumét

megvizsgalva l4thatd, hogy a

1> = (3.27.14)
mvox
relacionak fenn kell allnia. Innen kovetkezik, hogy
x < 1o (3.27.15)
c

azaz ennél az x tdvolsdgndl soha nem megy messzebb a test.

3.28. Feladat: ** Az m tomeg testet 7 magassigban elejtjiik. A testre az F; = —cv sebességgel
aranyos kozegellendllds is hat. (A ¢ konstans ardnyosségi tényezd.)
(a) Irjuk fel a mozgdsegyenletet!

(b) Hatdarozzuk meg a sebességének idGbeli véltozasat!
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(c) Hatarozzuk meg a test helyét, mint az id6 fiiggvényét!

Megoldas: Amennyiben a fiiggdleges tengely pozitiv irdnya felfelé mutat, a nehézségi gyorsu-
l4s a negativ irdnyba gyorsitja az elejtett testet, melyre két er§ hat, az mg stlyerd valamint a

—cv kozegellendllasi erd. A dinamika alaptorvénye (Newton II. axiomdja) szerint a test mozgés-

egyenlete
ma=—mg—cv. (3.28.1)
Felhasznélva, hogy a = %, az
ma=md—v =—mg—cv (3.28.2)
dt
egyenletet kapjuk.
(a) Szepardljuk a (B287) egyenletben az integralasi véaltozokat, majd végezziik el az integralds
miveletét: b g .
m/ 4 =—/ dr'. (3.28.3)
o mg+cv 10=0
Az integrélds elvégzésével az
MMt _ (3.28.4)
c mg

Osszefliggéshez jutunk, melybdl a sebesség kifejezhetd:

mg

Wr) = nge_%,_ (3.28.5)

(b) A test helykoordinatdjit a sebesség id6 szerinti integraldsdval szamolhatjuk ki, azaz

t

c c c c c l=0
to=0
_mmg (1—ei') - mg, (3.28.6)

c C C

4. Feladatok munkavégzés és konzervativ eroterek targyko-
rébol. Munkatétel

Munkavégzés, teljesitmény

4.1. Feladat: (HN 6B-8) Egy rigét nyugalmi dllapotbdl 4 J munka ardn 10 cm-rel nydjthatunk
meg. Mekkora munkavégzés sziikséges tovabbi 10 cm-rel val6 megnytjtasahoz, ha a Hooke-

torvény mindvégig érvényben marad?
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Megoldas: Két megnyulds van. Az elsé Al =1, -1y =10 cm, amelyre felirhat6, hogy

1
W= z/<(A1)2. 4.1.1)
Innen a k rugéallando értéke kifejezhetd
2W
k= = 800 N/m. 4.1.2
Al m ( )

A tovébbi [, = 10 cm nyujtashoz sziikséges munkavégzés

1 1
AW = Ek(zz +Al)? - 5k(Al)2 =127J. (4.1.3)

4.2. Feladat: (HN 6B-10) Egy rugé altal kifejtett eré a Hooke-térvény helyett az F = —kx®
torvény szerint valtozik, ahol k = 200 N/m3. Mennyi munkat végziink, mig 0,1 m-rdl 0,3 m-re

nyujtjuk?

Megoldas: A rugé végét F’'(x) = kx> erSvel kell hiznunk, igy a munka definicija alapjan az

altalunk végzett munka:

X2 x2=0,3 1 x=0,3
W = / F'(x)dx = / kx® dx = {ka“] =0,4) 4.2.1)
X1 X

1=0,1 x1=0,1

integréllal szamolhat6 ki.

4.3. Feladat: (HN 6B-27) * A 200 N silyd gyerek nyugalmi helyzetben 1év6, 3 m-es ko-
teld hintdn iil. A gyerek baratja hiizza oldalra, hogy a hinta kotele 36°-0s szdget alkosson a
fliggdlegessel. Hatarozzuk meg mekkora munkara volt ehhez sziikség! A feladatot a munka de-

finici6janak felhaszndldsaval oldja meg!

Megoldas: Jelolje K a kotélerdt, o a kotél fiiggblegessel bezart szogét, m a gyerek tomegét. Elsod
1épésként azt a szogfiliggd erdt kell meghatdrozni, amellyel a barétja F' er6vel vizszintes irdnyban
hizza. Mivel egyensulyi dllapotokon keresztiili mozgdsrdl van sz6 az erdkre felirhatjuk, hogy a
fliggbleges komponensekre

Kcosa=mg, 4.3.1)

a vizszintes komponensekre
Ksina =F. (4.3.2)
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Innen az F er6:
F =mgtga. 4.3.3)

A vizszintes irdnyud elmozdulés két sz6ghoz o +da és az a szogekhez tartozé tartozé x koordi-
natak kiillonbsége, azaz
dx =/sin(a+da)—Isina =/cosa-da, 4.3.4)

ahol felhaszndltuk, hogy kis szogekre érvényesek a

cos(da) =1, (4.3.5)
sin(da) = do (4.3.6)
kozelitések. Az elemi munka kifejezése
dW =mgtga-lcosa-da=mglsina-da. (4.3.7)
amellyel a teljes végzett munka:
W:/amglsina-da:mgl(l—cosa). (4.3.8)
0

4.4. Feladat: (HN 6B-39) Egy 48 km/h sebességgel egyenletesen haladé gépkocsira a 1égellen-

allas 900 N erdvel hat. Mekkora teljesitménnyel dolgozik a motor a 1égellenéllas lekiizdésére?

Megoldas: A teljesitmény

dw
P=— 44.1
o (44.1)
ahol a dW elemi munka
dW =Fdr. (4.4.2)
Ezt behelyettesitve a teljesitmény
dr
P= FE =Fv=12000W. (4.4.3)

4.5. Feladat: (HN 6C-57) Egy testet a koordinatarendszer orig6jabol egyenes vonalban dllandé
F = fix+ £y (fi =2N; f> =4N) erével az r = s;X+ 5,y (s; = 1lm; s, = 5m) helyre visziink. (Az
egyenesvonali egyenletes mozgds fenntartidsdhoz természetesen egyéb kényszererdk is fellép-
nek.) Hatarozzuk meg az F erd munkajat

(a) kozvetleniil az FAr skalaris szorzattal,
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(b) az |F||Ar|cosf szorzattal!

Megoldas:

(a) A munkat a skalaris szorzattal szamolva
W=f151+f2S2=22J (451)

adodik.
(b) Az erd nagysaga |F| = +/fi+f7 = V20 N, mig az elmozdulds nagysdga |Ar| = /s}+s3 =
V26 m. A két vektor altal bezart szog

FAr 22
[F[[Ar] /20126

A kiszamolt értékeket osszeszorozva W = |F||Ar|cosf =22 J.

(4.5.2)

cosf =

4.6. Feladat: (HN 6C-58) Egy fid a my = 3 kg tomegt, [y = 2 m hosszdsigu hajlékony ldncot
egyik végénél fogva ligy tartja, hogy a masik vége éppen a leér a foldre.

(a) Hatarozzuk meg, hogy miként véltozik a gyerek 4ltal kifejtett erd, ha a lancot egyenletes
sebességgel s tdvolsaggal lejjebb ereszti!

(b) AW =) F;,As; 6sszegzés vagy a W = f Fds integrdl felhasznalasdval szdmitsuk ki azt a

munkat, amit a gyerek végez, mig a teljes lancot a foldre ereszti!

Megoldas:
(a) Jelolje A\ = ’;’—00 a hosszegységenkénti tomeget. Az s tdvolsdggal lejjebb eresztett lanc azon

részének tomege, amelyet még tartani kell:

m(s)=m0—)\s=m0—nlﬂs. (4.6.1)
0

Az ehhez sziikséges erd:

F(s)= (mo—”lﬂs> g, (4.6.2)

0
amely felfele mutat.
(b) () A gyerek altal végzett munka a gorbe alatti teriilet kiszdmoldsaval. Mivel az F(s) er6
az s tavolsag linedris fiiggvénye, igy az F(s) egyenes, valamint az x és az y tengely 4ltal hatarolt
derékszogli haromszog teriiletét kell kiszamolni. A haromszog alapja [y, a magassdga F(s =0) =
moyg, igy a teriilet %moglo. Figyelembe véve, hogy az elmozdulds a hat6 er6vel ellentétes eldjeld

a végzett munka:
1
W= —Emoglo. (463)

2014. december 8. 61


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

(8) A gyerek dltal végzett munka integrallal:

lo lo my 1
W= —/ F(s)ds = —/ my——s | gds = ——=mogly. (4.6.4)
0 0 lo 2

4.7. Feladat: (HN 6C-59) * A [[8. &dbran lathat6 surléddsmentes félhenger aljardl a tetejére
hizunk fel egy m tomegii testet a henger tetején atvetett kotél segitségével.

(a) Hatarozzuk meg a kotélerdt a hely fiiggvényében!

(b) Az [Fds integral segitségével hatdrozzuk meg azt a munkdt, ami a testnek a henger aljdrdl

a tetejéig valo egyenletes sebességii felhizasdhoz sziikséges! A henger sugara R.

F

=5

18. abra.

Megoldas:
(a) Jeldlje ¢ a tomegponthoz huzott sugar és az x tengely dltal bezart szoget. Az mg sulyerd
mindig y irdnyu, az ébred6 N tamaszerd kifele mutaté radidlis irdnyd, a K kotélerd érintd irdnyd.

Igy v sebességli mozgatds esetén a radidlis komponensekre az

2
ma, =m% =mgsinp—N, 4.7.1)
mig az erintd irdnyd komponensekre az
ma, = K—mgcosy 4.7.2)

Osszefliggések allnak fenn.
(o) Amennyiben a v sebesség allando, azaz az a, tangencialis gyorsulds z€rus, igy az utobbi
egyenletbdl a kotélerd:

K(p)=mgcosp. (4.7.3)

(8) Ha a tangencidlis gyorsulds nem zérus a = % %0, ugy a kotélerd

d
K(p) =mgcosp+ma, = mgcosg0+md—: (4.7.4)
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(b) Az elmozdulas a henger feliiletén (a keresztmetszetet tekintve a kor keriiletén) lehetséges,
amely kis dp szog esetén
ds = Rdy. 4.7.5)

A végzett munkdt a W = [ Fyds definici6 alapjdn szdmoljuk.

(a)) Abban az esetben amikor egyenletes mozgast feltételiink a

90° 90°
W = / K(p)Rdp = / mgRcos pdp = mgR, (4.7.6)
0 0

integrél adja. Ez az eredmény varhat6 volt, hiszen ez a helyzeti energia megvaltozasat adja.
() Ha figyelembe vessziik, hogy a sebesség nem feltétleniil dllandd, akkor a végzett munka a

(B"4) mésodik tagjanak integraltjaval

dv
W' = —d 4.7.7
/ mds 4.7.7)
tobb. Mivel ds = vdt, igy
2o V2 1 1
w’ :/t1 md_‘t)th = /v1 mydy = Emvé—imﬁ, (4.7.8)

ahol #; a kezdeti, t, a végs6 idSpont, mig v, a kezd6-, v, a végsebesség. gy az osszes végzett

munka a nem egyenletes sebességii esetben

1 1
W =mgR+ Emvg - Emv% 4.7.9)

4.8. Feladat: (HN 6C-73) * A 4 kg tomeg(, nyugalomban 1évd testet a rd haté véltozo erd
az x = 2t —3t> + 13 fiiggvény szerint mozgat. (Az x-et méterben, a ¢-t masodpercben mérjiik.)

Hat4rozzuk meg, hogy mekkora munkat végez ez az erd a mozgds elsé harom méisodpercében!
Megoldas: A test sebessége, mint az ido fliggvénye:
d
v(r) = d—’: =2-6t+31%. (4.8.1)

A 3. masodpercben a sebesség v(3s) = 11 m/s. A végzett munka — figyelembe véve, hogy a test

nyugalombdl indult —
1
W = Emvz =2427. (4.8.2)
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4.9. Feladat: (HN 6C-75) Az m tomeg(i test a nehézségi erd hatdsira szabadon esik. Mutassuk
meg, hogy & tavolsdg megtétele alatt a nehézségi erd dtlagos teljesitménye: Py = m+/g3h/2!
Megoldds: Az esd test sebessége v = gt, kinetikus energidja

1 1
E = Emv2 = Emgztz. (4.9.1)

A h magassigbdl torténd eséshez tartoz6 id6 r = /2h/g. A teljesitmény — a behelyettesitések

E g3h
P===m/". 492
S =m (4.9.2)

elvégzése utan —

Ez igazolja a feladat allitasat.

Munkatétel

4.10. Feladat: (HN 6B-23) A [9. dbra szerint 2 kg-os testet vizszintes 27 N nagysagu erével
tolunk fel egy 20°-o0s lejtdn. A csiszasi stirloddsi egyiitthat a lejts és a test kdzott 0,180.

(a) Mekkora a test gyorsuldsa?

(b) Hatarozzuk meg a kinematikai egyenletek felhaszndldsaval a nyugalombdl indulé test sebes-
ségét abban a pillanatban, amikor 3 m-t tett meg a lejton felfelé!

(c) Valaszoljunk a (b) kérdésre a munkatétel alkalmazdsaval!

19. abra.

Megoldas: Jelolések: m =2 kg; F =27 N; a20° és 11 =0, 180.
(a) A mozgésegyenletek felirdsdhoz bontsuk fel az F er6t lejtdirdnyd, felfele mutatd (F cos )
és lejtére merdSlegesen lefele mutatd (F sin ) komponensekre. A felfele mozduldst pozitiv el6-

jeltinek tekintve a lejt6 irdnyd mozgésegyenlet

ma =F cosa—mgsina—uN. (4.10.1)
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A N tamaszerd a

0=N-mgcosa—Fsina
egyenletbdl fejezhets ki. A két egyenletbdl a gyorsulds

_ F(cosa—pusina)

a
m

(b) Az s it megtétele utdni sebesség

v=1v2sa=6,36m/s.

(c) A testre hatd lejtéiranyu (felfele mutatd) eredd erd
F' = F(cosa— pusina)—mgsin o — pimg cos a,

amelynek munkdja valtoztatja meg a test mozgdsi energidjat

Emv2 =F's = (F(cosa— pusin o) —mgsin o — umg cos o) s.

Innen a v sebesség
v==6,36m/s.

—gsina—pugcosa =6,74m/s>.

(4.10.2)

(4.10.3)

(4.10.4)

(4.10.5)

(4.10.6)

(4.10.7)

4.11. Feladat: (HN 6B-28) A 0. &dbrdn lathaté ember nyugalmi helyzetbdl indulva 2,4 m
tavolsdgra huz el egy 23 kg-os l1ddat az érdes (1 = 0,5) padlon. A lada végsebessége 0,6 m/s. A

munkatétel alkalmazdsdval hatdrozzuk meg, hogy mekkora dllandé er6t fejtett ki az ember?

20. abra.

Megoldas: A testre hat6 er6 — ez végzi a gyorsitdst — vizszintes komponense:

Fcosa—uN,
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ahol N az asztaltdl a testre hatd tamaszers:

N =mg—Fsina. 4.11.2)
A munkatétel szerint: | |
Emv§ —~ Emv% =W, (4.11.3)

ahol W a testen végzett munka, v, a kezdeti, v, végsebesség. A munka kifejezése most
W = (F cosa—puN)s, 4.11.4)

ahol az s = 2,4 m a megtett tt. Figyelembe véve, hogy v, =0, a fenti kifejezésekbdl a hatderdre

umgs + %mv%

F = -
s(cos a4+ 1 sin )

= 104,6N 4.11.5)

adodik.

4.12. Feladat: (HN 8B-29) Egy 5 g tomegli 700 m/s sebességli golyd behatol egy rogzitett
fakockéba és megall benne. Tegyiik fel, hogy a fakocka 8 - 10* N nagysagu 4llandé erdt fejt ki a
golydra, mig az meg nem 4ll. Hatdrozzuk meg

(a) mennyi id6 alatt 41l meg a goly6?

(b) milyen mélyen hatol be a faba?

(c) mennyi munkat végez a fakocka, amig a goly6 meg nem all?

(d) mennyivel valtozik meg a goly6 mozgasi energidja?

Megoldas: A koordinatarendszer tengelye mutasson balrdl jobbra. Jeloljiik az adatokat: m =5 g;
vo = 700 m/s (tételezziik fel, hogy a golyé balrdl jobbra halad) és igy F =—8-10° N.

(a) El6szor a goly6 gyorsuldsit szamoljuk, amely

F
a=—=-1,6-10m/s%. (4.12.1)
m
A megillasig eltelt id6 a v(r) = 0 = at + v, 0sszefiiggésbol

t=22-4375.107%s. 4.12.2)

—-a
(b) A kiszdmolt adatok felhasznéldsaval a megtett ut
1
s:vot+§at =0,153m. (4.12.3)
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(c) A fakocka altal végzett munka

W=F.s=-1225]. (4.12.4)

(d) A golyo kinetikus energidjanak megvaltozasa

AE, =W =-1225]. (4.12.5)

4.13. Feladat: A d vastagsagi deszkdba m tomegtl v, sebességii 16vedék csapddik. Mekkora
lesz a mésik oldalon kilépd 16vedék v sebessége, ha
(a) a deszkdban allandé a haté F' erd,

(b) a deszkaban a behatoldsi mélységtdl fiiggd F(x) = cx? erd fékezi? (A c konstans paraméter.)

Megoldds: A munkatétel szerint:

1 1
Emvz—imvg =W, (4.13.1)

ahol W a testen végzett munka. Ami az a, esetben:
W =-Fd, (4.13.2)

és a b, esetben:

d
1
W=-— / cx2dx:—§cd3. (4.13.3)
0

2 (1

v=\/a <§mv(2)—Fd), (4.13.4)
2 (1 1

v= \/% (Emv%—gccﬂ). (4.13.5)

Munkavégzés konzervativ erotérben. Potencialis energia

Ezekkel a sebességek: a,

és b,

4.14. Feladat: (HN 7B-18) Egy kicsiny, m tomeg( test a sima, r sugart félgomb tetején nyug-
szik. A nyugalmi helyzetébdl kissé kimozditva, stirléddasmentesen lecsuszik a gdmbon. Mekkora

a fiiggblegessel bezart szog , amikor a test elhagyja a gomb felszinét?
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21. abra.

Megoldéds: A potencidlis energia zérus szintje legyen a félgomb aljan. Igy a helyzeti energia

mozgas kezdetén E,, =mgr, a kinetikus energia E;, =0 mivel a test 4ll. A feliilettdl torténd elva-

_1
-2

és kozegellendllds, igy a mechanikai energia megmaradé mennyiség, azaz irhatjuk:

14s pillanatdban: E,, = mgrcos, a mozgasi energia Ey, = 3mv?. A mozgds sordn nincs sdrl6dés

E,+E, =E,+E,,. (4.14.1)

Behelyettesités utan:
1
mgr = Emv2+mgrcos 6. (4.14.2)

A kormozgés feltétele:

my?

—— =mgcosf—N, (4.14.3)

r

ahol a jobboldal els6 tagja a sdlyerd radidlis komponense, az N a tdmaszerd. Az elvélas pillana-
tdban:
N=0. (4.14.4)

Az egyenletek megoldésa:
2
cosf==3 — 0= 48°. (4.14.5)

4.15. Feladat: (HN 7B-21) Egy m tomegd testet [ hosszisagu kotélre ingaként felfiiggesztiink.
A test vizszintes helyzetbdl indul. Az O felfiiggesztési ponttdl 2/3/ tdvolsadgban kicsiny pockot
helyeztiink el, melybe a kotél lengése sordn beakad. Igy a test a legalsé pont elérése utdn egy
1/31 sugaru fiiggdleges korpalyara tér at. Hatarozzuk meg a fonalat feszitd erdt az A pontban,

ami a pocok elérése utani legmagasabb helye a testnek!

Megoldds: A potencidlis energia zérus szintje legyen az A pont magassagaban. gy a mechanikai

energia megmaradds tétele miatt egyszerlien

11
mggl = Emvz. (4.15.1)
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22. 4bra.
Masrészt a pecek koriili kormozgasra az A pontban az

12

7 =K+mg (4.15.2)

3
Osszefliggés irhatd, ahol K a kotélerd. A két egyenletbdl

K =mg. (4.15.3)

4.16. Feladat: (HN 7A-10) Egy m tomeg( tégla Ggy van felerdsitve, hogy a k rugddllandéju
rugot éppen csak érinti. A téglat ekkor elengedjiik nyugalmi helyzetébdl. Hatdrozzuk meg, hogy

S
Lot
d _.;m"...'-".-
B ol
=
23. abra.

milyen d tavolsdgra jut el a tégla az elengedés utin!

Megoldas: Mivel a mozgds sordn nincs strlddds és kozegellendllds, a mechanikai energia meg-
marad. Azaz a kezdeti kinetikus energia Ej, és potencidlis energia £, 0sszege egyenld a tekintett

mozgas végi kinetikus Ej, és potencidlis energia E,, Osszegével:
En+E, =E,+E,,. (4.16.1)

Mivel a test kezdetben €s az alsé helyzetben is dll, igy Ey, =0 és E;, =0. A helyzeti energia zérus

pontjét a talajra helyezve E, = mgh, ahol h a tégla talajtdl val6 tdvolsdga. Az E,, a tégla alsé
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helyzethez tartozo helyzeti energidjabol €s a rugalmas energidbol éll, azaz E,,, = mg(h—d)+ %kdz.
A fenti egyenletbe helyettesitve:

1
mgh =mg(h—d)+ Ekdz. (4.16.2)
Ebbdl a d 6sszenyomddas mértéke:
2
d==*. (4.16.3)

(Megjegyzés: Természetesen ugyanez az eredmény adddik, ha pl. a felsé helyzetet valasztjuk a

potencidlis energia zérus pontjanak.)

4.17. Feladat: A volgy folott 7 magassagban atvezetd viaduktrol gumikoteleken ugralnak ala
(bungee jumping). Milyen L hosszisagunak valassza az m tomeg( ugro a k direkcid ereji gumi-

kotelet, hogy a talajt éppen érintse? (Az ugro kiterjedése legyen pontszerd.)

Megoldas: Az ugré a mozgas elején és a talaj érintése pillanataban all, igy mozgési energidja
mindkét esetben zérus. Igy a kezdeti mgh helyzeti energia — a volgy aljdt zérus szintnek véve —

a gumikdtélben tarol6dé rugalmas energidva alakul, azaz:
1
mgh = Ek(h—L)Z. 4.17.1)

Itt a h—L a gumik6tél megnyildsa. Az egyenlet megoldésa:

L=h4y/ 2 (4.17.2)

L=h—| ——. (4.17.3)

4.18. Feladat: (HN 10B-11) Az m tomeg, [ hosszusagu lanc kampdn 16g a D4. 4bra szerint.
Szamitsuk ki azt a munkat, amely a lanc kozépsd lancszemének a kampodra torténd felakasztas-

hoz sziikséges!

Megoldas: Legyen a potencidlis energia z€rus pontja a teljesen leengedett lanc legalsé pontja
(D4a dbra). Ennek megfeleléen az m tomegi lanc tomegkdzéppontja %l magassigban van, igy E;
helyzeti energidja

1
E=mgl. (4.18.1)
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24. abra.

A felakasztott 1anc egyes darabjainak energidi 0sszege a Z4.b dbrédn balrdl jobbra haladva

1 3 1 7 1 7 13
E,=—-mg—l+-mg-l+-mg-l=—mgl. 4.18.2
2T BT T 8 T 16 (182
A sziikséges munka a két potenciélis energia kiilonbsége
5
W=E,—E, = —mgl. (4.18.3)

16

4.19. Feladat: * Az m, tomegt [, hosszisagu lanc a f61don hever. A végét elkezdjiik allandé v,
sebességgel emelni. a, Mekkora er6t kell ehhez kifejteni? b, Mekkora a végzett 6sszes munka,

amikor a kotél vége éppen elhagyja a talajt?

Megoldds: a, Tekintsiik a kozbensd ¢ id6pontot, amikor mar vyt hossz felemelkedett és v, sebes-

ségli. E pillanatban az m tomegl darabnak a helyzeti energidja:

1 lmo
E,(t)=—mgh= -~ —vtg vot 4.19.1
»(0) >m8 210\108\"(;/ ( )
e h

m

tomegl darabra. Mdasrészt ennek az m tomegli darabnak a kinetikus energidja:

1 1 mg
E(t) = Emvg = Ezvotv(z). (4.19.2)
A teljes energia:
E(@t)=z—vyt°g+=—wt 4.19.3
) 210"'08 210"'07 ( )
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amelybdl a P(¢) teljesitmény:

dE m() 2 1m0 3
Pit)=— Vol8+ = —Vp- 4.194
(®) a1 0 8 210V° ( )

A P(t) = Fv 0sszefliggésbdl a lancra

I(t) ’”O Im 0 2
F@i)=—2 - +—
( ) Vo lO V()g 2 lo

(4.19.5)

erdvel kell hatni. b, A végzett munka egyszerlien kiszdmolhat6 tgy, hogy a lanc tomegkdzép-

pontja 150 magassagra emelkedett, mdsrészt a lanc sebessége vy. A helyzeti energidja m"gl(’ , a

mozgasi energidja %mov%, azaz

moglo 1

Megjegyzés: E munka a kovetkezOképpen is kiszamolhat6. A felemeléshez sziikséges 1d6: ¢, =
é—i’). A munka W = [ Fdx= [ Fvdt alapjan:

W =

‘0
W= / (—vogt+§l— 2) vodt = > +§mov0. 4.19.7)

Energiatétel

4.20. Feladat: Egy 60 kg-os l4da 4 m magasrdl lecsiszik egy a vizszintessel 30°-o0s szdget

bezaré lejton. Mekkora a surlodasi erd munkéja ezalatt, ha a lada 5 m/s sebességet ér el?

Megoldis: Jelolések: m =60 kg, h=4 m, a =30° és v=>5 m/s. A mechanikai energia megmara-

dast "elrontd" disszipativ erd munkdjat a kovetkez6képpen tudjuk figyelembe venni:
Uy, +E, =U, +E, +W, (4.20.1)

ahol végs6 potencidlis és kinetikus energiat Osszegét (mechanikai energia) ugy kapjuk, hogy
a kezdeti potencidlis és kinetikus energidhoz hozzdadjuk a surlédasi végzett munkat. Mivel a
kezdeti mechanikai energia nagyobb mint a végsd, biztosak lehetiink benne, hogy W negativ. A

potencidlis energia z€rus szintjét a lejtd aljara a jelen esetre a kovetkez6 egyenlet irhat6:
1
Emv2 =mgh+W. (4.20.2)

Az adatok behelyettesitése utan
=-16501. (4.20.3)
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4.21. Feladat: Az o hajlasszogd, p surlédasi egyiitthat6ja lejtd aljan felfelé 16kiink v, sebes-
séggel egy m tomegl testet. A test a mozgés tetGpontjat elérve visszacsuszik. Mekkora lesz a
sebessége a lejt6 aljan? A feladatot oldjuk meg a

(a) dinamikai egyenletek megoldasaval és

(b) az energiatétel felhaszndldsaval!

Megoldas:
(a) A felfele mozgasnal legyen a koordindtatengely irdnyitasa pozitiv a felfele irdanyban. Ekkor

a test lejtdirdnyd mozgasegyenlete
Mg = —mMgSINQ— [1Mg COS v, 4.21.1)
amelybdl a gyorsulds
Afe =—gSINQ— (1 COS V. (4.21.2)

A felfele mozgas ideje a 0 = vy +ay,t egyenletbdl

to = —2, (4.21.3)
—Afel

amellyel a id6 alatt a megtett ut

2 2
Vo _ Vo

= . 4214
2a  2g(sina+ pcos ) ( )

A lefele csuszasnal forditsuk meg a koordinatatengelyt, a pozitiv irdnyitds mutasson lefele. Ek-
kor a mozgasegyenlet

ma;, = mgsin o — [1mg cos a, (4.21.5)

amelybdl a gyorsulds

aje = gsina— g cos a. (4.21.6)

A lefele mozgas ideje a v = a,.t egyenletbdl

fe= —, 4.21.7)
aje
amely 1d6 alatt a megtett s tit
1,
—at” = 4.21.8
S Q=5 ( )

E két egyenletbdl a sebesség a lejtd aljan

v =1/2sa,. (4.21.9)
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Az s és a;, kordbban kapott kifejezéseit behelyettesitve a sebességre a
p=vpy | HED (4.21.10)
sina+ pcosa

(b) Az energiatétel azt éllitja, hogy a végsé kinetikus és potencidlis energia Osszege egyenld a

eredmény adodik.

kezdeti kinetikus és potencidlis energia 0sszegével plusz a testen végzett munkdval, azaz
Upn+Ep=U,+Eq+W. (4.21.11)

A felfele mozgasnal U, =0; Ey = %mv%; Up =mgssina; Ep =0 és W = —umgscosa. Egy

egyenletbe Osszeirva

1
mgssina = Emvé—umgscos Q. (4.21.12)

Ebbdl az s ut

2
Vo

= . 4.21.13
g 2g(sina+ 1 cos ) ( )

A lefele csaszasnal
Up+Ep=U,+Eq+W, (4.21.14)

ahol U,; =mgssina; Ey =0; Uy =0; Ep = %mv2 és W =—umgscosa. Egy egyenletbe irva

1
Emv2 =mgssina— umgscos . (4.21.15)

Az s utat a (A2T13)) egyenletbdl behelyettesitve a sebességre a fentiekkel egyezd
p= vy | REORE (4.21.16)
sina+pcosa

5. Feladatok a gyorsuld koordinata-rendszerek targykorébol

eredményt kapjuk.

Centrifugalis ero

5.1. Feladat: (HN 13B-20) Egy népszerii viddmparki mutatvanyndl a latogatok egy fiiggbleges
tengely koriil forgd henger belsé faldnak tdmaszkodnak a 5. dbrdnak megfeleléen. Ezutdn a
padlot lesiillyesztik, és hagyjdk, hogy a latogatdk a centrifugdlis er6tdl a falhoz "odaszogezve"
és a surlodasi erd kovetkeztében a lecstiszasztdl védve a falon maradjanak. A henger R suga-

ranak, az w szogsebességnek és a g nehézségi gyorsuldsanak fiiggvényében hatarozzuk meg azt
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25. abra.

a legkisebb 1 nyugalmi suirl6dési egyiitthat6t, amely a lecstiszast megakadalyozza. A feladatot

forgd vonatkoztatasi rendszerben oldjuk meg!

Megoldas: A forgé vonatkoztatdsi rendszerben a falhoz "odaszogezett" latogatéra négy erd hat.
A centrifugdlis erd (tehetetlenségi er8), amely radidlisan kifelé mutat €s nagysdga F,; = mRw?. A
falon radidlisan befelé mutat az N tdmaszerd, amelynek nagysdga pontosan mRw?. FiiggSlegesen
lefelé hat az mg sulyerd, ezzel ellentétesen az F; surlodasi erd, és a kettd egymdssal egyenld. Az

fentieket matematikalag 6sszefoglalva:

mg=FS=uN=ume2, (5.1.1)
ahonnan
8
= 5.1.2
H=p ( )

5.2. Feladat: Egy M = 1,499 - 10% kg tomegd, R = 10000 km sugart bolygé északi sarkdn
k = 100 N/m direkci6s erejii rugéra m = 1 kg tomegii testet 16gatunk. A bolygé w = 107 1/s
szogsebességgel forog.

(a) Mekkora a rugd megnyuldsa?

(b) Ezt kdvetSen a mérést az egyenlitén megismételjiilk. Mennyi ekkor a rugé megnyulasa?
Megoldas:
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(a) A bolyg6 északi sarkdn végzett mérés soran

M
";—2 = kAx, (5.2.1)

ahol Ax a rug6 megnyulasa, amely

M
Ax:”y% =0, 1m = 100mm. (5.2.2)

(b) Az egyenlitén figyelembe kell venniink a centrifugélis er6t, amellyel az egyenlet igy médo-

sul, hogy

mM
i~ —mRw? = kAX'. (5.2.3)

Innen a Ax’ megnyulds

,_ mM _mRw _ _
Ax =~ R P 0,099 m =99 mm, (5.2.4)

azaz a rugd megnyuldsa 1 mm-rel kevesebb.

5.3. Feladat: (HN 14C-39) Az w szogsebességgel forgd ringlispil kozéppontjatdl r tavolsidgra
1évS helyen & magassagbdl egy targyat ejtenek a padléra. A mozgést a ringlispil vonatkoztatési
rendszerébdl vizsgdlva mutassuk meg, hogy az elejtés talppontja és a becsapddasi pont kozotti

tdvolsag jo kozelitéssel w?rh/g. Milyen feltételezésekkel kell élni a feladat megolddsa sordn?
Megoldas: A targy
At =4/ =— (5.3.1)
1d6 alatt esik. A forgd vonatkoztatdsi rendszerben az
dcp = rw? (5.3.2)

centrifugdlis gyorsuldsa lesz, amely kifele mutat6 radidlis irdnyd. E gyorsuldssal az elejtés talp-

pontja és a becsapddasi pont kozotti tdvolsig

w?rh

1
As= Eacf(Az)2 = (5.3.3)

A forgés kozbeni szogelfordulas
Ap =wAt. (5.3.4)
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Ha azt tekintjiik, hogy a test az 4116 rendszerbdl nézve érintd irdnyban rw sebességgel egyenes-

vonali egyenletes mozgast végez az elejtés utin, akkor az ehhez tartoz6 elmozdulés
Ax =rwAt. (5.3.5)
Az ehhez az elmozduladshoz tartoz6é o kézponti szog
tga = % = wAt. (5.3.6)

Ahhoz, hogy ¢ és a kozelitéleg megegyezzenek egymadssal, az wAr << 1 feltétel teljesiilése

sziikséges.

Coriolis-ero

5.4. Feladat: (HN 14C-30) Irjuk le, hogyan tudna egy személy a forgdsban 1évé ringlispil lap-
jén jarni 4gy, hogy a rd haté Coriolis-erd és a centrifugdlis er6 egymadssal egyenld nagysagu, de

ellentétes irdnyu legyen! (A ringlispil forogjon az 6ra jarasdval ellentétesen.)

Megoldas: Az w szogsebességgel forgd ringlispil orig6tdl vald R tavolsagu pontjdban a sze-
mélyre radidlis kifele mutaté F,.; = mRw? centrifugdlis er§ hat. Ahhoz, hogy a Coriolis-erd radi-
alis befele mutat6 legyen, ahhoz az 6ra jardsaval egyezden, az R sugard kor érintdje irdnydban

kell v sebességgel haladnia. A Coriolis erd nagysaga Fe, = 2mwv. A kettd

F.p= mRw* = 2mwv = Fg, (5.4.1)
egyenlségébdl a sebességre a
R
v 7‘” (54.2)

adodik.

5.5. Feladat: Egy forgétarcsa szélén 4ll6 ember eldob egy testet vizszintesen a fliggdleges
forgéastengely irdnydba 10 m/s kezdGsebességgel. A tarcsa percenként 600-at fordul. Mekkora a

tarcsa vonatkoztatasi rendszerében a test palydjanak kezdeti gorbiileti sugara?

Megoldas: Jelolések: v =10 m/s és f =600 1/perc = 10 1/s. A tdrcsa szogsebessége w =27 f
= 62,8 rad/s. A forgé rendszerben a testet a Coriolis-er$ tériti el, amelyhez tartozé gyorsulds
nagysiga

dcy = 2wv. (5.5.1)
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Az indulés pillanatdban korpdlydn mozog a test, amely esetén gyorsulds

(5.5.2)

x|

A kettd egyenl6ségébdl a gorbiileti sugér

R=—-=0,159m. (5.5.3)
2w

5.6. Feladat: (HN 14C-33) A mesterlovész balrdl jobbra haladé célpontra céloz. A célt kdvetd
puskacsd a vizszintes sikban mozog. A puska szdgsebessége 1,5 rad/s abban a pillanatban, ami-
kor az 5 g tomegtl 16vedék 500 m/s sebességgel éppen kilép a cs6bdl.

(a) A forg6 rendszerben mekkora Coriolis-erd hat a 1ovedékre a cs6 elhagydsanak pillanataban?

(b) Milyen irdnyu ez az er$?

Megoldas: Jelolések: w=1,5rad/s; m=35 g és v =500 m/s.
(a) A puska csove az dra jardsanak megfelel6en fordul el, igy az w szdgsebességvektor fiiggd-

legesen lefele mutat. A Coriolis-er6 a w szogsebességvektor és a v sebességvektorokkal
F=-"2mwxv, (5.6.1)
amelynek nagysdga — figyelembe véve, hogy w és v egymdsra mer6legesek

F=2mwv="7,5N. (5.6.2)

(b) Az erd irdnya jobbrdl balra mutat.

5.7. Feladat: (HN 14C-38) A percenként tizet forgé ringlispil szélén 4116 kislany 10 m/s viz-
szintes kezdGsebességgel labdit dob a forgastengely felé. Ugy ldtja, hogy a pdlyagérbe jobbra
kanyarodik.

(a) Szamitsuk ki a palyagorbe kezdeti vizszintes gorbiileti sugarat!

(b) Amikor a labdat dobd kislany a ringlispil kdzepe felé néz, jobbra vagy balra l4tja elmozdulni

a tavoli tajat?

Megoldas: Jelolések: A fordulatszdam f =10 1/perc =1/6 1/s, amellyel a szogsebesség w =27 f =
1,047 rad/s; v =10 m/s.
(a) A labda Coriolis-gyorsuldsa

acy = 2wV, (5.7.1)
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amely éppen az elkanyarodds

[3%]

V

a=— (5.7.2)
r
gyorsuldsa. Itt r a pdlyagorbe gorbiileti sugara. A két gyorsulds egyenléségébdl
r=— =9 55m. (5.7.3)

2w

(b) Mivel a palyagorbe jobbra kanyarodik, igy a ringlispil az 6ra jarasaval ellentétes irdnyban

forog. Az ilyen irdnyban forgé rendszerbdl nézve a tdj balrdl jobbra latszik mozogni.

5.8. Feladat: A Fold napi forgdsa kovetkeztében az esé testek kelet felé elhajlanak.
(a) Mekkora az Egyenlitdre szabadon esd test keleti irdnyud gyorsuldsa?
(b) Szamitsuk ki, hogy a becsapddas pillanatdban mekkora a keleti irdnyd sebessége annak a

testnek, amely 4 = 100 m magasbdl esik szabadon az Egyenlit6re!

Megoldas:
(a) Az Egyenliton szabadon esd testnek a Coriolis-erd kovetkezményeként — figyelembe véve,

hogy a Fold w szogsebessége €s a leesd test v sebessége egymadsra merdleges —
a(t) =2wv =2wgt (5.8.1)

keleti irdnyt gyorsuldsa van.

(b) At id6tartamu esés sordn az a(t) = 2wgt egyenes alatti teriilet éppen a keleti irdnyu sebesség:
v(t) = wgt>. (5.8.2)

Mas udton:

t t
v(t) = / a(t)dt = / Qwgt dt = wgt?. (5.8.3)
0 0
Az esés ideje 4,47 s, w =7,27-107° rad/s, g = 10 m/s? adatokkal szdmolva:

Vieler = 1.45 - 107 m/s. (5.8.4)

6. Feladatok rugalmas és rugalmatlan iitkozések targykoré-
bol

Impulzustétel, impulzusmegmaradas torvénye
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6.1. Feladat: Egy m =4 kg tomeg( kalapacs vy = 6 m/s sebességgel érkezik a szog fejéhez és
At =0,002 s alatt fékezddik le, mikdzben a szog behatol a faba. (A szog tomege elhanyagolhaté
a kalapdacs tomegéhez viszonyitva.)

(a) Szamitsuk ki az atlagos fékezd erdt!

(b) Szamitsuk ki a szog ttjat a faban!

(c) Mekkora munkat végzett a fa a sz6gon?

Megoldas:
(a) A szogre hat6 atlagos fékezo erd

=%=m%=—l2000N, (6.1.1)
ahol a negativ eldjel a fékezd hatést fejezi ki.
(b) A szog atlagos gyorsuldsa a sebességvaltozdsaval szamolhaté ki. Amenniyben a sz6g nem
deformadlddott az iités alatt, a kezdeti sebessége meg kell hogy egyezzen a kalapacs sebességével.

Ezért a sebesség megvaltozdsa Av =—v,. A szog gyorsuldsa ezért

A
a= K: = —3000m/s?, (6.1.2)

amit felhasznédlhatunk a szog 4ltal megtett it meghatarozéasahoz.

1
s:v0t+§at2 =0,006m = 6mm. (6.1.3)

(c) A fa altal végzett munka a sz6gon:

W =Fs=-72]. (6.1.4)

6.2. Feladat: (HN 8B-27) A kezdetben nyugalomban 1év6 5 kg tomegi testre 5 masodpercig 6
N élland¢6 er6 hat, majd az erd 3 s alatt egyenletesen zérusra csokken. Mekkora sebességet ér el

a test?

Megoldas: Jelolések: m=5kg; t; =5s; F =6 N és t, = 8 s a masodik id6intervallum vége.
A test impulzusvaltozasat kell kiszamoljuk. A 0 <t <t =5 s id6intervallumban az impulzus-
véltozas

Al = Ft; =30kgm/s. (6.2.1)

A masodik szakaszon az er6 id6beli fiiggése

F
F@)= ;

21

(—1). (6.2.2)
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A mésodik iddintervallumon torténd impulzusvaltozds az egyenes alatti teriilettel egyszerien

szdmolhat6, amely

F
AL = E(IZ—tl) =9kgm/s. (6.2.3)

A teljes impulzusvaltozas
Al = Al + Al =39kgm/s, (6.2.4)

amelyet a tomeggel osztva a végsebességet kapjuk:

Al
v=—=7,8m/s. (6.2.5)

m

6.3. Feladat: (HN 8C-42) * Egy 8 kg tomegfi test nyugalmi helyzetbl indulva F = At — Bt* er§
hatdséra gyorsul, ahol A =24 N/s és B=1,2 N/s>.

(a) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora maximadlis sebességet ér el a tomeg miel6tt Gjra megallna!
(b) Mennyi id6 miulva kovetkezik ez be?

Megoldas:
(a) A test impulzusvaltozasa
t t 1 1
Al = / F(t)dt = / (At—Bt*)dt = ~Ar* - - Br’. (6.3.1)
Innen a sebesség
11 1
v(t) = —(=At* = =Br®). (6.3.2)
m 2 3

A sebesség maximuma akkor van, ha a gyorsulds zérus, azaz most

t= 3 (6.3.3)

A behelyettesitések utdn a maximalis sebesség

1 A3
Vmar = o py = 6,94 m/s. (6.3.4)

(b) A maximadlis sebesség elérése ¢ = 20 s 1d0 mulva kovetkezik ez be.

6.4. Feladat: (HN 8C-43) * A 2,5 kg tomegii test nyugalmi helyzetbdl indulva F = Af* erd
hatdsdra gyorsul, ahol A = 0,75 N/s2.

(a) Hatdrozzuk meg a test sebességét 15 masodperccel az erd alkalmazasa utan!
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(b) Mekkora dllandé erével lehetne elérni ezt a sebességet?

Megoldas:
(a) A test gyorsuldsa
1
a=—At*, (6.4.1)
m
amellyel a sebesség
t t 1 171 15
v(t) = / a(r)dr = / —A2dr = — {—Aﬁ] =337,5m/s. (6.4.2)
0 0 m m |3 0
(b) Ha az er6 allandd, akkor
F
v=at = —t, (6.4.3)
m
ahonnan az er6
my
F= - = 56,25N (6.4.4)

kell legyen ekkora sebesség eléréséhez.

6.5. Feladat: Egy M = 80 kg tomegii ember jégen egy helyben dllva eldob vizszintes irdnyban
egy m =20 kg tomegl golyot. A goly6 az embertdl mérve vy = 20 m/s sebességgel tavolodik.
Mekkora az ember v, sebessége a jéghez viszonyitva? (A jég és az ember kozotti strlddasi erd

elhanyagolhat6an kicsi.)
Megoldas: Jelolje v, a golyd jéghez viszonyitott sebességét. Az impulzus megmaradés miatt
Mvy =mv,,. (6.5.1)

A goly6 és az ember relativ sebessége pedig

Vo= Vypt+Vvuy (6.5.2)
A két egyenletbdl
m
Vi = —y; Vo (6.5.3)

Behelyettesitve a szamértékeket vy, = 4 m/s adddik.
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Rugalmatlan iitkozések

6.6. Feladat: Az m tomegili v, sebességii test tokéletesen rugalmatlanul iitkozik az M tomegi
allo testtel. Mekkora lesz az litkdzés utani egyiittes sebességiik? Mekkora édtlagos er6hatas 1ép

fel koztiik, ha az litkozés ideje (a becsapddastodl szamitva az Osszeragadasig) ¢.

Megoldds: Az impulzus megmaradds miatt:
mvy =(m+M)v, (6.6.1)

ahol v az Osszeragadt testek egyiittes sebessége. Az litkozés utdni egylittes sebesség ezért

m
V= m+Mvo' (6.6.2)

s 2 2z

Az iitkozés kozben fellépd atlagos erShatds pedig: F = %, ahol AP az m tomeg( test impulzus

impulzusvéltozasa:

m? mM
Vo—myvgy=—
+M m+M

A negativ eldjel arra utal, hogy a m tomegt test impulzusa csokken. Az F erd nagysiga igy

AP =mv—myy = Vo. (6.6.3)

M
F=-"7_10 (6.6.4)
m+M t
Hasonl6 meggondoldsokbdl az M tomegl testre
mM v,
F= — 6.6.5
m+M t ( )

erd hat, amely eredmény pont azt mutatja, hogy a kolcsonhaté erék parosaval 1épnek fel: azonos

nagysaguak és ellentétes irdnyuak.

6.7. Feladat: Ké&t azonos m tomeg( test azonos nagysagu v, sebességgel halad, az egyik az
y tengelyen, a mésik az x tengelyen, mindkét esetben a pozitiv irdnyban. Az origdban a testek
tokéletesen rugalmatlanul iitkoznek. Mekkora lesz az egyiittes sebességvektoruk és annak nagy-

saga?
Megoldas: Az y tengelyen mozgd test impulzusvektora

py = m(0;vo), (6.7.1)
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az x tengelyen mozgé test impulzusvektora pedig
Px = m(vo;0). (6.7.2)
Az litk6z€s utani 2m tomegi egyiittes test impulzusa e két impulzusvektor 0sszege, azaz
P = py +px = m(vo; Vo). (6.7.3)
Az dsszeragadt test sebességvektora pedig

v-Y _ (E- @> . (6.7.4)

a sebesség nagysdga:

Vo. (6.7.5)

6.8. Feladat: (HN 8A-4) Egy m tomegt v, sebességgel mozgo test vele egyenld tomeg, erede-
tileg nyugalomban 1€vé testbe {itkozik és Osszeragad vele. Hatdrozzuk meg a kinetikus energia

(K — Ky) /Ky relativ megviltozasat!

Megoldas: Az iitkozés tokéletes rugalmatlan, igy az impulzus megmarad, a kinetikus energia

viszont nem. Az impusumegmaradas az
mvy = 2my (6.8.1)

egyenlettel fejezhetd ki, amelyben v az Osszeragadt testek végso egyiittes sebessége. Innen

Vo
=—. 6.8.2
v=2 (6.8.2)
A kezdeti K kinetikus energia
1
Ky = Emvg. (6.8.3)
A végso kinetikus energia pedig:
1 1
K= E2mv2 = vag. (6.8.4)

A kinetikus energia (K —Ky) /K relativ megvéltozdsa:

K-K, 1
ro (6.8.5)

A negativ eldjel arra utal, hogy az {itkz€s mechanikai energiaveszteséggel jar.
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km
Y
m i
O—> i
Vo a0
‘o\v‘
26. abra.

6.9. Feladat: (HN 8B-11) Két, m illetve km (k 4llandd) tomeg( test egyenld v, sebességgel
halad merdleges irdnybdl a PA. abrdn lathaté médon kozeledik egymdshoz, Osszelitkozik, és
Osszeragadva mozgnak egyiitt tovabb. Fejezziik ki a végsebességiik irdnyat meghatarozé 6 szoget

a k segitségével

Megoldas: Az iitkozés kozben megmarad a testek lendiilete az x és y irdnyban egyrant. Az

pP= (mvo). (6.9.1)
kmv,

Az Osszeragadt testek 6ssz lendiiletébd]l meghatarozhaté azok sebességvektora is:

_ | _ Vo 1
V= m(1+k)  1+k <k) ' 6.92)

A 8. dbran jelolt 6§ szog meghatarozhaté a V sebességvektor komponenseivel:

Osszeregadt testek 0ssz lendiilete

tgf = é =k. (6.9.3)

X

6.10. Feladat: (HN 8B-14) Két, m illetve km (k allandd) tomegt test egyenld v, sebességgel
halad a +x és —x irdnyban. Utkozésiik utdn 6sszeragadva haladnak tovabb.

(a) Hatarozzuk meg az adott paraméterek fiiggvényében, hogy mekkora az 6sszeragadt testek v
sebességének nagysdga €s irdnya?

(b) Mekkora a v/v, ardny, ha k =2?

Megoldas:

(a) Az iitkozés folyamatdra érvényes a lendiiletmegmaradas torvénye:

mvy—kmvy = (1 +k)mv. (6.10.1)
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Az egyenlet bal oldala a részrendszerek iitk6zés el6tti lendiileteinek 6sszegét irja le, mig a jobb
oldal az 6sszeragadt testek Osszlendiiletét jeloli. Az egyenletbdl meghatarozhat6 az dsszeregadt

testek egyiittes sebessége:
1+k

V=TV (6.10.2)
Az eredménybdl lathatd, hogy k > 1 esetben az Osszeragadt testek —x iranyba haladnak, mig
k < 1 esetben az ellenkezé irdnyba.

(b) k=2 esetben a sebességek aranya

—=_3. (6.10.3)

6.11. Feladat: (HN 9B-7) Fabol késziilt M = 800 g tomeg( ballisztikus ingatestbe vizszintes
irdnybol m = 20 g tomegli 6lomsorétet 16ttiink. A lengésbe jové ingatest 2 = 10 cm magasba
emelkedik.

(a) Mekkora v k6z0s sebességgel indul az ingatest-sorét rendszer?

(b) Mekkora v, sebességgel csapddik az ingdba a goly6? A sorét K kinetikus energidjanak

hanyadrésze veszett el, azaz forditédott a fa deforméldsara, ill. felmelegitésére?

Megoldas:
(a) Az 0Osszeragadtinga-sOrét rendszer 0ssz mozgasi energidja teljes egésszében dtalakul helyzeti

energidva mikozben /& magassdgba emelkedik:
%W+MM:WHMmm (6.11.1)
mely egyenletbdl az egyiittes sebesség
v=1/2gh. (6.11.2)

Behelyettesitve a szdmadatokat v ~= 1,414 m/s adddik.
(b) A goly6 becsapddédsara az impulzus megmaradas tételét alkalmazhatjuk a sorétszemek se-
bességének meghatirozasara:

mvy = (m+M)v. (6.11.3)

Az egyenlet segitségével meghatiarozhatjuk a sorétszemek sebsségét:

m+M
Vo =

V. (6.11.4)
m
Behelyettesitve a szamadatokat vy ~ 57,98 m/s adodik. A kezdeti kinetikus energia
1
K:azim%m31&L (6.11.5)
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mig az iitkdzds utan

1
E, = E(m+M)v2 ~0,82]. (6.11.6)
A mechanikai energidnak az iitk6z€s sordn a
AK E\-E,
— = ~97,6%. 6.11.7
= F ~9T.6% (6.11.7)

része veszett el, illetve alakult 4t hGenergiava.

6.12. Feladat: Egy 2m tomegi test stirl6dds mentesen csuszik le a hurokhoz illeszkedd lejtén
a 1. dbranak megfeleléen. Mekkora H magassagbdl inditsuk a testet, hogy a tokéletesen rugal-

matlan iitk6z€s utdn a palya aljan 1év6 m tomegt test végighaladjon a hurkon?

2m

H R

27. abra.

Megoldas: A test mozgasat harom szakaszra oszthatjuk:
(a) A 2m tomegii test lecsiiszik a hurok aljdra az iitkozés elotti pillanatig. A 2m tomeg( test H

magassagbol valo lecsuszdsra a

1
2mgH = 52mvg (6.12.1)

mechanikai energia-megmaradést kifejezd egyenlet irhat6 fel, amelybdl az iitkozés el6tti sebes-

vo=+/28H. (6.12.2)

ség

(b) Ezutdn a 2m tomegii test rugalmatlanul iitkozik az m tomegii testtel, majd osszetapadva mo-
zognak tovdabb. Az A m tomegl testtel valo tokéletesen rugalmatlan iitk6zésre az impulzus meg-
maradasanak tételét alkalmazzuk

2mvy = 3mvy, (6.12.3)

ahonnan az iitk6z€s utani v, sebesség

2 2
V)= §V0 = g\/ 2gH (6124)
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(c) Végiil az dsszetapadt 3m tomegii test feljut a hurok tetejére és éppen dthalad a tetéponton.

A 2R magas hurok tetején az Osszeragadt 3m tomegi test v, sebessége az

1 1
53mv% = 53mv§+3mg 2R (6.12.5)

egyenletbdl hatarozhaté meg. Innen a v, tetGponti sebesség

/8
vy, = §gH—2gR. (6.12.6)

sz 7z

A tetSponton val6 dthaladashoz sziikséges minimalis sebességet a test €s a hurok kozott fellépd
nyomadsi erd eltlinése hatdrozza meg. Ekkor a testet csak a sulyerd tartja korpalyan, azaz
2

Sm% = 3myg. (6.12.7)

Behelyettesités utdn a minimalis inditdsi magassag

H= %71& (6.12.8)

Rugalmas iitkozések

6.13. Feladat: Mutassa meg, hogy a kemény asztallapon pattogé m tomegil golyé hosszu id6

atlagaban mg er6vel nyomja az asztallapot!

Megoldds: Ha a goly6t & magassagbdl leejtiik, az v = \/2gh sebességgel csapddik be az asztal-
lapba. Tokéletesen rugalmas iitkozéskor a sebesség nagysidga nem, csupan az irdnya valtozik

meg az ellenkezdjére. Ennek megfelelen a goly6 impulzusvéltozasa
AP =mv—(mv) =2mv =2m~/2gh. (6.13.1)

Két titkozés kozott eltelt Ar id6 (mely a mozgas sordn felléps atlagos erdhatas kiszamoldsahoz

sziikséges) kétszerese a szabadon esd test 7 magassagbol torténd esési idejének, azaz

2h
At =2 E (6.13.2)

Igy az dtlagos er
AP 2m/2gh
F=—=—"Y°2> = mg,
At 2 2h

8

(6.13.3)

ami a feladat allitdsaval megegyezik.
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6.14. Feladat: Egy L oldaléldi hasabban az oldallal pairhuzamosan, v, sebességgel mozog egy
m tomegt részecske.

(a) Mekkora atlagos erével nyomja a reészecske a szembenlévo falakat?

(b) Mekkora az 4tlagos nyomads, ha a mozgésra merdleges lapok feliilete A?

(c) Hogyan valtozik a megoldés, ha N részecske teszi ezt?

Megoldas:
(a) A részecske impulzusvaltozasa a fallal vald iitk6zés soran AP = 2mv,. Két egymast kovetd

titkozés kozott eltelt id6 pedig At = % Az titkdzések sordn fellépd atlagos erd tehat

AP 2mvy _mvg
At %L L

Vo

(6.14.1)

(b) A falakon ébred6 atlagos nyomas:

o

ny,

=7 (6.14.2)

p:

=[x

(c) N részecske esetén a falakat nyomo Fy erd, illetve py nyomds megsokszorozodnak:

2 mv2

my
FN:NTO, pN:Na. (6143)

(Megjegyzés: Utobbi eredmények szolgalnak a kinetikus gazelmélet alapjaul!)

6.15. Feladat: (HN 9C-32) Fiiggtleges siku, R sugaru korré hajlitott, merev huzalon a ra flizott

m tomeg(i gyongy a 8. dbrdn lathaté mdodon lecsuszik. A korpdlya oldals6 pontjabol nyugalom-

28. abra.

ban 1évd gyongy pusztin a gravitacid hatdsdra lecsuszik és rugalmasan iitkozik a kor legmélyebb

pontjdban nyugalomban 1év6 3m tomegii masik gyonggyel.
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(a) Az R sugdrral kifejezve hatdrozzuk meg, hogy milyen magasra emelkednek a gyongyok az
itkdzés utdn!

(b) Az iitk6zEs utdn a gyongyok surlédamentesen folyamatosan tovabb mozognak és Gjra rugal-
masan iitkoznek. Hatdrozzuk meg, hogy mennyi a gyongyok sebessége kozvetleniil a masodik

itkOozés utan!

Megoldas:
(a) A [9.(a) dbra az R magassagbdl lecstisz6 vy sebességli és m tomegli gyongy a 3m tomegi
® .
900 | 3m
W Vg i
: 2
m - 3m
29. abra.

gyonggyel vald iitkozésének pillanatidt mutatja. Az litk6zés pillanatdig az R magassagbdl lecsu-

sz6 gyongy potenciélis energidja atalakul mozgdsi energiava:
1,
ng=§mv0. (6.15.1)

Ezért az m tomegli gyongy sebessége vy = /2gR. A rugalmas iitkdz€s folyamatdra az impulzus
megmaradds mellett fenndll a mechanikai energia-megmaradasa is. A P9.(a) és P9.(b) dbrdkon

bejelolt pozitiv irdnyok alapjan felirhatjuk az {itk6zés el6tti és utani lendiiletek mérlegét.
mpvy —mpVvy = —Nywi+nimpws. (6.15.2)

A mechanikai energia-megmaradésa pedig a

1 1 1 1
Emlv%+§m2v% = §m1W§+§m2W% (6153)

egyenlettel fejezhetd ki. A (B157) és (B153) egyenletek egy altalanos, egyenes menti rugalmas
titkozést irnak le. Esetiinkben m; = m, my = 3m, v; = vy, vo = 0 és wy, valamint w, ismeretlen
paraméterek. Atalakitva a (B132) és (B153) egyenleteket:

ml(V] +W]) :mz(w2+v2), (6154)

my(vi—wt) = my(ws —v3) (6.15.5)

adédnak. Elosztva egymdssal a két egyenletet és felhaszndlva az a®>—b* = (a+b)(a—b) aznossigot
Vi—W1 =Wr—V) (6156)
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addédik. A (B156) és (13 7) egyenletekbdl kikiiszobolve a w, sebességet,

2 _
wp = 2 V2+m2 mlvl. (6.15.7)
my+my my+ny
addédik. Analég médon
2 _
wy= L, G, (6.15.8)
my+my mp;+mp

Esetiinkben az litk6zés utdni sebességek (ldsd a P9.(b) dbrat) wy = w, = 2-nek adédnak. Mivel
a gyongyok sebessége az iitkozés utdn azonos, a gyongyok tomegiiktdl fiiggetleniil ugyanolyan
hy = h, = h magasba emelkednek (14sd a P9.(c) abrat). Az emelkedési magassagot a mechanikai

energia-megmaradds segitségével szamolhatjuk ki. Az m tomegli gyongy esetében
mv(z) = —mgR. (6.15.9)

Az emelkedési magassag tehat h =R /4.

(b) A (B1577) és (b13R) egyenleteket felhaszndlhatjuk a mésodik iitkdozés utdni sebességek
meghatdrozdsdhoz is. Ebben az esetben a ,,beérkez8” sebességek nagysidga megegyezik az elsd
itkozés utdni sebességek nagysdgaval. Behelyettesitve az értékeket, a masodik iitkozés utan
wi =V és wy =0 adddik rendre az m és 3m tomegli gyongyok sebességére. A sebességek nagy-
sdga pont akkora, mint amekkora sebességgel kozvetleniil az elsd iitkozés eldtt talalkoztak a
gyongyok. Ez az eredmény nem meglepd, hiszen a (B157) és (B153) egyenleteknek két fiig-
getlen megolddsa van, melyek mindegyike kielégiti a lendiilet és energia-megmaradas torvényit.

6.16. Feladat: A B0. abran lathaté surléddsmentes palya A pontjabdl elengediink egy testet.
Végigcsiszva a B pontban {itkozik egy mésik testtel.

(a) Mekkora v sebességgel ér az A pontbdl inditott test a B pontban 1év0 testhez?

(b) Milyen magasra emelkedik a mdsik test, ha az iitkozés tokéletesen rugalmas (m, = mp/2,
h=1.8m)?

30. abra.

Megoldas:

2014. december 8. 91


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

(a) A h m magasbdl kezd6 sebesség nélkiil induld, strléddsmentesen lecsiszo test sebessége
felhasznalva az energia-megmaradas elvét v = /2gh = 6 m/s.

(b) A tokéletesen rugalmas iitkozés esetében az
MAV = MAV4 +MpVp (6.16.1)

impulzus-megmaradds mellett érvényes a mechanikai energia megmaraddsa is:

1 1 1
Emsz = EmAvf\ + Eva%' (6.16.2)

Az egyenletekben v, €s v az A illetve B testek iitkozés utdni sebességét jeloli. Figyelembe véve,

hogy ms =mp/2, e két egyenlettel a B test iitkozés utdni sebessége:

2 2
Vg = §V = § 2gl’l =4m/s. (6163)
A B test emelkedési magassaga pedig
2
hg=-2=0,8m. (6.16.4)
28

6.17. Feladat: Egy 2m tomegl test surlodas mentesen csuszik le a hurokhoz illeszkedd lej-
tén a B1. 4dbranak megfelelden. Mekkora H magassagbdl inditsuk a testet, hogy a tokéletesen

rugalmas iitkozés utdn a pélya aljan 1évé m tomegi test végighaladjon a hurkon? Megoldas:

2m

H R

31. abra.

Altalanos iitkozések

6.18. Feladat: /; = 1,25 m magasbol m = 1 kg tomegt goly6 a At =0,05 s id6tartami kolcson-
hatds utdn h, = 80 cm magasra pattan vissza. Mekkora atlagos erét fejtett ki a talaj a golyora
ezen litkozés alatt?

2014. december 8. 92


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

Megoldas: A h; magassagbol esd test

v = /28 (6.18.1)

sebességgel csapodik be, mig a h, magassagba feljuto test a talajrol

Vo =/28h, (6.18.2)

sebességgel pattan vissza. Az litkdz€s alatt a teljes impulzusvaltozas
AP =mv;—(—m»,). (6.18.3)

A talaj és a goly6 kozt ébredd erd ezért

. %3 _ m(\/ZghlA‘:\/ 28hy) (6.18.4)

Behelyettesitve a szdmadatokat F' = 180 N adddik.

Folytonos kozegek impulzusvaltozasa

6.19. Feladat: (HN 8A-33) A 600 I/perc hozamu és 20 m/s sebességli vizszintes irdnyu vizsugdr
fliggbleges falba iitkozik, s szdmottevd freccsenés nélkiil szétteriil rajta. Mekkora er6t fejt ki a

vizsugir a falra? (A viz siirtisége 1000 kg/m?.)

Megoldas: Jeldlések: 1 =600 I/perc = 10 I/s = 0.01 m*/s, v =20 m/s és o = 1000 kg/m>. A falra
At id6 alatt
Am =nopAt (6.19.1)

tomeg esik €s all meg. A beérkezd viz teljes impulzusvaltozasa
AP =vAm=vnoAt. (6.19.2)

A falon ébredd erd

AP
F= A =vno=200N. (6.19.3)

6.20. Feladat: (HN 8A-34) Egy nyugvé turbinalapatba vizsugdr iitkozik. A lapat a vizsugér
irdnyét az B2. 4bran lathaté médon megforditja. A viz sebessége mind az iitkozés el6tt, mind
az utkozés utan v. Hatdrozzuk meg a lapdatra hat6 erdt, ha az idéegységentként becsapddo viz

tomege 1!
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Megoldas: Az idbegységentként becsapddo viz tomege

Am
=—. 6.20.1
1= ( )
A beérkez0 viz impulzusa I, = mv, a tdvozéé I, = —mv. Az impulzusvaltozas:
Al =2mv, (6.20.2)
amellyel az ébredd erd:
Al A2 A
F=""=2 002 o, (6.20.3)

T At At At

6.21. Feladat: (HN 8A-40) Egy 3000 kg tomeg( rakéta meghajtasu irhaj6 egy helyben lebeg a
Hold felszine felett, ahol a g = 1,63 m/s>. Mekkora sebességgel bocsétja ki a rakéta a hajtéanya-
got, ha 2 kg/s sebességgel fogyasztja a fiitbanyagot?

Megoldés: A kezdeti 1épésben tételezziik fel, hogy a ¢ id6pillanatban az m rakéta v sebességgel
halad felfelé. Ekkor az impulzusa:
I =my (6.21.1)

A t+ At idGpillanatban a Am kidramlott gdzzal kevesebb — azaz m— Am —, sebessége Av-vel n
—azaz v+ Av. Ha kidraml6 gaz sebessége a rakétdhoz képest u — lefele iranyban —, akkor a Am
kiaramlott gaz sebessége az 4ll6 megfigyel6hoz képest: v—u. A t+ At idGpillanathoz tartozo
impulzus:

L =(m—Am)(v+Av)+ Am(v—u). (6.21.2)

A At alatti impulzusvaltozas:
Al =L -1, =mAv—ulAm. (6.21.3)
Az m tomeg( rakétdra hat6 erS: F = —mg. Igy az impulzus tétel értelmében:

Al Av  Am
F=-mg=—=0L-[=m——u——-m. 6.21.4
mE Ar 2 mAt “ At ( )
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Av Am
At At
gének idbbeli valtozdsat m(t) = my— ut (my a kezdeti tomeg), felirhato:

Felhasznélva a feladat szovegét, hogy a rakéta all, azaz = =0, = valamint a rakéta tome-

(mo— pr)g = pur), (6.21.5)

amelybdl

mo— it 3000—-2¢
T

Vildgos, hogy egyre kisebb kidramlasi sebességre van sziikség a csokkend tomeg miatt. A7 =0

idopillanatban u = 2445 m/s.

u(t) = g=1,63 (6.21.6)

6.22. Feladat: (HN 8B-41) A 130000 kg tomeg(i rakéta fiiggSlegesen helyezkedik el a kilovo-
allason.

(a) Mekkordnak kell lennie a hajtémiivek toléerejének ahhoz, hogy a rakéta 17 m/s? gyorsulds-
sal induljon felfelé?

(b) Hany kg/s a hajtéanyag fogyasztdas akkor, ha a hajtogiz rakétdhoz viszonyitott sebessége
2100 m/s?

Megoldas: Jeldlések: m = 130000 kg; a = 17 m/s? és u = 2100 m/s.
(a) Az indulas pillanataban
ma=F —mg (6.22.1)

a rakéta mozgasegyenlete. Innen a toléerd

F=m(a+g)=3,51-10°N. (6.22.2)

(b) Ez atolderd az u sebességgel kidaraml6 gz kovetkezménye, azaz

FAt = (Am)u, (6.22.3)
amelybdl a hajtéanyag fogyasztas
A F
2 L 1671k, (6.22.4)
At u

6.23. Feladat: (HN 8C-48) Egy fiiggdlegesen 16g6, m tomegi hajlékony / hossziisdgu lancot
allando v sebességgel engediink le az asztalra az B3. abran lathaté médon. Adjuk meg az i1d6

fliggvényében, hogy mekkora erdt fejt ki a lanc az asztalra!
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33. abra.

Megoldds: A hosszegységenkénti tomeget jeldlje A = 7; at id alatti stillyedés hossza x = vr. Igy
ennyi id6 alatt m(r) = A\x = vt tdmeg van az asztalon, amely

N, = ?vzg (6.23.1)
erdvel nyomja az asztalt. Ez az ébred6 er$ egyik része. A masik rész ahhoz kotddik, hogy a v
sebességll dx hossz megall. Ennek a hossznak az impulzusvaltozasa:

2

A= \dxv = ?vm p= #At. (6.23.2)
A megallitasbol eredé masik rész
Al my?
No=—=—. 6.23.3
2= T ( )
Az 0sszes erd tehat )
N="gd IV (6.23.4)

[ l

6.24. Feladat: (HN 9C-47) A Foldhoz viszonyitva v sebességii és idéegységenként j tomeget
szallité vizaram csapddik a turbinalapétra. Az {itk6zés hatdsdra a turbinalapat egyenesvonald
mozgasba kezd, mig a vizdram v/4 sebességgel visszafelé halad a Foldhoz képest.

(a) Mekkora sebességgel mozog a turbinalapat?

(b) Hatarozzuk meg v és y fiiggvényében, hogy mekkora er6é hat a mozgé lapatra?

Megoldas:
(a) Az u sebességgel mozgé turbinalapaton fordul meg a vizaram. Figyelembe véve a relativ

sebességeket fennall, hogy
1
v—u:u+Zv. (6.24.1)
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Innen a turbinalapat sebessége
u=—v. (6.24.2)
(b) Ha m tomegt viz fordul meg, akkor annak impulzusvaltozasa
5
Al =2m(v—u) = va. (6.24.3)

A Ar id6 alatt a turbinalapatra beérkez6 tomeg

v—u

m= ’uAtT’ (6.24.4)
amellyel az impulzusvéltozas
Al = i—;,uvAt. (6.24.5)
Az ébredd er6 Al 25
=X =t (6.24.6)

7. Feladatok a gravitasios ero6 targykorébol. Kepler torvényei

Centralis erotér. Potencialis energia

7.1. Feladat: (HN 16B-16) A "szinkron" miihold akkora sebességgel kering korpalyédn, hogy a
foldi megfigyeld szdmara nyugalomban 1évonek latszik.

(a) Magyarazzuk meg, miért csak az egyenlitd sikjdban 1év6 palyan lehetséges az ilyen mozgas!
(b) Hatdrozzuk meg a pdlya sugarat a Fold kdzéppontjatdl mérve!

(c) Hatarozzuk meg azt a legtavolabbi szélességi fokot, ahonnan ez a mihold a Foldrdl még
lathatd!

Megoldas: Jelolések: m a miihold tomege; M a Fold tomege; T a Fold forgdsanak periddus ideje;
R a miihold tdvolsaga a Fold kozéppontjatdl; Ry a Fold sugara.

(a) A kormozgés a Fold forgastengelye koriil kell torténjen, amelyhez kizardlag e tengelyre me-
roleges er6 sziikséges. A Fold a centruma felé vonzza a testeket. Az elsé feltétel csak akkor
teljestil, ha a test az Egyenlitén van.

(b) A miihold tn. geostaciondrius palydn kering, azaz szogsebessége megegyezik a Fold forgas-

hoz tart6z6 w = 27” szogsebességgel. A keringd mithold mozgasegyenlete

mM

2 _

(7.1.1)
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A szdgsebesség behelyettesitése és az egyenlet dtrendezése utdn az R sugar

MT?
R=\/ L5 =42170km. (7.1.2)
s

(c) Az szélesség kor, ahonnan a miihold még lathat6

R
cos&z%zO,lSll — 0=81,3" (7.1.3)

7.2. Feladat: (HN 16B-31) Egy nem forgé gomb alaku bolygd tomege M, sugara R. A bolygé
felszinérdl radialis irdnyban egy részecskét 16nek ki /vM /(2R) sebességgel. Szamitsuk ki mek-

kora tavolsigra jut el a részecske a bolygd kdzéppontjatol?

Megoldas: A mechanikai energia megmaradas tételét kell alkalmazni — figyelembe véve, hogy

az "eljutas" zérus pillanatnyi sebességet jelent —

I, mM mM

I Y = s (7.2.1)
ahol R" a kérdéses tavolsag. A sebesség behelyettesitése utan
4
R = §R. (7.2.2)

7.3. Feladat: (HN 16B-34) Jelolje M illetve R a Fold tomegét illetve sugarat.

(a) Mekkora az a minimadlis v, sebesség, amellyel az egyenliton fiiggdlegesen kil6tt test a Fold
felszinétdl éppen két foldsugarnyi magassagig emekedik? A Fold forgdsat és a 1égkori strlodast
ne vegyiik figyelembe.

(b) A Fold forgdsat is szamitasba véve, novekszik, csokken vagy valtozatlan marad-e az a, kér-

désre adott valasz szamértéke?

Megoldas:
(a) A mechanikai energia megmaradasanak tételét alkalmazva

mM 1 mM
—’}/T‘FEWZVS:—’Y?)—R (731)

egyenlet irhat6 fel, amelybdl a kérdezett sebesség:

4~vM
=4/ =— =9152m/s. 7.3.2
vo=4/3 % =9 s (71.3.2)
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(b) A Fold forgésa csokkenti ezt az értéket, mert a kinetikus energidban a sebesség négyzete van.
A forgdshoz tartoz6 v sebesség érintd irdnyu (a kilovésre mer6leges), amivel a kezdd sebesség

négyzete: vj+v; mindig nagyobb mint vg.

7.4. Feladat: (HN 16B-36) A Fold felszinén egy testet emeliink.

(a) Hatdrozzuk meg annak a munkénak a nagysdgat, amivel egy 100 kg tomeg(i hasznos terhet
1000 km-rel a Fold felszine felé lehet juttatni!

(b) Hatdrozzuk meg azt a tobbletmunkdt, ami ezen a szinten a hasznos teher korpélyara 4llitasa-

hoz sziikséges!

Megoldas: Adatok: v = 6,67 - 107" Nm?*/kg?; m = 100 kg; h = 1000 km. A Fold tomege:
M =6-10% kg; sugara: R=6,37-10° m.
(a) Az 4dltalunk végzett munka

R+h

R+h
mM mM mM mM
W = ——dr=|y—— =y —y——=1,42-10%]. 7.4.1

/R'yﬂr{fyr],e TR TRy (7.4.)

(b) Az R+h sugarnyi tavolsdgban keringés feltétele, hogy az

mM V?
= 7.4.2
7(R+h)2 mR+h ( )
fennélljon. E keringéshez tartozé tobblet energia
1 I mM
Epn=-mv* = —y——=2,7-10°].* 7.4.
kin zmv 2’7R+h ’ 0J ( 3)

* Megjegyzés: Tekintettel arra, hogy a Fold forog, és igy a rakéta nem &ll6 helyzetbdl indul,
ennél kisebb energidra van sziikség. Nem véletlen, hogy a kil6v6 dllomasokat az Egyenlitéhoz

kozel igyekeznek telepiteni.

pa

7.5. Feladat: (HN 16B-37) Mutassuk ki, hogy egy alland¢ stiriségii bolygé feliiletérdl a szokési

sebesség a bolygd sugardval ardnyos!

Megoldas: A gomb alaku bolygé térfogata:

(7.5.1)
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tomege:
4R?
M=o— T (1.5.2)
A szokéshez minimadlisan sziikséges kinetikus energia
3
1, mM  mp*®= 4R*m
— = = = 7.5.
SV =Y =, me— (7.5.3)

Egyszertsitések utén:

/8
V= g’yQﬂ'R, (7.5.4)

ami éppen a bizonyitand¢ allités.

7.6. Feladat: (HN 16C-47) * A B4. éabran l4thato kicsiny test és vékony rdd mindegyikének
tomege m. A pontszert test a rdd vonaldban fekszik. A test L tdvolsdgban van a 2L hosszisagu

rad végétdl. Mekkora a kicsiny m tomegi testre hat6 gravitacids erd?

—1—F 21—

. | e R P T e |
m m

34. abra.

Megoldas: A rud hosszegységnyi tomege A = 77, igy a dx hosszhoz tart6z6 dm tomeg
dm = \dx. (7.6.1)

Legyen a dm tomeg x tdvolsagra az m tomegd testt6l. A két test kozott hat6 eré nagysdga

d
dF =422 (7.6.2)
X
A teljes er6
3L 2 3L )
mAdx m 1 m
F: =YV— | —— =—-. 763
/L e 72L{ xL 312 (7.6:3)

7.7. Feladat: (HN 16C-58) Egy ember a Fold felszinén guggul6 helyzetbdl tomegkdzéppontjat
h magassdggal tudja emelni. Szamitsuk ki annak a legnagyobb (a Fold atlagstriségével azonos
siriségli) kisbolygénak a sugarat, amelyrdl ez az ember ugyanilyen sebességgel felugorva el-

szokhetne, azaz elhagyhatnd annak vonzaskorzetét.
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Megoldas: A h magassdgba ugré ember kezdGsebessége

v =1/2gh. (7.7.1)

A kisbolygd M tomege a p strliséggel és az R sugarral kifejezve

4R
M=o= T (7.7.2)

A kisbolygén v sebességgel felugré emberre a mechanikai energia megmaradas tételét alkalmaz-

zuk azzal az ismerettel, hogy a tdvolban a sebessége — igy a kinetikus energidja — zérus, masrészt

a tavoli pontban zérus a potencidlis energia. Felirhatjuk tehat, hogy

| M
Emvz—'ymT -0, (1.7.3)

amelybe a fenti tomeget behelyettesitve és az egyenltet a sugarra dtrendezve kapjuk:

R=/ 38h (7.7.4)
47v0

7.8. Feladat: * Az M tomeg( R sugaru bolygd egyenletes o tomegstiriségt.

(a) Hogyan valtozik az m tomeg( kicsiny testre hatd erd a bolygd belsejébe valé haladds sordn?

(b) Hogyan véltozik a potencidlis energia a bolygén beliil?

Megoldas:
(a) Ha az m test a bolygé belsejében, annak kozéppontjatdl r tavolsdgra van, akkor a gravitacios
erbhatdsba a bolygénak csak az r sugaron beliili része ad jarulékot. Ezért el6szor ezt a tomeget

kell kiszamolni. A bolyg6 siiriisége

M
= 5 7.8.1
0 R (7.8.1)
amelybdl az r sugarhoz tartozé M(r) tomeg
M 4, r
M(r) = %R%r gr 7T=Mﬁ. (7.8.2)
Mostmdr alkalmazni tudjuk a graviticids erStorvényt
3
mM(r)r mM s v rr
Fo"MOY__MYRE M T (7.8.3)
re-or reor Rr

azaz a kozépponttdl valo tavolsdaggal linedrisan valtozik. (Az r/r vektor a radidlis egységvektor.)

(b) A bolyg¢ felszinén a potencidlis energia végtelen tdvoli ponthoz képest

M
U,(R) = —’ymT. (7.8.4)
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Ehhez az értékhez képest az r sugarnyi tavolsagnal

1 1 21
U,(r)=U,(R) = / AmM L dr—{zfymMRJ = AmM e~ —ymM (7.8.5)

Igy az a gravitici6s potencidl az r pontban a végtelenhez képest

mM 1 1 mM
U=+ M s =57 g (80

Megjegyzés: Lathatd, hogy — taldn nem meglepd médon — a bolygé kozepén is véges a potencidlis
energia értéke
3 mM

7.9. Feladat: A VIFIZ nevd, R = 40020 km sugard és M = 6 - 10** kg toémeg( bolygé felszinétdl
R tavolsdgban v, sebességgel keringd (irhaj6 palydjardl letér és a bolygd felszinébe csapodik.
Mekkora a becsapédds sebessége? (7= 6,67 - 107! Nm?/kg?)

Megoldas: Az irhaj6é 2R sugaru keringésére érvényes, hogy

2
1%} mM
_— = _— . .1
m2R R (7.9.1)
ahonnan
— 792
sz ( )

Masrészt érvényes a mechanikai energia megmaradas tétele, az a kezdeti kinetikai és potencialis

energidk Osszege egyenld a végsd kinetikai és potencidlis energidk osszegével, azaz

1 N mM 1, mM
= =—my —y——. 7.9.3

Ebbdl €s a vy sebesség belyettesitével a becsapddasi sebesség

V= \/v0+27— \/ i 3535m/s. (7.9.4)

Kepler torvényei

7.10. Feladat: M tomegd csillag koriil m tomegli bolygd kering ellipszis palyan (- a csillag
rogzitettnek tekinthetd) a BY. abra szerint. Az ellipszis fél nagytengelyét jeloljik "a"-val. A
bolygé az Ry = R4 naptavolban (A) v, sebességgel halad.
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B Vo, M

35. abra.

(a) Mekkora a napkozeli (B) tdvolsag?
(b) Mekkora a bolyg6 sebessége?
(¢) Mekkora munkat végzett a gravitacids erdtér?

(d) Abrézolja grafikonon a potenciélis energia értékeket (A, B)!
Megoldas:
(a) Az ellipszisre nagytengelyére fenndll6 6sszefiiggés
Rp+Rs =2a, (7.10.1)
ahol Ry a napkozeli tdvolsagot jeloli. Innen ez a tdvolsag

Rp=2a—R,. (7.10.2)

(b) Centrélis er6térrol 1évén sz, fennall az impulzusmomentum megmaradas tétele, vagyis
mR4vy = mRgvp, (7.10.3)

ahol vg a B pontbeli (napkozeli) sebességet jeloli. Innen

RAVO RAV()

= = . 7.10.4
'8 RB ZQ—RA ( )
(c) Az er6tér altal végzett munka
1 2 1 2 1 2 szx
W = EmvB— Emvo = Emvo <m -1)>0. (7105)

(d) Az A és B pontokbeli potencidlis energia értékeket a BA. dbra mutatja.

8. Feladatok merev testek fizikajanak targykorébol

Forgatonyomaték, impulzusmomentum, impulzusmomentum tétel
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U,(r)

36. abra.

8.1. Feladat: (HN 10B-4) Egy F = fii+ f,j+ .k (f; =2 N; f, =3 N; £, =0N) er6 hat egy testre.
A test a z koordinatatengely mentén fekvo forgdstengellyel van rogzitve. Az erd az r =4i+5j+0k
(x=4 m; y=5 m; z=0 m) pontban tdimad. Hatdrozzuk meg a forgatonyomaték nagysagat és

iranyat!

Megoldas: A forgatonyomaték definicidja M =r X F szerint a

i j k
M=|x y z|=0fi—zf)i+G@fi—xf)i+xf-yf)k 8.1.1)
i L

determindns kiszdmolasat kell elvégezziik. A szdmszeri adatok behelyettesitésével forgatonyo-
maték vektor
M = 0i+0j+ 2k, (8.1.2)

azaz a vektor nagysdga 2 Nm, irdnya a z tengely irdnyitdsaval megegyezik.

8.2. Feladat: Egy "L" hosszisagu kotél végén 0,2 kg tomegi test fliggdleges sikban kormozgast
végez. A pdlya cstcsan a kor kozéppontjara vett perdiilet fele akkora, mint a pélya aljan, ahol a

tomeg kinetikus energidja 4 J. Mekkora az "L"?

Megoldas: Jelolések: m = 0,2 kg, E =4 J, valamint v, az also, v, a felsd pontbeli sebességek.

Mivel a pélya alsé pontjan ismerjiik a kinetikus energiat, igy az

1
E = —m? (8.2.1)
2
Osszefliggésbol az alséponti sebesség
2E
Ve=1/— =V40m/s = 6,32 m/s. (8.2.2)
m
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Az impulzusmomentum N = (L =)mvL definici6jabdl kovetkezik, hogy a felsd pontban tigy lehet

a fele az als6 impulzusmomentumnak, ha a felsGponti sebesség

Va

V= =v10m/s =3, 16m/s. (8.2.3)

A két sebesség valamint az alsé és felsd pontok magasssdga kozotti kapcsolatot a mechanikai

energia megmaraddsat kifejezd 0sszefiiggéssel teremthetjiik meg:

1 1
Emvz = Emvj% +mg-2L. (8.2.4)

Az alsé és felsé pontok kozotti tavolsag 2L. A behelyettesitések utan a kotél hossza

L=0,75m. (8.2.5)

8.3. Feladat: (HN 10C-48) A B7. abra egy G stlyu homogén hengerre fiiggdleges iranyban hato
F er6t mutat. A henger €s a feliiletek kozotti nyugalmi sirlédési egyiitthaté i = 0,5. Fejezziik

ki a G fiiggvényében azt a legnagyobb F erdt, amely még nem inditja meg a henger forgasat!

37. abra.

Megoldés: Jelolje N; a als6 érintkezési ponton felfele mutatd tdmaszerdt, Fy; a balrdl jobbra
mutatd surlédasi er6t ugyanitt. Legyen N, a falndl jobbrdl balra mutaté tdmaszerd, mig az itt

hat6 felfele mutat6 sirlédési erd Fy,. E mennyiségek kozotti kapcsolat

Fy = pNy (8.3.1)

F» = uN,. (8.3.2)
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A henger akkor van egyenstilyban, ha a hat6 er6k ereddje és forgatonyomatéka zérus. Azaz eldjel

helyesen — pozitiv az az erd, amely balrdl jobbra, illetve alulrdl felfele mutat — a fiiggdleges

irdnyban
0=F—-G+N,+Fy, (8.3.3)
a vizszintes irdnyban
0=F;—N,. (8.3.4)
A forgatényomatékra
0=FpR+F,R-FR (8.3.5)

A fenti 0t egyenletbdl kell az F erdt kifejezni. A (B310) és (8372) strlddasi erdk behelyettesité-

sével illetve az (R39) egyenletben az R-rel val6 egyszertisités utdn kapjuk:

0=F—-G+N,+uN,, (8.3.6)

a vizszintes irdnyban
0=uN;—N,. (8.3.7)

A forgatényomatékra
0=puN,+uN,—F (8.3.8)

A (B377) egyenletbdl N,-6t kifejezve és a (83-6) valamint a (R3-8) egyenletekbe helyettesitve

0=F-G+(1+ >N, (8.3.9)

0= pu(pu+1)N, - F (8.3.10)

addodik. Az N; eliminalasaval az F er6

+1
- M . (8.3.11)
2+ p+1
A 11 =0,5 behelyettesitési értékkel az F' erd maximalis értéke
F =0,375G. (8.3.12)

8.4. Feladat: (HN 13B-7) Homogén tomor henger csiszas nélkiil gordiil le az o szog alatt hajlo
lejtdn. Bizonyitsuk be, hogy a cstiszast gitlé nyugalmi tapadasi surlddasi egyiitthaté legkisebb

értéke tga/3 kell, hogy legyen! (A henger tehetetlenségi nyomatéka 6 = %mRz.)
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Megoldds: A hengerre az mg sulyerd, az N = mgcos « tdmaszerd és az F; tapadasi surlddasi erd

hat. A mozgésegyenletek a haladé mozgasra

ma =mgsina—F;, (8.4.1)
és a forgbmozgdsra
05 = FyR. (8.4.2)
A tiszta gordiilés feltétele az
a=Rg. (8.4.3)

Osszefiiggéssel fogalmazhaté meg. A harom egyenletbdl az F; er6 alakja

F="8200 (8.4.4)

1+ %=

Figyelembe véve, hogy a tapadési er6 maximalis, ha
F; = umgcos a, (8.4.5)

igy ezt behelyettesitve a minimalis ;. tapadési egyiitthatd értékére — felhaszndlva a tehetetlen-
ségi nyomaték kifejezését —
mgsin o tgf gl

mR2 3
9

" (8.4.6)

- (1+”’TR2)mgcosa 1+

adédik. Q.E.D.

8.5. Feladat: Egy tomor hengert és egy vékony fali csovet egyszerre engediink el egy adott
hajlasszog lejtd tetejérdl. Mindkét targy tisztdn gordiil.

(a) Hatarozza meg a henger tomegkoz€éppontjanak gyorsuldsat!

(b) Hatdrozza meg a cs6 tomegkozéppontjanak gyorsuldsat!

(c) Milyen messze gurul el a cs6, mig a henger s, utat tesz meg?

Megoldas: Jelolje o a lejtd hajlasszogét, 6, a henger és 0, a cs6 tehetetlenségi nyomatékat, F; a
tapadasi surlédasi er6t. Az m és R a gordiild test tomege és sugara. (0, = %mRz; 0., = mR?)

A lejtdén legordiild test mozgasegyenlete a haladomozgésra
ma =mgsina—Fy, (8.5.1)
és a forgémozgasra — 6 a gordiils test tehetetlenségi nyomatéka —
05 = FyR. (8.5.2)
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A tiszta gordiilés feltétele az
a=Rp.

Osszefiiggéssel fogalmazhaté meg. E harom egyenletbdl a gyorsulds

a= 7 gsina.
R2
(a) A henger gyorsuldsa
. 2 .
ap = -gsina = —gsina.
m+ 3
(b) A cs6 gyorsuldsa
m ) .
Aes = —gsina = —gsina.
m+ 23 2

(c) A henger az s, utat

id06 alatt teszi meg. Ezalatt a cs6

1 I 2s, 3
— 2 _ —
Ses = =Aest” = =y = —5Sp

utat tesz meg.

(8.5.3)

(8.5.4)

(8.5.5)

(8.5.6)

(8.5.7)

(8.5.8)

8.6. Feladat: Egy jojo kiilsd R sugara tizszerese belsd r sugardnak. A jojé orsdja koriili tehe-

tetlenségi nyomatéka jo kozelitéssel 6 = %mRz, ahol m a joj6 teljes tomege. A fondl vége nem

mozog.
(a) Szamitsa ki a jojé tomegkodzéppontjanak gyorsuldsat!

(b) Hatdrozza meg a fondlban ébredd er6t!

Megoldas: Jelolés: a kotélers K és r=R/10.

(a) A joj6 tomegkozéppontja koriili forgdsra vonatkozé mozgasegyenlet

03 =Kr,

(8.6.1)

azaz a kotélerd hozza 1étre a [ szoggyorsuldsu forgast. A haladé mozgasra felirhatd, hogy

ma=mg—K.
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A halad¢ és forgémozgas kozotti kapcsolat (tiszta gordiilés)

A hérom egyenletbdl a gyorsulas

(b) A kotélers

(8.6.3)

(8.6.4)

(8.6.5)

8.7. Feladat: Egy elhanyagolhaté tomegl merev rddra harom pontszeri testet erdsitettek. Az

egyik végén csapagyazott rid fiiggbleges sikban lenghet.

(a) Mekkora a tehetetlenségi nyomaték a csapagyra nézve?

(b) Mekkora lesz az also6 test sebessége a rad fiiggdleges helyzeten valé dthaladdsakor, ha a BR.

abran lathato helyzetbdl kezddsebesség nélkiil elengedjiik?

38. abra.

Megoldas:

(a) A felftiggesztési pontra vonatkozo6 tehetetlenségi nyomaték:

0= mi} =2mb*+3m(2b)* +m(3b)* = 23mb’.

(b) A testek helyzeti energidjanak 0sszes megvaltozasa:

AE, =2mgb+3mg-2b+mg-3b = 11mgb.

E helyzeti energiavéltozds alakul forgdsi energidva:
AE, = L2
h = 2 w,
amelybdl behelyettesités utdn a szogsebességre kapjuk:
[22g
w=1]/—.
23b

2014. december 8.

(8.7.1)

(8.7.2)

(8.7.3)

(8.7.4)

109


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

Az m tomegl test sebessége az alsd pontban:
22gb
v=Rw=3bw=3\/2—§. (8.7.5)

8.8. Feladat: Homogén tomor tarcsa sugara 6 cm, tomege 1,5 kg. Nyugalombdl indul a motor
altal kifejtett 0,6 Nm forgatonyomaték hatdsara. Mennyi id6 alatt éri el az 1200 1/perc fordulat-

p 1
szdmot? (0 = ymr?)

Megoldas: Jelolések: r=6cm =0,06 m, m=1,5kg, M =0,6 Nm és f =1200 1/perc = 20 1/s.
A forgémozgés alapegyenlete szerint

0=M, (8.8.1)
ahonnan a 3 szoggyorsulas
M 2M
B= 5= 222,21/ (8.8.2)

A szogsebesség és a fordulatszam kozotti Osszefiiggés
w=2nf, (8.8.3)

masrészt
w=pt. (8.8.4)

A kérdéses fordulatszam eléréséhez sziikséges 1d6

2
=2 _ 0 565s. (8.8.5)

ol
g B

=

8.9. Feladat: Egy r =20 cm "tehetetlenségi" sugard, m = 40 kg tomegii kerék sugara R =30 cm.

Az R sugarhoz tartozé keréktomeget hanyagoljuk el.) Fiigg6legesen helyeztiik egy vizszintes

s

tengelyre. Egy M = 2.0 kg tomegl testet erdsitettiink a szélére tekert kotélre a BY. é4branak
megfeleléen. Hatdrozza meg a kerék elengedés utani kezdeti szoggyorsuldsat! (A kerékre: 6 =

mr?.)
Megoldas: Jelolés: a kotelben ébredd erd K. A kerék forgdmozgasara felirhatjuk, hogy
08 =KR, (8.9.1)
mig az m tomegi test haladé mozgasara
Ma=Mg—-K. (8.9.2)
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39. abra.

A tiszta gordiilés feltétele, hogy
a=Rp. (8.9.3)
E hiarom egyenletbdl a kiszamolt szoggyorsulas

_ MgR  MgR
T O+MR2 mri+MR?

B =3,371/s°. (8.9.4)

8.10. Feladat: Egy lendkerék fordulatszama 60 rad/s-r6l 180 rad/s-ra novekedett a rajta tortént
100 J munkavégzés kovetkeztében.

(a) Mekkora a tehetetlenségi nyomatéka?

(b) Ezt kovetSen egy 3-szor nagyobb tehetetlenségi nyomatéku all6 kereket nyomunk a lendke-

rékhez. Mekkora lesz a kialakul6 kozos fordulatszam?

Megoldas: a, A végzett munka a kinetikus energiat véltoztatja meg, azaz

1 1
W= zewg—zewf, (8.10.1)
ahol w; a kezdeti, w, a végsd szogsebesség, f a tehetetlenségi nyomaték. Innen a tehetetlenségi
nyomaték
2W 5
0= ——— =0,00694kgm". (8.10.2)
Wy —Wj

b, Az impulzusmomentum megmaraddsa miatt
Ow, = (0+36), (8.10.3)

amelybdl
1
W= qwr= 45rad/s. (8.10.4)
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8.11. Feladat: Egy m tomeg(, 0 = %mR2 tehetetlenségi nyomatéku kereket wy szogsebességgel
megforgatunk és zérus kezddsebességgel a i surlddasi egyiitthatdju talajra enged;jiik.
(a) Mennyi id6 mulva fog tisztdn gordiilni a kerék?

(b) Mekkora utat tesz meg ekdzben?

Megoldas:
(a) A kerék és a talaj kozott €bredd pumg strlédasi er6 kezdi haladé (transzlaciés) mozgasa-
ban gyorsitani a kereket, masrészt az surlédasi erd miatt ébredd forgatonyomaték fékezi forgd

(rotaciés) mozgasdban. A kerék haladé mozgdsara érvényes dinamikai egyenlet
ma = mg, (8.11.1)

ahol a poziztiv elgjel a sebesség ndovekedését fejezi ki. Mig a forgdmozgésra felirhaté egyenlet

— a forgdmozgds alapegyenlete — a
068 =M =—umgR, (8.11.2)

ahol a negativ elgjel azt fejezi ki, hogy a surlédasi erd 4ltal 1étrehozott forgatbnyomaték csok-

kenti a szogsebességet. Ezekbdl a kerék a gyorsuldsa és (5 szoggyorsuldsa

a=ug (8.11.3)
és R
ﬁ:—%. (8.11.4)
A v(t) sebesség és az w(t) szogsebesség egyszerlien
v(t) = pgt (8.11.5)
és R
w(t) = wo— %t. (8.11.6)
A tiszta gordiilés feltétele, hogy az
v(t) = Rw(t) (8.11.7)
feltétel teljesiiljon, azaz
R
Lugt =R (wo—%t). (8.11.8)
A 0 behelyettesitésével a kérdezett eltelt id6
R
= 0 (8.11.9)
3ug
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(b) Az ekdzben megtett Ut

§s=—at"=—ug =— . (8.11.10)

8.12. Feladat: A BE0. 4bran l4thaté médon az m tomegi 0 = %mR2 tehetetlenségi nyomatéku
korongot egy lejton & magassdgban elengediink. A lejt6 tapadasi surlodasi egyiitthatéja p 0,
ezért a korong itt tisztdn gordiil. A pdlya masodik fele viszont stirléddsmentes.

(a) Mekkora sebessége és szogsebessége van a korongnak a lejt6 aljan?

(b) Milyen &' magasra megy fel a strléddsmentes emelked6n a korong?

(c) Mennyi a lejté tetején a korong impulzus momentuma?

40. abra.

Megoldas:
(a) A korong a lejtdn tisztan gordiil, ezért sebesség €s szogsebesség kozott fenn dll a v=Rw. A

mechanikai energia megmaradds tétele miatt:
h=m? e tou? (8.12.1)
m = —my —bw. i N
S1=™ T

A két 0sszefliggés segitségével kifejezhets a sebesség

4
v=y/5eh (8.12.2)
és
1 /4
=—1/=gh. 12,
W= 3gh (8.12.3)

(b) A lejtd jobb oldala strléddsmentes, ami azt jelenti, hogy a test a lejton felszalad /4’ és ott egy
helyben forog w szogsebességgel. Azaz transzlacios kinetikus energidja alakul csak 4t helyzeti
energiava:

1
mgh’ = Emvz. (8.12.4)
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Innen az emelkedés magassaga

2
W= §h (8.12.5)

(c) A lejtd tetején forgd korong az impulzusmomentuma:

1 1 /4 gh
N =0w=—-mR>=/ —gh=mR| . 8.12.6
WERME R ST ( )

8.13. Feladat: Egy R =10 cm sugard, m = 1 kg tomegii tomor korong (0 = %mRz) tisztan
legordiil egy h = 0,3 m magassagu lejtds palyan. A lejt6 aljan nekilitkozik a E1l. dbran lathatéd
fékez6rugonak, amelynek iitkozdje és a pélya ezen szakasza surléddsmentes. A k =400 N/m
rugddllanddju rugé nyugalmi hossza [y = 20 cm.

(a) Mekkora a korong sebessége €s szogsebessége a lejtd aljan?

(b) Mekkora a korong impulzusmomentuma a rugé dsszenyomodésa utdn?

(c) Mennyivel nyomédott 6ssze a rugd?

R, m

| u=0
41. abra.

Megoldas:
(a) A korong a lejtdn tisztdn gordiil, ezért sebesség és szogsebesség kozott fenn dll a v=Rw. A

mechnikai energia megmaradas tétele miatt:
h=2m? 4 Lo (8.13.1)
mgh=—-mv~+—-0w". A3.
8= TS

A két Osszefiiggés segitségével kifejezhetd a sebesség

[4
V= ggh = 2m/s (8.13.2)
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1 /4
w=o ggh=20rad/s. (8.13.3)

(b) A lejt6 jobb oldala sirléddsmentes, ami azt jelenti, hogy a test a rugdt 6sszenyomja és ott

egyhelyben forog w szdgsebességgel:

1 1[4 h
N:GW:EmRzl—eq/ggh:mR\/%:O,Ikg m?/s. (8.13.4)

(c) A fentiek szerint a transzl4cios kinetikus energidja alakul csak at rugalmas energidva:

1 1
Emvz = Ek(zo—l)z. (8.13.5)

Innen az 6sszenyomddas mértéke:
[mv?
A=l—-1l= T:O,lm. (8.13.6)

8.14. Feladat: Egy R sugard, m tomegl homogén tomegeloszl4si nem forgd kereket tengelyre
merdlegesen vy sebességgel meglokiink és a p sirlodasi egylitthatéja talajra engedjiik. A kerék
tehetetlenségi nyomatéka 6 = 1 mR>.

(a) Mennyi 1d6 mulva fog tisztan gordiilni a kerék?

(b) Mekkora utat tesz meg ekdzben?

Megoldas:
(a) A kereket a talajra engedve a vy sebességgel ellentétes F; = —umg sirlédasi erd hat, amely
egyrészt csokkenti a sebességet, médsrészt a kerék kozéppontjara forgatonyomatékot ad, amely a

kereket forgasba hozza. A transzlaciéra vonatkoz6 mozgasegyenlet

ma = F; =—pumg, (8.14.1)
amelybdl a gyorsulds
a=-—/g. (8.14.2)
Igy a kerék sebessége a
v(t) =vo—pugt (8.14.3)

fliggvény szerint véltozik. A forgémozgdasra a forgdmozgas alapegyenlete irhat6 fel, amely —

figyelembe véve a forgatonyomaték el6jelét —
05 = umgR. (8.14.4)
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A tehetetlenségi nyomaték behelyettesitésével, valamint az egyenlet rendezésével a szoggyorsu-

l4s 5
KE
=_—2. 8.14.5
B R ( )
A kerék szogsebessége az
2
w(t) = %r (8.14.6)

fliggvény szerint véltozik. A tiszta gordiilés feltétele, hogy a

v(t) = Rw(t) (8.14.7)
Osszefiiggés teljesiiljon, azaz a
_ 218

fennélljon. EbbdI a tiszta gordiilésig eltelt idot kifejezve kapjuk, hogy

r=0 (8.14.9)
3ug
(b) A megtett tt az
1
s = vot+§at2 (8.14.10)
négyzetes Uttdrvénybe helyettesitve
5 2
s= 200 (8.14.11)
18 pig

8.15. Feladat: ** A m tomeg( R sugari homogén korongot forgastengelye koriil w, szogsebes-
séggel megforgatunk, majd lapjdval — a tengely merdleges a feliiletre — a sik asztalra helyez-
ziik. A korong és asztal kozott p sirlédasi tényezd van. Feltételezve, hogy korong egyenletesen
nyomja az asztalt, mennyi id6 mulva all meg a korong? (A korong tehetetlenségi nyomatéka
0 = YmR*>)

Megoldas: A feladat megolddsdnak kulcsa az eredd forgatonyomaték kiszdmoldsa. Vezessiik be

a feliileti tomegstriiséget, amely
m

=—. 8.15.1
= e ( )
A korongbdl tekintsiink egy r sugaru dr szélességii korgytriit. Ennek tomege
dm=n2rndr. (8.15.2)
A korgytir( érint6je mentén ébredd dF; strlddési erd

dF, = ndmg, (8.15.3)

2014. december 8. 116


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

amely er6 a korgylirt kozéppontjara vonatkoztatva
dM = pdmgr = 2mpmgridr (8.15.4)

forgatonyomatékot hoz létre. A korongra hat6 teljes forgatonyomaték

R
2 2
M =/ 2rpmgridr = ?W,tng3 = §ung. (8.15.5)
0
Felirva a forgémozgas alapegyenletét
2
06 =M = g,ung (8.15.6)
a szogsebesség kiszamolhato:
4 pg
=-—. 8.15.7
B=3% (8.15.7)
A megéllasig eltelt id6
3 woR
=20 o 2202 (8.15.8)
B4 ug

Impulzusmomentum megmaradasa

8.16. Feladat: (HN 12B-28) A B2. &4bran lathat6 két tomor tarcsa sugara R, egyik tomeg m,
a masiké 3m. A bemutatott médon strlédadsmentes csapdgyazdssal kozos tengelyre vannak sze-
relve. A felsé tarcsdnak w, kezd6 szogsebességet adunk, majd nagyon kis magassigbodl raejtjiik
a kezdetben nyugalomban 1év6 alsé tarcsara. A tarcsak — a kozottiik fellépd strlddas hatdsara
— végiil kozos w szogsebességgel egyiitt forognak.

(a) A megadott mennyiségekkel fejezziik ki a végsd w szogsebességet, és

(b) a tarcsdk egymason valo surlddédsa kozben végzett munkat!

(c) Mi lenne az egyenesvonald analogonja ennek a forgasi "iitkozésnek"?

Megoldas:
(a) Kiilsd forgatonyomatékok hidnydban az impulzusmomentum megmaradés tételét alkalmaz-

hatjuk. Kezdetben a 3m tomegt test forog wy szogsebességgel. Az impulzusmomentum
1
Ny = O30 = 53mR2w0, (8.16.1)

ahol 65,, a 3m tomeg test tehetetlenségi nyomatéka. Az Osszetapadds utdn egyiitt forog a két

test, az egyiittes impulzusmomentum

1 1
Ny = Op+ 03w = (EmRZJr E3mR2)w, (8.16.2)
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42. abra.

ahol 6,, az m tomeg( test tehetetlenségi nyomatéka. Mivel N| = N,, igy

1 1 1
§3mR2w0 = (EmR2 + 53mR2)w,

amelybdl

(b) A kezdeti kinetikus energia

1 1 3
E| = ~03,w = - 3mR*wy = ~mR*wy],

4

mig az 0sszetapadas utin

1 1 9
E, = §(9m+93m)w2 = 4—14mR2(,u2 = 1—6mR2w(2).

A két energia kiilonbsége, amennyi a belsd energidt noveli:

3 9 3
AE =E,—E, = ~mR*w} — —mR*wj = —mR*wj;.

4 16

(8.16.3)

(8.16.4)

(8.16.5)

(8.16.6)

(8.16.7)

(c) Az egyenesvonali analogon: a 3m tomeg( v, sebességi test iitkozése a nyugvé m tomegl

testtel. Ekkor a kozos sebesség:
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8.17. Feladat: (HN 12C-50) A B3. 4bra egy ry sugard korpalyan v, sebességgel vizszintes
surléddsmentes feliileten mozgd m tomeg( testet mutat. A testre rogzitett és kicsiny lyukon
atvezetett fondl biztositja a centripetélis er6t. Most a fonalat lassan hiizzuk ugy, hogy a test az
ro/2 sugard korpdlydra keriiljon. Szdmitsuk ki az m, az ry és v, fiiggvényében

(a) atest végsd sebességét és

(b) a fondl 0j helyzetve hizasa sordn végzett munkét!

(c) Mutassuk meg, hogy a végzett munka egyenld a test kinetikus energidjanak megvaltozasaval!

43. abra.

Megoldas:
(a) Mivel jelen esetben a mozgds sordn mindvégig a kotélerd sugdrirdnyd, azaz centrélis, igy az
impulzusmomentum megmaraddsanak tétele alkamazhat6
r
mvyrg :mvao. (8.17.1)
Ebbdl a test végsd sebessége

v=2vp. (8.17.2)

(b) A munka kiszdmolasdhoz el8szor a K kotélerdt egy kozbensd r sugaru pélyara kell megadni.

Ehhez egyrészt tjra alkalmazni kell az impulzusmomentum megmaradasdnak tételét
Mmvory = MVr, (8.17.3)

masrészt fel kell irni a korpalyan valé mozgdasra a

V2

K=m— (8.17.4)
r

mozgdasegyenletet. E kett6bdl az origé felé mutaté K kotélerd
K=m—/. (8.17.5)
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A végzett munka — figyelembe véve az erd és a radidlis egységvektor ellentétes irdnyat —

/2 2,2 1 1 ro/2 3
W= —/r0 m%dr = Emvérﬁ lﬁ} . = Emv(z). (8.17.6)

(c) A kinetikus energia megvaltozdsa

1 1 3
AEy = 3m(2vo)’ = smvy = Smvg =W, (8.17.7)

ahogy annak lennie is kell.

Forgasi energia

8.18. Feladat: Az L hosszusagu m tomeg( rud fiigg6legesen all, az alsé pontja surléddsmen-
tes csapaggyal csatlakozik a talajhoz. Az egyenstilyi helyzetbdl kimozdul €és a talajba csapodik.
Mekkora a rud szogsebessége a becsapddas pillanatdban? A rud tehetetlenségi nyomatéka a riud

végére vonatkoztatva 6 = zmL>.

Megoldas: A talajszintet vdlasztva a potencidlis energia zérus pontjdnak a rid — a rid tomeg-

kozéppontjadnak — potencidlis energidja all6 helyzetben

L
E,,1=mg§, (8.18.1)
mig a fekv6 helyzetben
E,=0. (8.18.2)
A kezdeti kinetikus energia
E, =0, (8.18.3)
mig a végsd kinetikus energia a forgdsbdl szarmazo
1
Ep = zewz. (8.18.4)
A mechanikai energiamegmaradas tételét alkalmazva (E,; + Ey = E,;» + Ey») kapjuk, hogy
L 1
== 0w’ 18.
mg ) w (8.18.5)

A tehetetlenségi nyomaték behelyettesitése és az egyenlet rendezése utdn a szogsebességre

3g
—./28 18.
w i (8.18.6)

adodik.
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8.19. Feladat: * Az L szdrhosszusagu, szaranként m tomeg( 1étra egyik 14ba a falndl 4ll, mig
a masik ldba surléddsmentesen csiszhat a vizszintes talajon. A kezdetben 2« szdgre szétnyitott
létra széra csuszik, és a 1étra teljesen szétnyilva a talajba csapodik. Mekkora a létra szdrainak
szogsebessége a becsapodds pillanatdban? (A rug végpontjira vett tehetetlenségi nyomatéka

imL2)

Megoldds: A létra a becsapddas pillanatdban csak forgémozgast végez. Ez belathatd, ha vé-
giggondoljuk a kovetkez6t. Ha a 1étra csticsa — a két szdr taldlkozdsi pontja — v, sebességgel
halad, akkor csusz6 talppont sebessége 2v,. A csucspont a becsapddds pillanatdban csak fiig-
gbleges mozgast végez (v, = 0), igy a csuszo talppont sebessége ugyancsak zérus. Azaz a létra
egyetlen pontja sem végez haladé mozgast. A kezdeti helyzeti energia alakul at forgasi energi-
ava:

L 1
2mg§ 008@225&02. (8.19.1)

Egyszerlsités és atrendezés utdn mindkét rud szogsebessége

38
—. .19.2
w 7 (8.19.2)

8.20. Feladat: * A h magassagu toronyugréd a pallé szélén 4ll és 0sszegornyedés nélkiill —
merev radként — a vizbe fordul. (A laba a pallén nem csuszik meg a dolés sordan.) Mekkora

sz0gnél valik el a pall6tol?

Megoldas: Jelolje « azt a fliggdlegessel bezart szoget, amelynél éppen elvélik a pall6tdl a to-
ronyugré ldba. Els6 1épésként szamitsuk ki mekkora ebben a pillanatban a szogsebessége. A

pall6 szintjét tekintve a potencidlis energia zérus pontjdnak a kezdeti helyzeti energia

L
E, = mg=, (8.20.1)
mig a dolt helyzetben
L
E, =mgz cos . (8.20.2)
A kezdeti kinetikus energia
En =0, (8.20.3)

mig az elvalds pillanatdhoz tartoz6 forgdsbdl szarmazo kinetikus energia
1, o
Epn= Eéw . (8.20.4)
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A mechanikai energiamegmaradas tételét alkalmazva (E,; + Ey = E,;» + Ey2) kapjuk, hogy
L L 1,
= = mo— + -0, 20.
mg> mgzcosa 29w (8.20.5)

A tehetetlenségi nyomaték behelyettesitése €s az egyenlet rendezése utdn a szogsebességre azt

w= \/%g(l—cosoz). (8.20.6)

A rid tomegkdzéppontjanak sebessége

L /3
= Ew = ZgL(l —Ccosq). (8.20.7)

Az elviélés pillanatdban — egyetlen er6ként — az mg suilyerd rudirdnyu (radialis) komponense

kapjuk, hogy

hat és tartja korpalyén a rad tomegkozéppontjat, azaz

2

)

A sebesség behelyettesitése és az egyszeriisitések utan

<

m

= mgcosq. (8.20.8)

~
Ny

3
cosa = 7 (8.20.9)

adédik, amelybdl az elvélds pillanatdhoz tartozé szog o = 64,62°.

9. Feladatok a rezgomozgas és a mechanikai hullamok targy-
korébol

Harmonikus rezgomozgas

9.1. Feladat: (HN 15A-1) 20 g tomegii részecske harmonikus rezgdmozgast végez 3 rez-
gés/masodperc frekvencidval €s 5 cm amplitidoval.

(a) Mekkora teljes tavolsdgot fut be a részecske egy teljes periddus folyaméan?

(b) Mekkora a legnagyobb sebessége? Hol 1ép ez fel?

(c) Hatarozzuk meg a részecske legnagyobb gyorsuldsit! Hol 1ép fel a mozgds sordn a legna-

gyobb gyorsulas?

Megoldas: Jelolések: m =20 g=0,02kg, f=3 1/sés A=5 cm = 0,05 m. A rezgés korfrekven-
cidjjaw=27f=18,85 1/s.
(a) Egy teljes periddus alatt 4-szer futja be az amplitddonyi kitérést, igy a megtett tt

s=4A=20cm=0,2m. (9.1.1)
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(b) A sebesség maximalis értéke
Vinax = Aw = 0,94 m/s. (9.1.2)

Ezt az egyensiilyi helyzeten val6 dthaladdskor éri el a részecske.

(c) A gyorsulds maximalis értéke
Apax = Aw? = 17,77 m/s>. (9.1.3)

Ezt a maximadlis kitérésii helyeken valé dthaladdskor €éri el a részecske.

9.2. Feladat: Pontszerlinek tekinthetd 1 kg tomegt testre F' = —Dx alaku rugalmas erd hat. A
rugddllandé D = 0,25 N/cm. A t = 0 pillanatban a kitérés 20 cm, a sebesség 2,83 m/s. Mekkora

a rezgés amplitadoja?

Megoldas: Jelolések: m = 1 kg, a t =0 pillanathoz tartoz6 kitérés és sebesség értékek y, =20 cm

és vg=2,83 m/s.
A rezgés korfrekvencidja
/D
w=4/—=51/s. 9.2.1)
m
y(t) = Asin(wt + ), (9.2.2)

A rezgés kitérése €s sebessége

v(t) = Awcos (Wt + ), (9.2.3)

ahol A az amplitrddé és ¢ a kezd6fazis. A ¢ = 0 pillanatra
Yo =Asing, (9.2.4)

Vo =AwCos . (9.2.5)

E két egyenletbdl behelyettesités utan az amplitid6

2 2+ 2
A= VI 6. (9.2.6)

w

9.3. Feladat: A 4 N/m rugdéllandé6ji rugéra egy 0,8 kg tomeg testet fiiggesztiink. Nyugalmi
helyzetébdl 12 cm-t kitéritjiik és itt 0,4 m/s kezddsebességgel inditva harmonikus rezgémoz-

gasba hozzuk. Mézbe meritve megdll a test. Mekkora a surlédds altal disszipalt mechanikai
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energia?

Megoldas: Jelolések: k=4 N/m, m=0,8kg, x=12cm =0,12m és v=0,4 m/s.
A mozgas kezdetén a teljes mechanika energia a rugalmas energidbdl és a mozgasi energiabol
all . .

Epech = 5kx2+ Emv2 =0,09287. (9.3.1)
Mivel a text megdll és a kitérése zérus lesz, igy €ppen ennyi a strlédas kdvetkeztében disszipalt

("szétszort") mechanikai energia.

9.4. Feladat: Mutassa meg, hogy a F' = —kx rugalmas erejli rugéra akasztott m tomegl test g

homogén nehézségi er6térben harmonikus rezgémozgést végez!

Megoldas: Forditsuk lefelé az y tengely irdnyitasat. Tegyiik a rugd végére a testet és engedjiik
megnyulni y hosszal, amig el nem éri az egyensilyi (gyorsuldsmentes) helyzetét. Ekkor érvé-
nyes, hogy

0=mg—ky. 9.4.1)

Ezt kovetéen hizzuk lejjebb tovabbi x tdvolsdggal, aminek kovetkeztében, ha elengedjiik, a test

gyorsulni fog. Az erre a helyzetre felirhaté mozgésegyenlet
ma =mg—k(x+Yy). (94.2)
Figyelembe az ezt megel6z6 egyenletet végiil az
ma = —kx (9.4.3)

egyenletre jutunk, amely éppen a harmonikus rezgémozgés differencidlegyenlete.
Megjegyzés: A megoldasbol az is kiolvashatd, hogy egyrészt a rezgés az egyensulyi helyzet koriil

jOn létre, masrészt a homogén nehézségi erdtér jelenléte ellenére a mozgas harmonikus.

9.5. Feladat: Egy harmonikus rezg8mozgdst végzd test legnagyobb gyorsuldsa 87 m/s?, legna-
gyobb sebessége 1,6 m/s.
(a) Hatdrozza meg a rezgésid6t és az amplitudét!

(b) Mennyi a rezgés 0sszenergidja?

Megoldas:

(a) A maximalis gyorsulés illetve sebesség

e = AW? (9.5.1)
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illetve
Vinar = Aw, (9.5.2)
ahol A az amplitidd, w a korfrekvencia. E két egyenletbdl
max 8
w=2max O _ 15 7radls (9.5.3)
Vmax 176
és )
2,56
A= lmax _ 290 0 1m (9.5.4)
Amax 8T
A rezgésido
2
7="r0,4s. (9.5.5)
w

(b) Jelolje m a tomeget kg-ban. A rezgés teljes energidja

1
E=-mv? _=1,28ml. (9.5.6)

2 max

Megjegyzés: Lathat6, hogy a kinematikai adatok 6nmagukban nem elegek a dinamikai mennyi-

ségek meghatdrozdasahoz!

9.6. Feladat: Két, azonos amplitiddju rezgés, melyek frekvencidja v, =40 Hz és v, = 60 Hz,
egyszerre kezdi meg rezgését az egyensulyi helyzetb6l. Mikor lesz legeldszor ismét azonos a
kitérésiik?

Megoldés: A rezgések kitérését az y(t) = Asin2nv ¢ illetve y() = Asin2nv,t alakba irjuk fel. Az

elsé taldlkozasi id6 a kettd egyenldségébdl szamolhatd
Asin2my it = Asin2mi,t. (9.6.1)

Az egyenletet dtrendezve és a szogek szinusza kiillonbségére vonatkoz6 0sszefiiggést alkalmazva

) driy—2
0 = sin 27yt — A sin 27,1 = 2.¢0s 7”’22 ™ 4 sin 7”’22 ™, 9.6.2)

irhat6. Leghamarabb akkor teljesiil az egyenldség, ha

2y +2
cos wt -0, (9.6.3)
azaz ) 5
TV + 2TV s
—_— = —. 9.6.4
5 > ( )
Innen az elsd taldlkozas id6pontja
1
t=———=0,005s. 9.6.5
Qv 0 ©.6.5)
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9.7. Feladat: (HN 15A-19) Hatdrozzuk meg a 2,3 m hosszu fonalinga
(a) frekvencidjat és

(b) lengésidejét a Hold felszinén, ahol a gravitdciétdl szarmazé nehézségi gyorsulds 1,67 m/s>.

Megoldas:
(a) A kitéritett inga palyagorbéje kor. A g nehézségi gyorsuldsu erdtérben o szoggel kitéritett /
hosszusédgu fondlingdn az m tomeg( testet a testre haté gravitacids erdnek a palyagorbe érintdje

irdnyédba es6 er6komponense fogja az egyensulyi irdnyba mozgatni. A mozgasegyenlet
ma, =—mgsina, (9.7.1)

ahol a tangencidlis (érint6 irdnyd) gyorsulds, a negativ eldjel pedig arra utal, hogy a novekvd

szogekkel ellentétes iranyu az er6komponens. A tangencialis gyorsulds
a=1p=Ilqa, 9.7.2)

ahol 3 = d a szoggyorsulds. Igy az
la =—gsina, (9.7.3)

differencial egyenlet kaphat6. Ez az egyenlet kis szdgekre — ha o << 5°, akkor sina ~ a — a

harmonikus rezgdmozgés differencidlegyenletébe megy 4t, azaz

la=—ga. 9.7.4)
Innen az inga korfrekvencidja
w= % 9.7.5)
A frekvencia
f= % - % % =0,1351/s. (9.7.6)
(b) A periédusidd
T = % =7,4s. (9.7.7)

9.8. Feladat: A foldi Egyenliton egy zart épiiletben egy fonalinga segitségével hogyan éllapita-
nank meg, hogy a Hold felettiink vagy a Fold tilsé oldaldn van?

Megoldas: Ha a Hold a Fold tils6 oldaldn van, akkor a Holdt6l szdrmazé vonzé kolcsonha-

tas hozzdad6dva a Foldéhez a g nehézségi gyorsuldsnal nagyobb g’ értékkel kell szdmolni. Igy
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a kialakul6 rezgés w’ korfrekvencidja nagyobb mint az az w, amely csak a Fold hatasat veszi

w’:\/% > w:\/% 9.8.1)

Ennek megfeleléen a peridédusidGkre az all fenn, hogy 77 < T.

figyelembe:

9.9. Feladat: (HN 15A-20) Egy vil4gitétorony ldtogatja meg akarja mérni a torony magassa-
git. Van ndla egy orso6 cérna, erre kis kavicsot kot, és a torony spirdl-lépcséhazanak kozepén —

mint fondlingét — lel6gatja. A lengésid6 9,4 s. Milyen magas a torony?

Megoldas: A fondlinga w korfrekvencidja az [ fondlhosszal és a g nehézségi gyorsuldssal

w=y/=. (9.9.1)

2 I
T="_ 27r\/j. (9.9.2)
w g

Innen az inga hossza, ami most a torony 4 magassdga is egyben

A T periédusidd

TZ
h=l= 5g=2238m. (9.9.3)
s

9.10. Feladat: (HN 15B-26) Vékony, 20 cm sugaru karikat vizszintesen 4116 késélre helyeziink
a B4. dbra szerint ugy, hogy fizikai ingaként a karika sikjdban leng.
(a) Hatarozzuk meg kis amplitidéju lengéseinek periddusidejét.

(b) Mekkora annak a fonédlingdnak a hossza, amelynek azonos a lengésideje?

Megoldas: Jelolés: R =20 cm = 0,2 m; m a karika tdmege, 0, = mR? a szimmetria tengelyére vett
tehetetlenségi nyomatéka; o a kitérés szoge a fiiggdlegeshez viszonyitva.
(a) A kés élén felfiiggesztett inga karja — felfiiggesztés és tomegkozéppont tavolsdga — az R

sugdr, a felfiiggesztésre vett 6 tehetetlenségi nyomaték a Steiner-tétel szerint
0 = 0p+mR*> =2mR>. (9.10.1)

Kitéritve ¢ szoggel a karikat
M =—-mgRsinp (9.10.2)
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\_\__J___/

44. abra.

forgatonyomaték fog hatni. A negativ eldjel éppen arra utal, hogy a nyomaték az egyensulyi

helyzet felé mozgat. A forgdmozgds alapegyenlete szerint
06 =M =—-mgRsiny, (9.10.3)
ahol 3 a szoggyorsulds. Mivel § = ¢, igy
0y =—mgRsin p, (9.10.4)

amely "majdnem" a harmonikus rezgémozgas differencidlegyenlete. Ha kis szogkitérésekre szo-

ritkozunk, akkor alkalmazhatjuk a sinp ~ ¢ kozelitést, igy a
0p =—mgRy (9.10.5)

egyenlet harmonikus rezgomozgast ir le. Az w korfrekvencia kdzvetleniil leolvashat6:
mgR 8
=\ — =4/ = 9.10.6
YTV TVar 6100

T=—=2my|—. (9.10.7)

A periédusidd

(b) A fonélinga (matematikai inga) lengésideje

!
T :277\/j, (9.10.8)
g

[=2R. (9.10.9)

ahonnan a kérdéses fonal hossz
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9.11. Feladat: (HN 15C-37) Egy meg nem feszitett [ hosszisagu, k rugéallanddji homogén
rugot gy vagunk két részre, hogy az egyik darab kétszer akkora, mint a mésik.

(a) Fejezziik ki rugddarabok k; és k, rugdallandgjat!

(b) Ha mindkét darab egyik végére azonos tomeg( testet akasztanank, mi lenne a frekvencidk

ardnya?

Megoldas:
(a) Elég csak gondolatban szétvalasztani az [ hosszusagu rugét egy [, és [, hosszusdgu darabra,

ahol legyen [, = 2/,. Ha a rugét F er6vel hizzuk, akkor jelolje a megnyulast Ax, azaz
F =kAx. (9.11.1)
Az [ és I, szakaszok megnyulasa Ax; és Ax,
Ax = Ax;+Axy, (9.11.2)
amelyekre, mivel az F erd a rugo teljes hosszdban hat — fennall, hogy

F =k Ax, (9.11.3)

F :sz.Xz. (9114)

A Ax; és Ax, megnyuldsok aranyosak az [, és [, szakaszok hosszaival, igy

Ax; =2Ax,. (9.11.5)
A fenti egyenletekbdl
ky =1,5k, (9.11.6)
mig
k> = 3k. (9.11.7)
(b) A frekvencidk ardanya
ki
m 1
h_w - (9.11.8)
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9.12. Feladat: (HN 15C-38) Két rugé mindegyike feszitetlen dllapotban /, = 20 cm hosszu, de
rugddllandoik kiilonbozdek: k; =40 N/m és k, = 80 N/m. A rugdkat vizszintes surlédasmentes
feliileten nyugvé m = 0,60 kg tomegt kicsiny testhez rogzitik. A rugodkat ellentétes irdnyban
megfeszitik és egymdstdl L = 60 cm tavolsdgban 1év6 kampdokhoz rogzitik a BS. édbra szerint.
Feltéve, hogy a test mérete elhanyagolhaté.

(a) A balodali kampo6tdl milyen tdvol lesz a test egyensulyi helyzete?

(b) Mekkora a test rugéiranyd harmonikus rezgémozgédsanak a korfrekvencidja?

|
iL— 60 cm 1‘E
I
[ *
i k 1 l\.?_ 1
L L T e
45. abra.

Megoldas:

(a) Jelolje az egyes rugdk megnyulésat x; illetve x,. A teljes megnytlas
D=L-2ly=x;+x,. 9.12.1)
Az egyensulyi helyzetben a rugékban ugyanakkora nagysagu erd ébred, azaz
kix; =kyx,. (9.12.2)

A test baloldali falt6l valo tdvolsdganak meghatarozdsahoz az x; kiszamoldsara van sziikség

Dk,
= =12cm. 9.12.3
& ki+ky om ( )
Tehat a test egyensilyi helyzete a falt6l
lo+x;,=32cm (9.12.4)

tavolsagra van.
(b) Mozditsuk ki a testet az egyenstlyi helyzetébdl a pozitiv irdnyba x-szel €s irjuk fel a moz-
gasegyenletet a hat6 er6kkel — figyelembe véve az irdnyokat €s azt, hogy a megnyuildsok meg-
valtoztak —

ma = —ki(x1 +x)+kr(xp —x). (9.12.5)

Alkalmazva a (1127) egyenletbeli 0sszefiiggést az
ma =—(ky +ky)x (9.12.6)
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egyenletre jutunk, amely a harmonikus rezgdmozgés differencidlegyenlete. Innen a rezgés kor-

frekvencidja

we itk 9.12.7)

m

9.13. Feladat: (HN 15C-39) Egy k rugéallanddju rugd végére akasztott m tomeg( test a rugot
(nyugalmi dllapotban) / hosszisaguira nyujtja a Bf.a dbra szerint. A testet most mozgasba hozzuk
ugy, hogy fel-le rezeg és ingaként ide-oda leng. A test a Bf.b dbra szerint a fiigg6leges sikban

mozogva "nyolcasokat" ir le. Fejezziik ki a k rugdallandét az m, [ és g fliggvényében!

; i ég
= | S
= =
k& S
s S

= (S
- S
=) S
g i ks
(a) (b)

46. abra.

Megoldas: A mozgés egy rezgésre és egy ingalengésre bonthatd. A rezgés w, korfrekvencidja

k
wy =1/ —, (9.13.1)
m
az ingamozgdas w; korfrekvencidja
wi=4/8 (9.13.2)

alakban frhat6 fel. A "8"-as leirdsa sordn egy ingalengéshez két rezgés tartozik, tehat

w, = 2w;, (9.13.3)
vagyis
k_48, (9.13.4)
m l
Innen a rugéallandé
k:4%§ (9.13.5)
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9.14. Feladat: Egy d vastagsagi egyenletes A keresztmetszetli falapocskat vizre tesziink g
homogén nehézségi erdtérben. A falapocskat fiiggdleges irdnyban kicsit megnyomva, majd el-
engedve rezgdmozgéast jon létre. Mutassuk meg, hogy a mozgds harmonikus rezgdmozgés. A

kozegellendlldstdl és a feliileti fesziiltségtdl tekintsiink el. A fa siirlisége oy , a vizé p,.

Megoldas: Helyezziik a falapocskét a vizre és varjuk meg az egyensulyi helyzet beélltat. Ha
ekkor x-szel jeloljiik a bemeriilés nagysédgat, akkor lefele irdnyitott koordindtarendszer esetén a
testre hat6 er6k a

0=yp/Adg—0,Axg (9.14.1)

egyenletnek tesznek eleget. Ezt kovetden a falapocskat y-nal lejjebb nyomjuk, majd elenged;iik.

A falapocska mozgasegyenlete a
ofAdy = 0;Adg — 0,A(x+Yy)g (9.14.2)
lesz. Figyelembe véve a (I.T41l) egyenletet a

ody =—-0,8y (9.14.3)

egyenlethez jutunk, amely a harmonikus rezgdmozgés differencidlegyenlete. Innen a rezgés

korfrekvencidja kozvetleniil leolvashaté:

o8
ord

(9.14.4)

9.15. Feladat: Az M tomeg(, R sugard homogén anyageloszlasu bolygd északi és déli polusa
kozott lyukat firunk. Mutassuk meg, hogy a bedobott m tomeg( test harmonikus rezgémozgast

végez! (A surlédastdl tekintsiink el.)

Megoldas: A homogén bolygd kozepétdl r tavolsdgban 1évé testre a bolygdnak attdl a részétdl
szarmazik eredd erShatds, amennyi az r sugdron beliil van. Igy az ardnyossag miatt a figyelembe

veendd tomeg
3

,
M(F)ZFM' (9.15.1)
Az m tdmegl test mozgasegyenlete
. mM mM
mr=—77 =—7Fr, (9.15.2)
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amelybdl
M

FT
adddik. Ez egy harmonikus rezgdmozgas egyenlete. A korfrekvencia kozvetleniil leolvasva:

M
W= ‘/Ze_S' (9.15.4)

9.16. Feladat: Az M tomeg(, R sugari homogén bolygd északi pdlusan lefektetiink egy sur-

F=—y (9.15.3)

l6dasmentes sik lapot, amely a p6luson dtmend érintdsik. Mutassuk meg, hogy egy, a péluson
atmend egyenes mentén mozg6 m tomegl test harmonikus rezgémozgast végez! Mi az itteni

harmonikus rezgés feltétele? (A bolygo forgasatdl tekintsiink el.)

Megoldas: A sikon az érintési ponttdl x tdvolsdgban a testre hat6 er6d

mM
F=—y—— 9.16.1
’yRZ +x2 ) ( )
amely a bolyg6 kozéppontja felé mutat. Az egyensulyi helyzet felé mutaté tangencidlis kompo-

nens

mM X
=— . 9.16.2
TR o ( )
Ezzel a test mozgasegyenlete
. mM
mx = —’)/mx. (9 163)
Ha kis x << R kitérésekre szoritkozunk, akkor alkalmazhatjuk a
1 1
—(R2 T ~ B (9.16.4)
kozelitést, amellyel a mozgésegyenlet
. mM
mx = —’}/FX (9.16.5)

alaku lesz. Ez pedig a harmonikus rezgdmozgds differencidlegyenlete. Innen a korfrekvencia

M
“:‘/%' (9.16.6)

Csillapod6 és gerjesztett rezgések

2014. december 8. 133


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

9.17. Feladat: (HN 15B-28) Egy 2 kg tomegfi testet 200 N/m rugdallandéji rugéra fliggesztiink.
Surlédds miatt a test csillapitott harmonikus mozgast végez. A rezgés amplitidéjaat =0 s
idopillanatban 0,20 m, majd ezt kvetéen 6 masodperc mulva 0,16 m-re csokken.

(a) Hatdrozzuk meg a surlddasi er6t6l szarmazo csillapitési egyiitthat6t.

(b) Hatdrozzuk meg a rendszer rezonanciafrekvencidjat.

Megoldas: Jelolések: m =2 kg; k=200 N/m; A=0,2m;t=6sés A(t) =0,16 m.
(a) A csillapodo rezgés mozgédsegyenlete

X+2Bx+w; =0, (9.17.1)
ahol
=X 9.17.2)
2m

a keresett c csillapitasi egyiitthatoval és

k
wi = —. (9.17.3)

A (BT71) mozgésegyenletet kielégitd kitérés az 1d6 fiiggvényében

y(t) = Ae™? cos (wt +96), (9.17.4)

ahol ¢ a kezdeti feltételhez illesztett kezd6fazis, valamint w = \/wé—ﬂz Itt a ¢ id6pillanathoz
tartoz6 amplitudé
A(t) =Ae™. (9.17.5)

Ebbdl 5 kifejezhetd és a paraméterek behelyettesitése utdn kiszamolhat6:
1. At
g= —;ln%) =0,0371/s. (9.17.6)

A c csillapodasi tényez6 a (BT77) osszefiiggésbol

c=2mp =0,1488kg/s. 9.17.7)

(b) A rendszer rezonanciafrekvencidja

wy=1/w2=282=99,991/s. (9.17.8)
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9.18. Feladat: Egy csillapitatlan rezg6 rendszerben mozgé test tomege 0,5 g. A rendszert
valtoztathato frekvencidju gerjesztd er6 hajtja, amplitiddja minden frekvencian Fy. A test 400
Hz-en 9 mm, 405 Hz-en 5 mm amplitudoval rezeg.

(a) Hatarozzuk meg az oszcillator wy sajatfrekvencidjat és

(b) arezgés amplitidéjat 395 Hz frekvencian.

(c) Allapitsuk meg a gerjesztS erd nagysagat. Megoldas:

Rugalmas kozegekben terjed6 hullamok

9.19. Feladat: Mindkét végén nyitott sip alapfrekvencidja 110 Hz. Milyen hosszu a sip, ha a
hang terjedési sebessége 340 m/s?

Megoldas: Ha a sip minkét vége nyitott, akkor mindkét helyen duzzadéhely van. Ebbdl kovet-

kezik, hogy a hang fél hulldmhossza a sip hossza, azaz

d=—. 19.1
5 (9.19.1)

A hulldmhossz a kifejezhet$ a frekvencidval és a terjedési sebességgel, amely
A=<=23,091m. (9.19.2)
1%

Igy a sip hossza
d=1,55m. (9.19.3)

9.20. Feladat: A pozitiv x tengely irdnydban egy transzverzdlis harmonikus hulldm terjed 2 m/s
sebességgel, amely a ¢ = 0 id6pillanatban az origéban van. Amplitiddja 10 cm, frekvencidja 0,5
Hz.

(a) Mennyi a korfrekvencia?

(b) Mekkora a hullamhossz?

(¢) Mekkora a cirkularis hullaimszam?

Megoldas:
(a) A korfrekvencia
w=2mrr=3,141/s. (9.20.1)
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(b) A hulldm terjedési v sebessége, a v frekvencia és a A hullimhossz kozotti 0sszefiiggés

v=Av, (9.20.2)
ahonnan
A= =4m, (9.20.3)
1%
(c) A cirkuslaris hullimszam
2
k= 7” = 1,57 1/m. (9.20.4)

9.21. Feladat: (HN 18B-8) Kifeszitett huzalon halad6 transzverzalis hullim apmlitiddja 0,2
mm, frekvencidja 500 Hz, sebessége 196 m/s.

(a) Irjuk fel SI egységekkel a hullimfiiggvényt y(x,t) = A sin (kx—wt) alakban.

(b) A huzal linedris tomegstirtisége 4,1 g/m. Mekkora a huzalt feszit er6?

Megoldas:
(a) Az amplitidé méterben
A=2-10"m. (9.21.1)
A korfrekvencia
w=27mf=31401/s. (9.21.2)
A hullamhossz
A=v/f=0,392m. (9.21.3)
A cirkuslaris hulldimszam 5
k= 7” =16 1/m. (9.21.4)
Igy a hullimfiiggvény
y(x,1) =2-10"*sin (16x—3140¢). (9.21.5)
(b) A terjedési sebesség négyzete
F
V==, (9.21.6)
W

ahol 1 a hosszegységenkénti tomeg. Innen a kotelet feszit6 erd

F =w*=157N. (9.21.7)
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9.22. Feladat: Egy hiron csillapitatlan transzverzélis harmonikus hulldm terjed 20 m/s sebes-
séggel pozitiv irdnyba. Amplitidéja 50 cm, frekvencidja 2 Hz. A t, = 0 pillanatban az xy =0
helyen levé részecske kitérése 25 cm, €s negativ irdnyban mozog. Mekkora a kitérése az x =5 m

helyen 1év6 részecskének a ¢t = 2 s pillanatban?

Megoldas: Jelolések: v=20m/s; A=50cm =0,5m; v =2 Hz; A(xo = 0,7 =0) =A(0,0) =25 cm
=0,25 m.

A hullamfiiggvény dltalanos alakja
y(x,t) = Asin(kx—wt +9), (9.22.1)
amelyre a kezdeti feltételeket alkalmazva
A(0,0) =Asind. (9.22.2)

Ahhoz, hogy a hullamfiiggvény a kezdeti idGpillanatot kovetSen csokkenjen, dgy 0 < § < 7/2
kell legyen. gy az adatok behelyettesitése utan

s
0=—. 9.22.3
6 ( )
Az w korfrekvencia
w=2mr=12,561/s. (9.22.4)
A hulldm terjedési sebessége a
w
=— 9.22.5
V= ( )
Osszefliggéssel szdmolhatd, ahonnan a k cirkularis hullimszam
w
k=—=0,6281/m. (9.22.6)
v
A hullamfiiggvény az SI egységekkel kifejezve a
y(x,1) =0, 5sin (o, 628x— 12,561 + %) (9.22.7)

alakot 0lti. Az x=5m ést =2 s helyettesitést elvégezve az ezen a helyen €s ebben az idGpontban
a kitérés
¥(5,2) =-0,25m. (9.22.8)
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10. Feladatok a termodinamika targykorébol

Hovezetés, hoterjedés sugarzassal

10.1. Feladat: (HN 19A-23) Hatdrozzuk meg egy 20 cm hosszi, 4 cm 4tmérdjli hengeres

vorosréz ridon idSegység alatt dtvezetett hdmennyiséget, ha a rid két vége 0 °C, ill. 220 °C

hémérséklet!
Megoldas:

10.2. Feladat: (HN 19A-25) Egy épiilet téglafalanak mérete: 4 m x 10 m és, a fal 15 cm
vastag. A hovezetési egyiitthatdja A = 0,8 W/m K. Mennyi h6 dramlik 4t a falon 12 6ra alatt, ha
az 4tlagos belsd hdmérséklet 20 °C, a kiilsd pedig 5 °C?

Megoldas: Jelolések: a fal feliilete A = 4 m x 10 m = 40 m?; a falvastagsdg d = 15 cm; az eltelt
id6 7 =12 6ra=43200s; T, =20°C és T, = 5 °C.
A hddram (a belsd energia drama, itt most a fal teles feliiletére vett teljesitmény) a Fourier-

torvény szerint
Tz

IP)\
d

(10.2.1)

A 12 Ora alatt ataramlott hé

T,-T.
0=A"""2Ar=1,38-10%]. (10.2.2)

10.3. Feladat: (HN 19B-33) Egy 3 cm €lhosszuisdgu aluminium kockét lampakorommal vontak
be és igy idedlis h8sugarzé lett. A kockat vakuumkamrdba tették, amelynek falait 27 °C-on
tartottdk. Milyen teljesitményti legyen az a fiitGtest, amely annyi energidt ad a kockdnak, hogy

hémérséklete dllandéan 90 °C maradjon?

Megoldis: Jelolések, adatok: a =3 cm; Ty =27 °C =300K; T, =90 °C =363 Kés 0 =5,67-1078
W/(m?K*).
A staciondrius (id6ben alland6) allapot bedlltakor a fiitStest teljesitménye

P=o(T}-THA (10.3.1)
ahol a kocka felszine A = 6a*. Az adatok behelyettesitése utdn

P=2,836W. (10.3.2)
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Idealis gazok allapotegyenlete

10.4. Feladat: (HN 20B-26) Egy t6 fenekén, ahol a h6mérséklet 4 °C, egy 0,2 cm 4tmérdjii
1égbuborék képzddott. Ez 25 m-t emelkedik a felszinig, ahol a viz h6mérséklete 24 °C. Hatéroz-
zuk meg a gomb alaki buborék méretét, amint éppen eléri a viz felszinét, feltételezve, hogy a

buborék belsejében 1év6 levegd mindig felveszi a kornyez6 viz hdmérsékletét! A 1égkori nyomads
10° Pa.

Megoldas: Jelolések: 71 =4 °C =277 K; d; =0,2 cm; h=25m; T» = 24 °C = 297 K; a kiils
légnyomds p; = 10° Pa; a viz stirtisége o = 1000 kg/m>.

Az egyesitett gdztorvény szerint

(Pt ogh)3(3)’m _ pis(3)’m

10.4.1
T T ( )
ahonnan — behelyettesités utdn — a buborék atmérdje
d,=0,31cm. (10.4.2)

10.5. Feladat: (HN 20A-29) A Nap belsejének hdmérséklete kb. 2 - 107 K.
(a) Hatarozzuk meg egy proton dtlagos kinetikus energidjat a Nap belsejében!
(b) Hatdrozzuk meg a proton négyzetes kozépsebességét!

Megoldas:

10.6. Feladat: (HN 20B-36) Milyen homérsékleten egyenld az oxigén atomok négyzetes ko-

z€psebessége a Fold felszinérdl valo szokési sebességgel?

Megoldas: Adatok: A Fold sugara Ry = 6370 km, tdmege My = 6 - 10** kg; gravit4ciés allandd
v =6,67-107"! Nm?/kg?; egyetmes gazdlland6 R = 8,31 J/(mol K); az oxigén méltomege M = 16

M
=1/ EFF, (10.6.1)
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a vy, négyzetes kozépsebesség

3RT
Viks = 7 (1062)

A kettd egyenl6ségébdl a fenti adatokkal a kérdéses hdmérséklet

T =80642K. (10.6.3)

10.7. Feladat: 2 mdl, 2 atomos gizzal dllandé nyoméson 747,9 J hoét kozliink. A hédmérséklete

10 9C-kal véltozik. Hany szabadsagi fokud a gdz?

Megoldés: Az dlland6é nyomdsom vett molhé és a szabadsagi fokok szdma kozotti 6sszefiiggés

>
¢, = % . (10.7.1)

A koz0olt ho és a hdmérséklet véltozas kozott fenn 4ll, hogy

0 =c,nAT, (10.7.2)

amelybdl behelyettesités utdn az dllandé nyomdson vett moélhdre ¢, = % adddik. Innen egyszertien

leolvashatd, hogy a szabadsagi fokok szama
f=1. (10.7.3)

Megjegyzés: A szoba hdmérsékletii kétatomos gdzok dllandé nyomdson vett mélhdje ¢, = %, a
szabadsagi fokok szdma f =35, amelyek a transzl4cids €s rotidcidés mozgasokhoz kapcsolddnak.
Magas homérsékleten (~ 2000 K) azonban a rezgéshez tartoz6 2 djabb szabadsagi fok jelenik

meg. A mérést ezen a h6mérsékleten végezték!

10.8. Feladat: (HN 21B-12) Mutassuk meg, hogy egyatomos idedlis gazra az izotermikus
kompresszié-modulus (K =V -dp/dV) egyenls a nyoméssal!

Megoldas: Az idealis gaz allapotegyenlete
pV =nRT, (10.8.1)

ahonnan a nyomads

p(V) = nRT%. (10.8.2)
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A dp/dv differencidlhdnyadost kiszdmolva

dp 1
— =—nRT— 10.8.3
oy = RT3 ( )

az izoterm kompresszio-modulus — felhaszndlva az dllapotegyenlet alakjat —

dp 1
K=-V— =VnRT — =p. 10.8.4
gy = VRIS =p ( )

Korfolyamatok idealis gazzal

10.9. Feladat: (HN 21C-22) Kezdeti p;, Vi, T allapotjelz6kkel jellemzett egyatomos ided-
lis gazzal a kovetkezd, harom 1€pésbdl allé korfolyamatot végezziik: izotermikus expanzié V,
térfogatig, izobar kompresszié az eredeti térfogatig és izochor melegités a kezdeti nyomas és
hémérséklet visszadllitdsara.

(a) Abrizoljuk a korfolyamatot a p—V sikon!

(b) Hatdrozzuk meg a gdz mélszamat a megadott paraméterekkel, a gdzallanddval és c,-vel ki-
fejezve.

(c) Hatdrozzuk meg a 7, hdmérsékletet az izobar kompresszié végén a b) feladat eredményét
felhasznalva!

(d) Irjuk fel mindharom folyamatra a hdmérséklet viltozasat a megfelel§ valtozok fiiggvényé-

ben.

Megoldas:
(a) (4bra)
(b) Az idedlis gaz
pV =nRT (10.9.1)

allapotegyenletébdl €s a moélhdre érvényes

3
cy = ER (10.9.2)

Osszefliggéssel az n molszam

_3piVi _3paVa _ 3paVa

= = = . 10.9.3
" 2,7 2¢,T7  2¢,T5 ( )
(c) A fenti egyenletbdl a 7, hdmérséklet
%
T=_1T,. (10.9.4)
Va
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(d) Az elsé folyamatban AT = 0; a masodikban AT =T,—-T| = (% —1)7T}; mig a harmadikban
AT =T ~-T=(1- 1.

10.10. Feladat: (HN 21C-26) Két mdl egyatomos gédzzal a B7. dbran lathat6 abca korfolyamatot
végezziik. A p—V sikon mindhdrom folyamat abraja egyenes. Az a pontban a paraméterek: p,

Vo, To. Az alabbi feladatokat oldjuk meg RT; fiiggvényében.

yo, 2T,
b
Ty
e ‘\_,;i i €
| |
| |
| |
| = =0
0 Vo 2V, V
47. abra.

(a) Hatarozzuk meg egy teljes ciklus alatt végzett munkat.
(b) Hatdrozzuk meg a b — ¢ folyamat sordn torténd hdcserét! A rendszer altal felvett vagy
leadott h6mennyiségrdl van-e sz6?

(c) Mekkora a belsd energia teljes megvaltozasa egy ciklus sordn?

Megoldas: Az egyesitett gaztorvény alkalmazdsaval az egyes pontokban az dllapothatarozok:
a: (po, Vo, 7o)

b: (2po, Vo, 2T0)

c: (po,2Vo,2To)

(a) A korfolyamatban végzett munka

1 1 1
W= E(zpo—po)(ZVO—Vo) = zp()V() = EnRTO (10101)

(b) A b — c folyamat kezdd és végéllapotdban a hdmérséklet egyardnt 75, de ettdl a folyamat
maga nem izotermikus. Ugyanakkor a belsd energia megvaltozdsa zérus. A gdz 4ltal végzett
munka

1 3 3
Wyse = 5(2P0+P0)(2V0 Vo) = EPOVO = E’ZRTm (10.10.2)
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s ennek megfelelden a felvett h6

3
bse = EnRTo. (10.10.3)

Megjegyzés: E folyamat tovabbi diszkusszidra érdemes!

(c) A korfolyamat egy teljes ciklusdban a bels6 energia megvéltozdsa zérus.

10.11. Feladat: (HN 22A-5) Egy héer6gép, amelynek a Carnot-hatdsfoka 30%, a 400 K ho-

mérsékletli hotartalybol vesz fel hot. Hatdrozzuk meg a hidegebb hétartaly hdmérsékletét!

Megoldds: A Carnot-korfolyamat hatasfoka

L-T,
= 10.11.1
= ( )
ahol 7} a fels6, T, az als6 hotartdly homérséklete. Innen
T, =(1-n)T, =280K. (10.11.2)

10.12. Feladat: (HN 22B-23) Egyatomos idedlis gidzzal a B8. dbran lathat6,a - b —c—d —a
korfolyamatot végezziik.
(a) Hatarozzuk meg a gaz 4ltal végzett eredd munkat p, és V; segitségével!

(b) Hatdrozzuk meg a korfolyamat hatdsfokat! Megoldas:

)2
a
UL aae sy b
) Y
po/3 - —— . < Lc
| |
| |
| |
Vo 3Ve V
48. abra.

2014. december 8. 143


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet

Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

49. abra.

10.13. Feladat: A H9. dbra 1 kmol héliumgazon végzett

korfolyamatot mutat. A BC {v izoter-

mit jelsl, py = 10° Pa, V4 =22,4 m?, pg =2-10° Pa. a, Hatdrozzuk meg Ty, Ty és V értékeit! b,

Szamitsuk ki a korfolyamatban az AB és BC folyamatban

Megoldas: a, Az idedlis gaz allapotegyenletét

paVa =nRT,
felhasznalva az A-beli hGmérséklet
T, = P2 _ 969 6K
nR

A B-beli homérsékletet Gay-Lussac II. torvénye

pa_Ps
I, Tp

segitségével hatdrozhatjuk meg. Innen

Ty =T, 28 = 539.2K.

Pa
Mivel a B— C folyamat izoterm, igy

Tp = Ty = 539,2K.

A C-beli térfogatot pl. Gay-Lussac I. torvénye

Va Ve
T, T¢
segitségével hatdrozhatjuk meg. Innen
T:
Ve=Vy-s =44 8m’.
Ty

2014. december 8.

végzett munkat!

(10.13.1)

(10.13.2)

(10.13.3)

(10.13.4)

(10.13.5)

(10.13.6)

(10.13.7)
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b, Mivel az A — B folyamatban nincs térfogatvaltozds, igy a végzett munka is zérus:
Wi—p=0. (10.13.8)

A B — Cizoterm folyamatban a giz 4ltal végzett munka

Ve

W= [ pVv= /
Vi

1% B

e nRTy

dV:nRTBln§ =3,1-10°J. (10.13.9)
B

10.14. Feladat: 1 m?, 0 C%-o0s 10° Pa nyoméasu héliumot 4llandé nyoméson addig htitenek, amig

térfogata 0,75 m> nem lesz. Mennyi hét kell ehhez elvonni?

Megoldas: Jelolések: Vi =1m?, T, =0 C° =273 K, p; = p» = 10° Paés V, = 0,75 m>. Mivel egy-
atomos gazrol van szo, az dlland6é nyomdson vett molhé ¢, = %R. A folyamat dllandé nyomdson

torténik, igy

Vi V.
=22 (10.14.1)
T, T
amelybdl a hiités utdni hdmérséklet
Va
T2=Tlv =204,75K. (10.14.2)
1
A elvont ho kiszdmolasdhoz tudni kell, hdny mol hélium van rendszerben. Ez a
pV =nRT (10.14.3)
Osszefliggésbdl tehetd meg, azaz
Vi
n=P"1_ 44 08 mol. (10.14.4)
RT,
Ezzel a k6zolt ho s
Q=c,n(L-Th) = ERn(Tz—Tl) =-625001J. (10.14.5)

Megjegyzés: A negativ elgjel arra utal, hogy h6elvonds torténik.

10.15. Feladat: Tekintsiink 7 = 2 mélnyi egyatomos idedlis gazt: p, = 10° Pa, T; =273 K. A
gizzal Q = 6806 J hét kozliink, dllandé térfogat mellett, majd izoterm mddon tadgulni enged;iik
ugy, hogy a végsd térfogat haromszorosa legyen a kiindulési térfogatnak.

(a) Abrézolja a folyamatot 4llapotdiagramon!

(b) Mennyi lesz a h6kozlés utani homérséklet?
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50. abra.

(c) Mekkora lesz a nyomads a folyamat végén?

(d) Mekkora az entrépia-valtozds a két folyamatban?

Megoldas:
(a) Az allapotdiagram a B0. dbran lathato.
(b) A kozolt ho és a homérséklet valtozas kozotti 0sszefiiggés

0 =c,nAT,

ahol ¢, = 3nR. Innen a h6kozlés utdni hdmérséklet

AT = Q =3£=273K.
cn EnR
Igy az dllandé nyomdsi hékozlés utdni hémérséklet
T, =546 K.

(c) Az dllando6 térfogaton végzett h6kozlés soran kialakuld p, nyomads a
p_p
L I

Osszefliggésbol

T
P2 = —2p1 =2- 105Pa.
T

(10.15.1)

(10.15.2)

(10.15.3)

(10.15.4)

(10.15.5)

A térfogatvéltozas miatti nyomas — figyelembe véve, hogy V|, =V, és V5 = 3V, —a Boyle-Mariotte

torvény szerint a

p2Va=p3V;
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Osszefliggésbol

V.
ps= 72192 =0,667-10°Pa. (10.15.7)
3

(d) Az izochor (1 — 2) folyamatbeli S; entropiavaltozas a

LI | Lendl 3 T
S, = / do /C” —ann—2—17 28J/K. (10.15.8)

1

Az izoterm (2 — 3) folyamatban a gdz belsGenergia valtozésa, a felvett h6 a tdgulasi munkara
forditédik. igy a felvett hG

& V2 nRT: V-
0= [ p\V)av = / P24V = nRTIn 2 = 9969, 47, (10.15.9)
Vl V1 V V]
Az izoterm S, entrOpiavéltozas
52:%: 18,26J/K. (10.15.10)
2

Az 0ssz entrépiavaltozas: 35,54 J/K.

10.16. Feladat: 8 g tomeg(, 5 1 térfogatt, 27 °C hémérsékletli N, gdzt (M = 28 g) adiabatikusan
kiterjesztiink 50 liter térfogatra. Mennyi hmennyiséget kell ezen a térfogaton a gdzzal kozdlni,

hogy hémérséklete djra 27 °C legyen?

Megoldas: Jelolések: m=8 g, V, =51, T; = 27°C = 300 K és V, = 50 1. Mivel kétatomos szoba
hémérsékletti gazrdl van szo, ezért a molhok ¢, = 7R cy =2 5R, igy K =cp/c, = % Els6ként az

adiabatikus folyamat végi hdmérsékletet hatdrozzuk meg a TV~ = const. dsszefiiggés alapjan
TV =V (10.16.1)

Behelyettesités utan
T, =119,43K. (10.16.2)

A 8 g nitrogén gz n = 0,2857 molnak felel meg, igy az dlland6 térfogaton torténd visszamelegi-

téshez sziikséges ho

5
Q=c,nAT = 2 Rn(Ty ~Ty) = 1071,81. (10.16.3)
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Hoatadas

10.17. Feladat: A c; fajh6jt, m; tomeg(, 77 hémérsékletli poharba c, fajhdjd, m, tomegd, 7,
hémérsékletii sort ontiink. (c; = 670 J/kgK, T, =37 °C, m; =0,3 kg, ¢, = 4000 J/kgK, T, = 8 °C,

my =0,5kg)

(a) Mekkora lesz a kozos hdmérséklet?

(b) Mennyi az atadott h6?

(c) Mekkora a haram, ha Ar =5 s alatt ll be az egyenstily?

(d) Mekkora a teljes entrépia valtozas?

Megoldas:

(a) Az energiamegmaradas kifejezhetd gy, hogy a belsd energidkat a Ty = 0 °C-hoz viszonyit-

jJuk:

cim Ty +comy T = (cymy +comy)T,
ahol T a kozos hdmérséklet. Innen

Ti +comy T
T comili+eomy s 10,64°C = 283,64K.
cimy +cony

(b) Az éatadott h6 nagysédga
AQ = clml(Tl —T) =52981].

(¢) A hbéaram

AQ
I=—==1 W.
A, = 1059,6

(d) A teljes entrépiavaltozas

T dar [T dr T T
S= cyom— + Comy— = cymyIn—+comyIn—
T T Jg T T; T,

=(~17,86+18,70)J/K = 0,84 J/K.*

*Emlékeztetd: A hdmérsékletet kelvinben kell behelyettesiteni.
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10.18. Feladat: m =1 kg tomegl, 7; = 273 K hémérsékletl vizet 7, = 300 K homérsékletii
végtelen hokapacitasu hotartallyal hozunk kapcsolatba. (A viz fajhdje: 4,18 kJ/kg.) Mennyi a

rendszer teljes entropidjanak megvaltozdsa?
Megoldas: A viz és a hétartdly altal cserélt h6 nagysaga

T
Q=/ comdT =c,m(T,—T)), (10.18.1)
T

amely pozitiv a vizre, negativ a hétartadlyra nézve. A viz S; entrdpiavéltozdsa — figyelembe véve,
hogy a hofelvétel a viz esetén nem allandé hdmérsékleten torténik —
Looar T:
S = cym— = cymin= =394, 2 J/K. (10.18.2)
T T T
A hoétartély végtelen hdkapacitdsd, ami azt jelenti, hogy 7, homérséklete nem valtozik, azaz a

hétartdly S, entrépiavéltozdsa egyszeriien

) =—2 =-376,2J/K. (10.18.3)

2
Azaz az 9ssz entropiavdltozds: 18 J/K.

10.19. Feladat: (HN 23B-9) Igazoljuk, hogy n mdl idealis gaz V|, kezdeti térfogatrdl 2V, végso

térfogatra vald izobar tdguldsakor a gdz entrépiavaltozasa nR[x/(k—1)] In 2 !

Megoldds: A folyamat soran felvett elemi ho

dQ =nc,dT, (10.19.1)
igy az entrépiavaltozds
d & T
AS = / 0 / ncp ncplnT (10.19.2)
ahol T a kezdeti, T, a végs6 homérséklet. Felhaszndlva Gay-Lussac 1. torvényét
., V.
22 (10.19.3)
i Vi
ahol most V| =V} a kezdeti, V, =2V}, a végso térfogat, az entropiavaltozas
V.
AS = ncplnvz = nc,In2. (10.19.4)
1
Most mar csak az kell belatni, hogy
5 Re g (10.19.5)
——R=+-—"-R=c,. 19.
k=1 2-1 b

cy

Igy az 4llitast igazoltuk.
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10.20. Feladat: (HN 23C-17) Igazoljuk, hogy az egyatomos ideélis gaz izochor dllapotvéltozédsa

soran az entrépiavaltozas 3/2 nR In (p,/ pi), ahol p; a kezdeti, p, a végs6 nyomas!

Megoldas: Mivel egyatomos gizrdl van sz9, az dlland6 térfogaton vett molhd

3
cy = ER' (10.20.1)
A folyamat soran felvett elemi h6
dQ =nc,dT, (10.20.2)
igy az entropiavéltozas
d h3 T,
AS = / Q / = R— == Rln (10.20.3)
T.’
ahol 7; a kezdeti, T, a végsd homérséklet. Felhasznalva Gay-Lussac II. torvényét
TV v
by (10.20.4)
T px
az entropiavaltozds
3 v
AS=ZnRin2, (10.20.5)
2 Pk

11. Feladatok a specialis relativitiselmélet targykorébol

Relativisztikus kinematika

11.1. Feladat: Egy (rhajésnak a sajat ideje szerint egy feladat elvégzéséhez 2 percre van sziik-
sége. Mennyi id9 telik el ezalatt a Fold vonatkoztatési rendszerében, ha az {irhajé 0,5c¢ sebes-

séggel halad a Foldhoz képest?

Megoldds: Jelolések: 7 =2 perc = 120 s és v =0, 5c.

A Fo6ld vonatkoztatasi rendszerében

=138,56s (11.1.1)

1do telik el.
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11.2. Feladat: Két tavoli galaxis a Foldt6l ellenkezd irdnyban tdvolodik, mindegyik 0,8c se-
bességgel. Mekkora volna a masik galaxis tdvolodasi sebessége az egyiken 1év6 megfigyeld

szamara?

Megoldas: Gondolatban helyezkedjiink el az egyik galaxison. Most ez a K rendszer. A Fold
ehhez képest mozog vy = 0, 8¢ sebességgel. A Fold a K’ rendszer. Ebben a rendszerben mozog
a masik galaxis /. = 0,8c sebességgel. E galaxis K rendszerbeli u, sebességének kiszdmoldsara

alkalmazzuk a sebesség-0sszeadas
vo+u,

(11.2.1)

Uy = ol

1+-5*
Osszefliggését. Behelyettesités utan kapjuk, hogy K rendszerbeli (egyik galaxisbeli) megfigyeld
szdmdra a mésik

u, =0,9756¢ (11.2.2)

sebességgel tavolodik.

Relativisztikus dinamika

11.3. Feladat: Egy m, tomegi test sebessége v; = 0,6¢-161 v, = 0, 8¢c-re valtozik. a.) Mekkora
munkavégzés volt ehhez sziikséges? Szamitsa ki klasszikus és relativisztikus mddon is! b.)

Mekkora a test impulzusvaltozasa? Szamitsa ki klasszikus és relativisztikus médon is!

Megoldas: a, A munkavégzés a klasszikus mechanika szerint:

1 1
Wi = §m0v§ — Emov% =0, 14m0c2, (11.3.1)

mig relativisztikusan:

myc? moc?

5
W, = = - = = Emocz =0,4167myc?. (11.3.2)
Vi-5 =g

b, Az impulzusvaltoz4s a klasszikus mechanika szerint:

APkl = MoV —mopvy = O,ZH’LQC, (1133)

mig relativisztikusan:

7
APy =22 TV _ e =0,5833mc. (11.3.4)

w—ﬁ—%_\/l—j—i 12
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11.4. Feladat: Részecskegyorsitoban kiilonboz6 toltott részecskéket tudunk gyorsitani.

(a) Mekkora egy proton sebessége, ha tomege kétszerese nyugalmi tomegének? (my= 1,67 -
10727 kg)

(b) Mekkora energidval gyorsithat6 fel a proton erre a sebességre?

(c) Mekkora lenne a nyugalombdl indulé elektron sebessége ekkora gyorsitasi energia befekte-

tése utan?

Megoldas:
(a) A feladat matematikai megfogalmazasa:
™0 o, (11.4.1)
-3
amibdl a proton sebessége
3
y= £c:0,866c:2,598- 10° mis. (11.4.2)

2

(b) E sebesség felhasznaldsdval a gyorsitdshoz befektetett energia

I’I’l()6'2

AE = —moc® =moc® =1,503-1071°7=9,394 . 10%eV. (11.4.3)

(c) A fenti 0sszefiiggés atrendezésével és az elektron tomegének alkalmazasaval

2
m,c?
=ct/1={ ——— ) =2,9999992-10°m/s. 11.4.4

y C\/ (AE+mec2) ’ > ( )
Megjegyzés: Lathato, hogy a AE befektetett energia novelésével a fénysebesség egyre jobban

megkdzelithetd.

11.5. Feladat: Két azonos, kezdetben nyugvé my tomegl részecske egyikével AE| = %mocz, a

mésikkal AE, = ;mgc? energiét kozliink.
(a) Mekkora lesz a testek sebessége a nyugvé laborrendszerben?
(b) Feltételezve, hogy egy irdnyban mozognak, mekkora sebességilinek érzékeli a lassabban

mozgd részecske a gyorsabban mozg6t a sajit rendszerébdl nézve?
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Megoldas:
(a) A nyugvo részecske v sebességre torténd felgyorsitasdhoz sziikséges energia befektetés
moc? 5
AE = —mgyc”. (11.5.1)
-5

Ennek felhasznéldsdval a AE; = 2myc? esetén

v =0,8¢ (11.5.2)
az elért sebesség, mig a AE, = imoc2 energia esetén

v, =0,6¢ (11.5.3)

a sebesség.

(b) Ez a két sebesség a két részecske K nyugvo (laborrendszerbeli sebessége). A kérdés, hogy a
nyugvo rendszerhez képest vy = v, = 0,6¢ sebességgel mozgo /a lassabb részecskéhez rogzitett/
K’ rendszerben milyen a masik részecske u/ sebessége. A gyorsabb részecske sebességét a K

rendszerben jelolje u, = v, =0, 8c. A sebesség 0sszeadds szerint

+ /
u, = 20T (11.5.4)
1+ Vg;‘x
amelybdl
/ Ux—Vvo
u, = —--=0,384c. (11.5.5)

11.6. Feladat: A kezdetben vy, = 0,6¢ sebességli my nyugalmi tomeg( részecske impulzusat
16/9-szeresére noveljiik. Mekkora lesz a végsd v, sebesség és mekkora energia befektetés kellett
ehhez?

(a) Szamitsa ki klasszikusan!

(b) Szamitsa ki relativisztikus kozelitésben!

Megoldas:
(a) Klasszikus megoldas: A részecske impulzusa kezdetben mygyvy, a gyorsitds végén myv,. A

feladat szovege szerint

16
movy = ?movo, (1161)
amelybdl
16 16
Vo = 3\/0 = 1_5C' (11.6.2)
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A befektetendd energia
1

1
Wy, = 5movg — Emovg =0, 389mc”. (11.6.3)
(b) Relativisztikus megoldds: A részecske impulzusa kezdetben

moVo

=, (11.6.4)
1-3
a gyorsitas végén
Moz (11.6.5)
A feladat szovege szerint fenndll, hogy
16
Toba o 2 Tt (11.6.6)
39 1%
2 c?
Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy
v, =0,8c. (11.6.7)
A befektetendd energia
2 2
5
W, = —0¢ MOC 2 e = 0,416Tmoc. (11.6.8)

| = =
Vi-d Vi-d o

11.7. Feladat: Egy M tomeg( részecske v; = 0,6¢ sebességgel Osszeiitkozik egy masik m to-
megt és v, = 0, 8¢ sebességli ellenkezd irdnyba mozgo részecskével. Az iitkozés utan a két ré-
szecske egy Osszetett rendszert képez, amely a laboratériumhoz képest nyugalomban van. Mek-

kora az M /m arany?

Megoldas: Az impulzus megmaradds ez esetben

M
N M (11.7.1)
V2 V2
Vi-do =i
alakban fogalmazhaté meg. Az adatok behelyettesitése utidn a kérdezett hanyados
M 16
—=—. (11.7.2)
m 9
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