
gozzon. Tanítómesteréhez, Bohrhoz fordult tanácsért.
Bohr nem mondta meg, hogy mit csináljon, csak a kö-
vetkezô kérdést tette fel neki: Vajon Nyugat-Európa
szabad lehetne-e a szovjet fenyegetés árnyékában, ha
nem fejlesztették volna ki az atombombát? Wheeler
számára Bohr kérdése egyértelmûen megmutatta a kö-
vetendô utat. Lemondott párizsi ösztöndíjáról és csatla-
kozott a magfúziót kutató Matterhorn Projecthez.

Wheeler elôszeretettel foglalkozott a gravitációval és
Einstein általános relativitáselméletével. A gravitációs
összeomlás elméletével kapcsolatos, ma már oly nép-
szerû kifejezés, a „fekete lyuk”, egyértelmûen az ô ne-
véhez fûzôdik. Hozzá kell tennem, hogy ezt nem ô ta-
lálta ki. Egy konferencián beszélt a gravitációs össze-
omlásról, amikor valaki bekiabált a hallgatóság körébôl
ezzel a kifejezéssel. Wheelernek annyira megtetszett,
hogy ezentúl már ô is ezt a kifejezést propagálta. Az ad-
dig használt „a gravitáció miatt teljesen összeomlott
csillag” kifejezés rettenetesen hosszú volt és, ahogy
Wheeler megjegyezte: Elég néhányszor egymás után
kimondani ezt a hosszú dolgot, hogy azután kétségbe-
esetten keressél valami mást helyette. Persze, itt csak
ezeknek a hatalmas gravitációs vonzással rendelkezô
csillagoknak az elnevezésérôl és nem a felfedezésérôl
beszélünk. A fekete lyukszerû csillagok létezését már
közel kétszáz évvel elôttük felvetették, elsôként John
Michell angol csillagász 1784-ben, majd vagy az ô hatá-
sára, vagy tôle függetlenül, írt ugyanerrôl a híres francia
matematikus, Pierre-Simon Laplace is 1796-ban.

Fontos azt is megemlíteni, hogy kiváló tanár és
legalább annyira kiváló tankönyvíró volt. Tanítványai
közül Richard Feynman t emelem ki. Könyvei didak-
tikusak, szép és közérthetô nyelven szólnak az olva-
sóhoz. Különösen a Gravitáció címû könyve [2] lett
sikeres; két kollegájával, Charles Misner rel és Kip
Thorne -nal együtt írta az 1970-es évek elején, és nem-
zedékeket tanított az általános relativitáselméletre.

Szerette a szavakat és szeretett játszani velük, sok
mondására emlékeznek. Az egyik leghíresebb közü-
lük: „Az idô az, ami megakadályozza, hogy minden
egyszerre történjék.” [3].

Végül egy keveset az indulásáról. A floridai Jackson-
ville-ben született, de hamarosan Baltimore-ba költöz-
tek, ott nôtt fel. Édesapja könyvtáros volt és sokat tett a
könyvek és az olvasás népszerûsítéséért. Wheeler ér-
deklôdését a természettudományok iránt valószínûleg
édesanyjától örökölte. Doktorátusát a Johns Hopkins
Egyetemen szerezte. Életének legnagyobb részében a
Princetoni Egyetemen dolgozott, kivéve néhány évet,
amelyet a Texasi Egyetemen töltött Austinban és a ko-
rábban már említett háború alatti munkáját a Manhat-
tan-tervben és a késôbbi hidrogénbomba-projektben.
Utolsó találkozásunkkor épp szokásos szabadságára
készült Maine-államba, ahol a családjuknak van nyara-
lója. Kérdeztem, mit fog ott csinálni. A következôt vála-
szolta: „Látod a kezemet, a lábamat? Mindegyiket bol-
dogan odaadnám, ha megtudhatnám, mi az a kvantum?
Mi az, hogy létezés? A kettô kell, hogy összefüggjön, de
hogyan? A nyaralónkban van egy kô, amelyet a fiam és
a felesége hozott nekem Görögországból, Athén külvá-
rosából, ahol Platón és Arisztotelész sétált és beszélge-
tett. Egy olyan géprôl álmodozom, amelybe beletehet-
ném ezt a követ és a gép kiadná ezeknek a fantasztikus
embereknek a beszélgetését. Mindenemet odaadnám
azért, hogy hallhassam ôket!”
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A FIZIKA TANÍTÁSA

AZ ELEKTROMÁGNESES ÉS AZ AKUSZTIKAI DOPPLER-
EFFEKTUS ELEMZÉSE GEOMETRIAI DIAGRAMOKKAL

Bokor Nándor
BME, Fizika Tanszék

A középiskolás diákok és az elsô éves egyetemi hall-
gatók, amikor a hullámtannal ismerkednek, gyakran
találják zavarba ejtônek az elektromágneses és az
akusztikus Doppler-formulák közötti különbséget.
Geometriai diagramoknak, valamint az „esemény”
fogalmának felhasználásával egyszerûen rá lehet vilá-
gítani a kétféle Doppler-effektus közötti matematikai
különbségek fizikai okaira.

Egydimenziós elektromágneses
Doppler-effektus

Tekintsük elôször az elektromágneses Doppler-ef-
fektust, egy térbeli dimenzióban. Az 1. ábra egy
2-dimenziós (x és t ) téridô-diagramot mutat arra az
esetre, amikor a fényforrás (F ) és a megfigyelô (M )
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távolodik egymástól az x -tengely mentén. A forrás

1. ábra. Az elektromágneses Doppler-effektus téridô-diagramja. A
forrás (F ) nyugalmi rendszerét használjuk; az ábrán szereplô összes
távolság és idôtartam ebben az inerciarendszerben értendô. A fény-
jelek c sebességgel terjednek. A megfigyelô (M ) v relatív sebesség-
gel mozog, amelyre v < c. A tengelyek olyan módon vannak kalib-
rálva, hogy a forrás által jobbra kibocsátott fényjelek világvonalai
+45°-os egyenesek (szaggatott vonalak az ábrán). A és B két egy-
más utáni kibocsátási esemény, A ✽ és B ✽ a hozzájuk tartozó észle-
lési események.

t

M
F

x

DtF

DtF

DxA B* *

Dx /cA B* *

DtA B* *

A

B

B*

A*

meredekség: 1/c

meredekség: 1/v

és a megfigyelô mozgása is idôszerû világvonallal
írható le (azaz világvonaluk mindenütt a lokális
fénykúp belsejében halad), ez megfelel annak a kö-
vetelménynek, hogy vF és vM sebességük kisebb a
fény c vákuumbeli sebességénél. Ezen a ponton ki-
hangsúlyozandó az a tény, hogy inerciarendszerünk
teljesen tetszôlegesen választható, mivel a fényse-
besség bármelyik inerciarendszerben c, és csak a
forrás és a megfigyelô egymáshoz képesti v sebessé-
ge számít. Ilyen módon, az egyszerûség kedvéért és
az általánosságból semmit sem veszítve, választhat-
juk a forrás nyugalmi rendszerét, vagyis vF = 0 és vM
= v, amint az 1. ábra mutatja. Az ábra A (x,t ) és
B (x,t ) pontjai két egymás utáni kibocsátási ese-
ményt (pl. egymás utáni fényimpulzusok vagy szom-
szédos hullámfrontok elindítását) jelképezik. A hoz-
zájuk tartozó észlelési eseményeket az A ✽ (x,t ) és
B ✽ (x,t ) pontok ábrázolják. A kényelem kedvéért
kalibráljuk a t - és x -tengelyeket olyan módon, hogy
bármely fényimpulzus világvonala ±45° meredeksé-
gû egyenes vonal legyen (+45°, ha az impulzus
jobbra, és −45°, ha balra halad). Ezt elérhetjük pél-
dául úgy, ha az x -tengelyen az x = 1 métert választ-
juk egységnek, a t -tengelyen pedig a t = (1 méter)/
(3 108 méter/másodperc) = 3,33 10−9 másodpercet.
Az ábrán tehát a +45° meredekségû szaggatott vo-
nalak a forrástól a megfigyelôhöz haladó fényimpul-
zusok világvonalai.

Az A és B kibocsátási események téridôbeli koordi-
nátáit felhasználva az A ✽ és B ✽ észlelési események
között eltelt idô így írható (lásd 1. ábra ):

amibôl

(1)∆ tA ✽ B ✽ = ∆ tF
∆xA ✽ B ✽

c
= ∆ tF

v ∆ tA ✽ B ✽

c
,

ahol ∆tF az A és B kibocsátási események között eltelt

(2)∆ tA ✽ B ✽ =
∆ tF

1 v
c

,

idôtartam, a nyugvó rendszerben (a forrás inercia-
rendszerébôl) mérve. A és a ∆tM (az A ✽ és B ✽∆ tA ✽ B ✽

események között eltelt, a megfigyelô rendszerében
mért sajátidô kapcsolatát az idôdilatáció adja meg:

A (2) és (3) egyenletek összevetésébôl:

(3)
∆ tA ✽ B ✽ =

∆ tM

1 v 2

c 2

.

Mindkét oldal reciprokát véve megkapjuk a megfi-

(4)∆ tM = ∆ tF
1 v

c

1 v
c

= ∆ tF
c v

c v
.

gyelt és a kibocsátott frekvencia közötti kapcsolatot:

Egy hasonló téridô-diagram segítségével azt is

(5)fM = fF
c v

c v
.

könnyû megmutatni (ez a diákoknak házifeladatként
feladható), hogy ha a forrás a megfigyelô felé mozog,
a (4) és (5) képletekben szereplô plusz és mínusz
elôjel felcserélôdik. Az egydimenziós esetre az általá-
nos képlet tehát:

ahol a felsô elôjelek az egymástól távolodó forrás és

(6)fM = fF
c v

c ± v
,

megfigyelô, míg az alsó elôjelek az egymáshoz köze-
ledô forrás és megfigyelô esetén érvényesek.

(Egyszerû házi feladatként az is feladható, hogy a
diákok – hasonló téridô-diagramot használva – ameg-
figyelô nyugalmi rendszerében tárgyalva vezessék le a
(6) képletet.)

Egydimenziós akusztikai Doppler-effektus

Ezután készítsünk a fentivel analóg téridô diagramot
az akusztikai Doppler-jelenségre. Mivel mind a forrás,
mind a megfigyelô lassabban mozog a hang sebessé-
génél (különben nincs Doppler-effektus), ebben az
esetben a hang u sebessége az, ami a „természeti ha-
társebesség”. Amikor tehát az akusztikus téridô-diag-
ramot készítjük, a t - és x -tengelyeket úgy kalibráljuk,
hogy a ±45° meredekségû egyenesek a hang impul-
zusok világvonalai legyenek. Ezt elérhetjük például
úgy, ha az x -tengelyen az x = 1 métert választjuk egy-
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ségnek, a t -tengelyen pedig a t = (1 méter)/(340 mé-

2. ábra. Az akusztikai Doppler-effektus téridô-diagramja. A terjedési
közeg nyugalmi rendszerét használjuk; az ábrán szereplô összes
távolság és idôtartam az ebben a vonatkoztatási rendszerben mért
értéket jelenti. (Itt azonban, mivel a sebességek kicsik, a nyugvó
rendszer, a forrás mozgó vonatkoztatási rendszere és a megfigyelô
mozgó vonatkoztatási rendszere mind ugyanazokat az idôtartamo-
kat mérik!) A tengelyek olyan módon vannak kalibrálva, hogy a
közeg vonatkoztatási rendszerében az izotróp u sebességgel terjedô
hangjelek világvonalai ±45°-os egyenesek (a hangsebesség csak
ebben a vonatkoztatási rendszerben izotróp!). A forrás (F ) balra
mozog vF sebességgel, a megfigyelô (M) pedig jobbra, vM sebesség-
gel, amelyekre vF, vM < u. A és B két egymás utáni kibocsátási ese-
mény, A ✽ és B ✽ a hozzájuk tartozó észlelési események.

t M

F

x

A

B

B*

A*

meredekség: 1/u

meredekség: 1/vF

meredekség: 1/vM

DtM

DtF

DtF

Dx /uA B* *

DxA B* *

Dx /uAB

DxAB

ter/másodperc) = 2,94 10−3 másodpercet (u = 340
méter/másodperces hangsebességet feltételezve). A
Doppler-effektus feltétele, hogy mind a forrás, mind a
megfigyelô világvonala mindenütt a lokális „hangkúp”
belsejében haladjon. Ezen a ponton kihangsúlyozan-
dó az a tény, hogy csak egyetlen olyan inerciarend-
szer van, amelyben a hangimpulzusok minden irány-
ban ugyanazzal az u sebességgel haladnak – és
amelyben ±45°-os világvonallal ábrázolhatók: ez az
az inerciarendszer, amelyben a terjedési közeg nyuga-
lomban van.

A 2. ábra egy akusztikai téridô-diagram arra az egy-
dimenziós esetre, amikor a hangforrás és a megfigyelô
távolodik egymástól az x -tengely mentén. A fentiekhez
hasonlóan A (x,t) és B (x,t) két egymás utáni kibocsátási
esemény (pl. két hangimpulzus vagy két egymást köve-
tô hullámfront elindítása), A ✽ (x,t ) és B ✽ (x,t ) pedig a
hozzájuk tartozó észlelési események. Mint az ábra
mutatja, az A ✽ és B ✽ között eltelt idô:

Átrendezve kapjuk:

(7)

∆ tM = ∆ tF
∆xAB
u

∆xA ✽ B ✽

u
=

= ∆ tF
vF ∆ tF
u

vM ∆ tM
u

.

Mindkét oldal reciprokát véve kapjuk az akusztikai

(8)∆ tM = ∆ tF
u vm
u vF

.

Doppler-effektus ismert képletét:

(9)fM = fF
u vM
u vF

.

Könnyû megmutatni, hogy közeledô forrás vagy kö-
zeledô megfigyelô esetén a (9) képletben szereplô
megfelelô elôjel ellenkezôjére változik. Az egydimen-
ziós esetre az általános képlet tehát:

ahol felsô elôjelek a távolodó forrás/megfigyelô ese-

(10)fM = fF
u vM
u ± vF

,

tében, az alsó elôjelek a közeledô forrás/megfigyelô
esetében érvényesek.

Az elektromágneses és az akusztikai Doppler-
képletek levezetésének összehasonlítása

Ezen a ponton pedagógiai szempontból hasznos fel-
kérni a diákokat, sorolják fel az alapvetô különbsége-
ket a kétféle levezetéshez használt téridô-diagramok
és algebrai lépések között. Ez segíti ôket összpontosí-
tani az elektromágneses és az akusztikus hullámok,
valamint a relativisztikus és a klasszikus kinematika
közötti alapvetô fizikai különbségekre. A felsorolandó
különbségek a következôk:

Inerciarendszer
• Az elektromágneses hullámterjedés szempontjá-

ból nincs preferált inerciarendszer. Minden inercia-
rendszer egyenértékû, és a fény sebességét mindegyik
inerciarendszerben, bármilyen irányban ugyanolyan c
értékûnek mérjük. Ez a meglepô kísérleti tény tette le-
hetôvé, hogy az általánosságról való bármilyen lemon-
dás nélkül olyan egyszerûsített téridô-diagramot tekint-
sünk, amelyben a megfigyelô nyugszik (1. ábra ). Az
inerciarendszerek egyenértékûségébôl következik az
is, hogy csak a forrásnak a megfigyelôhöz képesti, rela-
tív sebessége fog szerepelni a végsô (6) képletben.

• Az akusztikus esetben azonban van preferált
inerciarendszer: az a rendszer, amelyben a hullámter-
jedés közege nyugalomban van. Ez az egyetlen vonat-
koztatási rendszer, amelyben a hang sebessége izo-
tróp, és u -val egyenlô. Úgy döntünk, hogy téridô-
diagramunkat erre az inerciarendszerre rajzoljuk fel
(2. ábra ). Az általánosság megôrzése végett a számí-
tásainkban külön-külön figyelembe kell vennünk a
forrás mozgását és a megfigyelô mozgását (lásd 2.
ábra ). Nem az egymáshoz képesti relatív sebességük,
hanem külön-külön mindkettôjük „abszolút” sebessé-
ge, azaz ebben a preferált inerciarendszerben (a terje-
dési közeghez rögzített rendszerben) mért sebessé-
gük jelenik meg a (10) végsô képletben.

Természetes határsebesség
• Az 1. ábrán a természetes határsebesség a fény

vákuumbeli c sebessége. Mind a fényforrás, mind a
megfigyelô világvonalának a lokális fénykúpon belül
kell elhelyezkednie. A kísérleti eredmények azt mutat-
ják, hogy a cminden fizikai objektum számára alapvetô
határsebesség. Mivel tehát v < c, a (6) képlet mindig
tényleges fizikai tartalommal bíró értéket ad fM -re.
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• A 2. ábrán a „természetes határsebességet” a

3. ábra. A 3-dimenziós elektromágneses Doppler-effektus térbeli
diagramja. Mivel csak a relatív sebesség számít a forrás (F ) és a
megfigyelô (M ) között, a forrást tekinthetjük nyugalomban levônek.
A és B két egymás utáni kibocsátási esemény, A ✽ és B ✽ a hozzá-
juk tartozó észlelési események. A térbeli diagram ezeknek az ese-
ményeknek csak a helyét ábrázolja, idôkoordinátájukat az algebrai
levezetésben külön figyelembe kell venni.

y

M

F

x

A,B

B*A*

F

a

b

v tD A B* *

hang u sebessége adja. Mind a hangforrás, mind a
megfigyelô világvonalának a lokális „hangkúpon”
belül kell elhelyezkednie. Az u hangsebesség nem
alapvetô határsebesség; a természet mind a hangfor-
rás, mind a megfigyelô számára megengedi u túllé-
pését. A (10) képletben azonban a |vF| ≥ u vagy
|vM| ≥ u értékek fizikailag értelmetlen (negatív, zé-
rus, vagy végtelen) fM -értékekhez vezethetnek. Ezek
olyan eseteknek felelnek meg, amikor lökéshullámok
alakulnak ki és/vagy a hanghullámok nem érik el a
megfigyelôt. A Doppler-képlet ilyen esetekben nem
alkalmazható.

Idôdilatáció
• Az elektromágneses esetben az A ✽ és B ✽ esemé-

nyek között eltelt idôtartam függ attól, melyik inercia-
rendszerben mérjük. Ez az idôtartam a forrás vonat-
koztatási rendszerében mérve , a megfigyelôé-∆ tA ✽ B ✽

ben mérve pedig ∆tM. A két mért érték közötti kapcso-
latot az idôdilatáció (3) képlete adja meg.

• Az akusztikai esetben a jelenségben szereplô ösz-
szes sebesség (lényeges módon az u „határsebességet”
is beleértve) sokkal kisebb a fénysebességnél: vF, vM, u
<< c. Az idôdilatációs hatást tehát biztonsággal elhanya-
golhatjuk; ugyanazokat az idôtartamokat mérjük a kö-
zeg, a forrás és a megfigyelô vonatkoztatási rendszeré-
ben egyaránt. A (7) egyenletben ezt használtuk ki.

Háromdimenziós elektromágneses
Doppler-effektus

Nem csak az egydimenziós, hanem az általános há-
romdimenziós mozgás esetére is konstruálható téridô-
diagram, amelybôl az elektromágneses Doppler-kép-
let általános alakja könnyen levezethetô. Mivel a for-
rásnak és a megfigyelônek csak a relatív sebessége
számít, bármelyiket tekinthetjük nyugvónak. Tegyük
fel ismét, hogy a forrás van nyugalomban (helyeseb-
ben: írjuk le a jelenséget a forrás nyugalmi vonatkoz-
tatási rendszerében). Tegyük fel továbbá, hogy a for-
rás és a megfigyelô elegendôen nagy távolságra van
egymástól, így a tárgyalt megfigyelési idôtartam alatt
párhuzamos fénysugarak érik a megfigyelôt. Ekkor,
az általánosságból semmit sem veszítve, választhatjuk
az x -tengelyt úgy, hogy egybeessen a megfigyelô
mozgási irányával; és választhatjuk az y -tengelyt úgy,
hogy a hullám terjedési irányát meghatározó k hul-
lámszámvektor az (x,y ) síkban feküdjön. Ilyen
módon az általános 3 térbeli dimenziós eset 2 térbeli
dimenzióra redukálható. A jelenség tehát teljes egé-
szében leírható egy 3 (2 térbeli + 1 idôbeli) dimenziós
(x,y,t ) téridô-diagrammal, az 1. ábra 2-dimenziós
(x,t ) téridô-diagramjának analógiájára. Az érdeklô-
dôbb diákoknak házi feladatként feladható, hogy
konstruálják meg papíron (axonometrikus nézetben)
ezt a 3-dimenziós téridô-diagramot, és vezessék le
belôle az elektromágneses Doppler-effektus általános
képletét.

Itt azonban ismét meg kell jegyezni, hogy az
akusztikai Doppler-effektusnál a forrás és a megfi-
gyelô sebessége külön-külön veendô figyelembe.
Teljesen általános esetben még az sem biztos, hogy –
a hullámot szállító közeg nyugalmi rendszerében
nézve – a forrás és a megfigyelô pályaegyenese egy
síkba esik. A jelenség teljes téridôbeli leírásához tehát
egy 4-dimenziós (x,y,z,t ) diagramra lenne szükség.
Téridô -diagram helyett ezért használjunk most egy
egyszerû 3-dimenziós térbeli diagramot, amelyen a
forrás és a megfigyelô (x,y,z ) pályáját [nem pedig az
(x,y,z,t ) világvonalukat ] fogjuk ábrázolni. A grafikus
megjelenítésbôl kimaradó idôkoordinátát természete-
sen figyelembe vesszük az algebrai levezetésben.
Mint kiderül, a térbeli diagram segítségével ismét ta-
nulságos összehasonlítást végezhetünk az elektro-
mágneses és az akusztikai eset között.

A 3. ábra az elektromágneses Doppler-effektus
térbeli diagramját mutatja, a forráshoz rögzített iner-
ciarendszerben. Az A -val és B -vel jelölt két egymás
utáni kibocsátási esemény ugyanazon a helyen (bár
különbözô idôpontokban) zajlik, tehát ugyanaz a
pont jelzi ôket az ábrán. A hozzájuk tartozó két észle-
lési esemény A ✽ és B ✽ . Feltesszük, hogy az A ✽ és B ✽

közötti térbeli távolság elég kicsi a forrás és a megfi-
gyelô közötti távolsághoz képest, vagyis a tekintett
megfigyelési idôtartam alatt a forrás iránya a megfi-
gyelôhöz képest egyetlen Φ szöggel jellemezhetô.

Az ábrán szaggatott vonallal jelölt két fénysugár
úthosszkülönbsége:

A fenti zárójel elsô tagjában a (3) idôdilatációs össze-

(11)
b a = c ∆ tA ✽ B ✽ ∆ tAB = c















∆ tM

1 v 2

c 2

∆ tF .

függést alkalmaztuk, a második tagban pedig kihasz-
náltuk, hogy inerciarendszerünkben a forrás nyuga-
lomban van.
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Ugyanez a távolság úgy is kifejezhetô, mint

4. ábra. A 3-dimenziós akusztikai Doppler-effektus térbeli diagram-
ja, a hullámot szállító közeg inerciarendszerében. Ebben az inercia-
rendszerben a forrás (F) és a megfigyelô (M) mozgása általános irá-
nyokkal veendô figyelembe. A és B két egymás utáni kibocsátási ese-
mény, A ✽ és B ✽ a hozzájuk tartozó észlelési események. A térbeli
diagram ezeknek az eseményeknek csak a helyét ábrázolja, idôkoor-
dinátájukat az algebrai levezetésben külön figyelembe kell venni.

y

M

F

x

A

B*A*

FO

a

b
z

B

FS

v tD A B* *

A (11) és (12) egyenletek jobb oldalát egyenlôvé téve,

(12)
b a = v ∆ tA ✽ B ✽ cosΦ = v

∆ tM

1 v 2

c 2

cosΦ.

és a kapott egyenletet ∆tM -re megoldva kapjuk:

és reciprokát véve megkapjuk az elektromágneses

(13)∆ tM = ∆ tF

1 v 2

c 2

1 v
c
cosΦ

,

Doppler-effektus képletének ismert általános alakját:

(14)
fM = fF

1 v
c
cosΦ

1 v 2

c 2

.

Háromdimenziós akusztikai Doppler-effektus

A 4. ábra (a 3. ábrán bemutatott elektromágneses eset
analógiájára) az általános, 3-dimenziós akusztikaiDopp-
ler-effektus térbeli diagramját ábrázolja. A hullámot szál-
lító közeg inerciarendszerében a forrás és a megfigyelô
pályája nem szükségképpen fekszik azonos síkban. Ez
ellentétben áll az elektromágneses esettel, ahol vagy a
forrásról, vagy a megfigyelôrôl feltehettük, hogy nyug-
szik (lásd az Inerciarendszer megjegyzést az 1-dimen-
ziós tárgyalásnál). Feltesszük, hogy mind az A és B kibo-

csátási események közötti távolság, mind az A ✽ és B ✽

észlelési események közötti távolság elegendôen kicsi a
forrás és a megfigyelô közötti távolsághoz képest, azaz a
ΦF ésΦM szögek nem változnak észrevehetômértékben a
megfigyelési idôtartam alatt. A két hangjel által megtett
úthosszak különbsége:

Bár és ∆tAB is a hullámterjedési közeg inerciarend-

(15)b a = u ∆ tA ✽ B ✽ ∆ tAB = u ∆ tM ∆ tF .

∆ tA ✽ B ✽

szerében mért idôtartamok, mégis egyenlôvé tehetôk
∆tM -mel, illetve ∆tF -fel (amelyek a megfigyelô, illetve a
forrás inerciarendszerében mért idôtartamok), mert az
idôdilatáció szerepét itt el lehet hanyagolni (lásd az Idô-
dilatációmegjegyzést az 1-dimenziós esetre).

Ugyanez a távolság kifejezhetô úgy is, mint

A (15) és (16) egyenletek jobb oldalát egyenlôvé téve,

(16)
b a = vM ∆ tA ✽ B ✽ cosΦM vF ∆ tAB cosΦF =

= vM ∆ tM cosΦM vF ∆ tF cosΦF .

és a kapott egyenletet ∆tM-re megoldva kapjuk:

amelynek a reciprokát véve megkapjuk az akusztikai

(17)∆ tM = ∆ tF
u vF cosΦF

u vM cosΦM

,

Doppler-effektus képletének általános alakját:

(18)fM = fF
u vM cosΦM

u vF cosΦF

.

Megjegyzés

Az akusztikai Doppler-effektus általános esetének teljes
grafikai megjelenítéséhez 4-dimenziós téridô-diagramra
lenne szükség. Mivel ilyen diagramot nem tudunk a
táblára rajzolni, kénytelenek vagyunk beérni egy 3-di-
menziós térbeli diagram megrajzolásával (lásd 4. áb-
ra ), és lemondani az idôkoordináta grafikus megjelení-
tésérôl. Ez a szegényesebb geometriai megjelenítés is
hasznos lehet pedagógiailag az elektromágneses és az
akusztikus Doppler-képletek különbségeinek megérté-
séhez, de az ábrákról bizonyos lényeges vonások óha-
tatlanul hiányoznak. Amikor a diákok a két eset közötti
különbségeket sorba veszik (Az elektromágneses és az
akusztikai Doppler-képletek levezetésének összehasonlí-
tása pontban az 1-dimenziós esetre felírt lista analógiá-
jára), nincs például semmi vizuális támpont, ami a Ter-
mészetes határsebesség megjegyzésre (és a hozzá tarto-
zó diszkusszióra a lökéshullámokról és az információ
eljutásáról a megfigyelôhöz) utalna az ábrákból. Elkép-
zelhetô, hogy a „kevesebb többet ér”: ha csak az 1-di-
menziós eset tárgyalására szorítkozunk, a diákok általá-
nosabb következtetések levonására lesznek képesek.
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