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A 09.) feladat

Adott egy allando keresztmetszetii egyenes rad. Tengelye a vizszintes ,,z” tengely, a hossza
,0”. A rudat a z=0 pontban ,,mereven megfogtuk™ (pl. beépitettiikk egy merev falba). A masik
végén a rudat egy fiiggdleges ,,x” irdnyu ,,F”” erdvel lefel¢ hajlitjuk. A rad sulyabol adodo
deformacios hatas az ,,F”’-hez képest elhanyagolhatd.

A rudnak a (hajlitas iranyanak megfeleld) keresztmetszeti tényezoje (a ,,keresztmetszet
masodrendli nyomatéka”) legyen ,,I”. A rad anyaganak Young modulusa ,,E” . A rad (,,semleges
szal”) ,,z” helyen keletkez6 ,,x” irany elmozdulasat ,,u(z)” jeloli.

Keressik a rad végének az u(b) lehajlasat.

a.) Irja fel az ,,M” hajlito forgaté nyomaték és az u(z) kozotti osszefiiggést!

b.) A megadott terhelés alapjan hatarozza meg az M(z) fliggvényt!

c.) Az eddigi valaszok felhasznalasaval irja fel az u(z)-re vonatkozo differencial egyenletet!
d.) Adja meg az u(z) altalanos megoldast!

e.) Hatarozza meg az u(0)-nal érvényesiil6 peremfeltételeket!

f.) Hatarozza meg a peremfeltételeknek megfeleld u(z) megoldast!

g.) Hatarozza meg a rad végének az u(b) lehajlasat.

A 10.) feladat

Adott egy allando keresztmetszetli egyenes rud. Tengelye a vizszintes ,,z” tengely, a hossza
,»b”. A rudat a z=0 pontban ,,mereven megfogtuk™ (pl. beépitettiik egy merev falba).

A radnak a sajat sulyabdl adodo, fiiggbleges ,,x” iranyl deformaciojat (lehajlasat)
vizsgaljuk.

A radnak a (hajlitas iranydnak megfeleld) keresztmetszeti tényezdje (a ,,keresztmetszet
masodrendli nyomatéka”) legyen ,,I”. A rid anyaganak Young modulusa ,,E” . A rtd (,,semleges
szal”) ,,z” helyen keletkez6 ,,x” iranyu elmozdulasat ,,u(z)” jeloli. A rid hosszegységre es6 sulyat
jelélje p=mg/b.

Keressik a rad végének az u(b) lehajlasat.

a.) Irja fel az ,M” hajlit6 forgaté nyomaték és az u(z) kozotti osszefiiggést!

b.) A megadott terhelés alapjan hatarozza meg az M(z) fliggvényt!

c.) Az eddigi valaszok felhasznalasaval irja fel az u(z)-re vonatkozo differencial egyenletet!
d.) Adja meg az u(z) altalanos megoldast!

e.) Hatarozza meg az u(0)-nal érvényesiil6 peremfeltételeket!

f.) Hatarozza meg a peremfeltételeknek megfelel6 u(z) megoldast!

g.) Hatarozza meg a rad végének az u(b) lehajlasat.

EXTRA gyakorlasra:
h.) Az infinitezimalis elfordulast megadd d¢ = Rdz 6sszefiiggés felhasznalasaval hatarozza

meg a rad z=b végén 1évo feliiletének (keresztmetszetének) a (p(b) elfordulasat!
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B 13.) feladat

Adott egy allando keresztmetszetii egyenes rid. Tengelye a vizszintes ,,z” tengely, a hossza
,b”. A rudat a két végénél (z=0 és a z=b pontokban) két ékkel alatamasztottuk. A rud a sajat
sulyatol behajlik. Az ékszer(i alatamasztas miatt a rud véglapjai a deformacié soran
elfordulhatnak, de fiiggéleges (,,x”) irdnyban nem mozdulhatnak el.

A radnak a (hajlitas iranyanak megfeleld) keresztmetszeti tényezdje (a ,,keresztmetszet
masodrendli nyomatéka™) legyen ,,I”. A rad anyagénak Young modulusa ,,E” . A rad (,,semleges
szal”) ,,x” iranyt elmozdulasat ,,u(z)” jel6li. A rad hosszegységre es6 sulyat jeldlje po=mg/b.

Keressik a rad kdzepének az u(b/2) lehajlasat.

A gyakorlaton ezt a feladatot az ,,M” hajlito forgaté nyomaték és az u(z) kozott fennalld
2

M=1-E- Z_l; kapcsolat alkalmazasaval megoldottuk. Azt is bizonyitottuk, hogy érvényes a
z

0*M
oz°
feladat esetén nyilvanvalo, hogy p(z)= po allandé.
a.) A két fenti formula 6sszevonasaval irja fel az u(z) (derivaltjai) és a po k6z6tt kapcsolatot
teremt6 (negyedrendii) differencidlegyenletet!
b.) Adja meg az u(z) altalanos megoldast!
c.) irja fel matematikai alakban a most kiréhat6 (négy darab) peremfeltételt: :
— arud ket végén nincsen lehajlas,
— arud ket végén nem Iép fel forgatonyomaték.
d.) Hatarozza meg a peremfeltételeknek megfelel u(z) megoldast!
e.) Ellendrizze, hogy ez ugyanaz, mint amit a gyakorlaton kaptunk!

=p(z) Osszefliggés is, ahol p(z) a rad hosszegységre esé sulya az adott helyen. A jelen

MEGJEGYZES: Ezaz ,,4j modszer” lehet6vé teszi az Gn. ,,statikailag hatarozatlan” problémak
megoldasat. Lasd a kdvetkezd feladatokat!

B 14.) feladat

Adott egy allandoé keresztmetszetii egyenes rid. Tengelye a vizszintes ,,z” tengely, a hossza
,b”. arudat a z=0 végénél ,,mereven megfogtuk™ (pl. beépitettiik egy merev falba) és a z=b
vegenel egy ekkel alatamasztottuk. Az ékszerii alatimasztas miatt rad z=b véglapja a deformacio
soran elfordulhat, de fiiggéleges (,,x”) iranyban nem mozdulhat el. A rid a sajat sulyatol
behajlik.

A radnak a (hajlitas iranydnak megfeleld) keresztmetszeti tényezdje (a ,,keresztmetszet
masodrendli nyomatéka”) legyen ,,I”. A rid anyaganak a Young modulusa ,,E”. A rud (,,semleges
szal”) ,,x” iranyt elmozdulasat ,,u(z)” jel6li. A rad hosszegységre es6 sulyat jeldlje po=mg/b.

Keressik a rud kdzepének az u(b/2) lehajlasat.

FONTOS ELMELETI MEGJEGYZES:
Ez a feladat azért ,,furcsa”, mert ,,statikailag tulhatarozott”. Hiszen a (merev testeket

feltételez6) statikai egyensuly egyenletei (,, ZIE =07¢s,, Z M = 0”) nem elegek a rid hossza

mentén fellépd M(z) forgatonyomaték fliggvény meghatarozasahoz. Marpedig ennek ismerete
sziikségesaz M =1-E-u" differencidlegyenlet megoldasahoz. Ennek az az oka, hogy a statikai
egyensulyt csupén csak a z=0 helyen 1évé merev befogéssal is biztositani lehet. Ezért a statikali
egyensulyt biztosito kiilsé er6hatasok csak akkor szamolhatok ki, ha a rad u(z) deformaciojat is
figyelembe vessziik. De az u(z) meghatarozasahoz sziikség van a kiils6 eréhatasok ismeretére. Nos
ez a probléma gyokere. JO lenne z u(z)-re olyan egyenletet talalni, amelyben kozvetlenil nem



szerepelnek (a szintén ismeretlen) kiils6 erOhatasok. A bevezetett ,,ij médszerben” pontosan
errdl van sz0. Mint lattuk, itt nem kell ismerni a (befogasoknal és az alatamasztasnal fellépd)
konkrét kiils6 er6hatasokat. Ezek az u(z)-re Kirdtt peremfeltételekben testesiilnek meg.

a.) Irja fel az u(z) (derivaltjai) és a po kozott kapcsolatot teremt6 (negyedrendii)
differencialegyenletet!
b.) Adja meg az u(z) altalanos megoldast!
c.) irja fel matematikai alakban a most kiréhat6 (négy darab) peremfeltételt: :
— arud ket végen nincsen lehajlas,
—arad (semleges szal) alakja olyan, hogy a z=0 helyen ,,nem torik” meg.
—arad z=b végén nem lép fel forgatdnyomaték.
d.) Hatarozza meg a peremfeltételeknek megfelel6 u(z) megoldast!
e.) Hatarozza meg a rudat alatamasztéd éknél (z=b fellép6 erOhatast!
f.) Hatarozza meg a rid maximalis behajlasanak a helyét és a maximalis behajlas
nagysagat!

B 15.) feladat

Adott egy allando keresztmetszetii egyenes rad. Tengelye a vizszintes ,,z” tengely, a hossza
,b”. A rudat mindkét végéneél (z=0 és z=b ,,mereven megfogtuk” (pl. merev falakba beépitettiik).
A rud a sajat sulyatol behajlik.

A radnak a (hajlitas iranydnak megfeleld) keresztmetszeti tényezdje (a ,,keresztmetszet
masodrendli nyomatéka”) legyen ,,I”. A rud anyaganak a Young modulusa ,,E” . A rad (,,semleges
szal”) ,,x” iranyt elmozdulasat ,,u(z)” jel6li. A rad hosszegységre eso sulyat jeldlje po=mg/b.

Keresslk a rad kdzepének az u(b/2) lehajlasat.

a.) Irja fel az u(z) (derivaltjai) és a po koz6tt kapcsolatot teremté (negyedrendii)
differencialegyenletet!

b.) Adja meg az u(z) altalanos megoldast!

c.) irja fel matematikai alakban a most kir6hat6 (négy darab) peremfeltételt:

d.) Hatarozza meg a peremfeltételeknek megfelel u(z) megoldast!

e.) Hatarozza meg a rud végénél fellép6 er6hatasokat!

f.) Hatarozza meg a rid maximalis behajlasat!

g.) Hasonlitsa ezt 6ssze a kétékes alatamasztasnal kapott eredménnyel!




