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4. szakasz

Kvantummechanika

Kisérleti elozménvek:

Az atomok szinképe

A hidrogén atom emisszios szinképe (Balmer-sorozat):

Lymann-samza

Balmer-sorozal

Lyman-sorozat (m=1) és (n=2,3,4,...); Balmer-sorozat (m=2) és (n=3,4,5,...);
Paschen-sorozat (m=3) és (n=4,5,6,...); Brackett-sorozat (m=4) és (n=5,6,7,...);
Pfund-sorozat (m=5) és (n=6,7,8,...):

1 1
E=chRy (7~ 12)
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A Franck-Hertz-Kkisérlet

A homérsékleti sugarzas
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A fényelektromossag
Bohr-modell

A kvantumossag kérdése

Mind az mechanikaban, mind az elektrodinamikaban lattunk olyan példakat,
amelyekben bizonyos fizikai mennyiségek nem csak nem vehettek fel tetszéleges
értékeket, hanem a felvehet értékek a problémara jellemz6 moédon matematikai
rendet kovettek. Eppen ezért allithatjuk, hogy a diszkrét értékek megjelenése nem a
kvantumelméletek kizarolagos sajatsaga. Ezzel egyiitt a fenti kisérleti elozmények
leiraséara uj elgondolasok sziikségesek.

A felvetédd problémakra az a megoldas (Heisenberg-Dirac) kindlkozik, hogy a
klasszikus fizikdban szokasos folytonos fliggvények helyett diszkrét értékekkel is
rendelkezd operatorok bevezetése sziikséges. gy tehat az alapgondolat az, hogy a
fizikai mennyiségekhez operatorokat rendeliink, és ezeknek az operatoroknak a



sajatértékeit feleltetjiik meg a mérhet6 fizikai mennyiségeknek. Eppen ez okbél csak
olyan operatorok johetnek szoba, amelyek sajatértékei valosak. Az ilyen tulajdonsagu
operatorokat hermitikus operatoroknak nevezik.

A mozgas palyaja a klasszikus mechanikaban: a Hamilton-elv,
kanonikus mennyiségek

Miel6tt az operatorok definialasat megtennénk, egy korabban kifejlesztett elmélethez
kell visszatérniink, hogy megértsilk, mely fizikai mennyiségekhez rendeljiink
operatorokat, és mi legyen ezek kozott a kapcsolat. A klasszikus mechanikai
mozgaspalyak meghatarozasa megfogalmazhato az 1Un. legkisebb hatas elve
(Lagrange), a Hamilton-elv segitségével is. A mozgds palyajat a gq;(t)
helykoordinatdk megaddsa jelenti. A legkisebb hatas elve a kovetkez6t mondja ki:
Létezik egy L — a q;(t) helytdl, a ¢;(t) a sebességtdl és a ¢ id6tol — fliggd fliggvény,
amelynek a mozgas idejére valo integralja extremalis, azaz barmely palyat valasztva a
ténylegesen megvalosulora lesz szélsoértéke (altalaban minimuma):

ta
S = f L(q;, q; t) dt = extremum.
ty
Az S neve: hatas. A fizikailag megvalosulo palyatol eltérd azonos kezdeti €s végponta

------

megoldast

t2
55=j(6—L5qi+a—.L§qi)dt
Z dq; aq;
oL 12 (/0L d oL
= 6_%5qilt1+£[ (a—ql—aa—ql) oq;dt = Q.

A J8q; és §q; a varialt palyahoz tartoz6 mennyiségekre utalnak. A jobboldalon az els6
tag zérus, mert rogzitett végpontok vannak (a hatdrokon nem varialunk), mig az
integral akkor lehet zérus, ha a zar6jelben allo integrandus zérus. E kifejezés adja a
fizikai probléma mozgasegyenletét (Euler-Lagrange-egyenlet):

Az altalanos impulzus:
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oL
pi_éQi.

Ennek a kifejezésnek a jobb oldalat az Euler-Lagrange-egyenletbe helyettesitve végiil
is az impulzus id6 szerinti derivaltjat is megkapjuk:

AL
Pi =7
dq;
Képezziik a Lagrange-fliggvény teljes differencialjat:

L  dL , ,
——dq; = —dt + (p;dq; + p;dq;).

dL 6 —dt + oL d
t %+ 9q; ot

) d2q;
A jobboldalon 4116 masodik tagot érdemes atalakitani
pidq; = d(piq:) — qidp;

majd az egyenlet két oldalat atcsoportositani:

. oL . .
d(p;q; — L) = _Edt — (pidq; — q;dpy).

Az Osszefiiggés segitségével definidlhaté a Hamilton-fiiggvény H(qgi,pit), amely mar
csak a g; altalanositott hely és p; impulzuskoordinatak fiiggvénye

H =p;q; — L.
Képezve a Hamilton-fiiggvény teljes differenciajat

H
—dp;

dH = oH —dt + oH dq;

0 dq;

Ezt az egyenletet 0sszevetve a fentivel kapjuk a kanonikus egyenleteket:

o
"=,
o
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Lathato, hogy a hely és az impulzus milyen szoros kapcsolatban vannak egymassal.
Ennek a ténynek a késobbiekben nagyon fontos szerepe lesz. A (pi,gi) valtozoparokat
kanonikusan konjugalt mennyiségeknek nevezik.

A klasszikus mechanikaban a Lagrange-fiiggvény ,,jol bevalt” alakja
L=T-Y,

ahol T a kinetikus, V" a potencialis energia. Ennek megfeleloen a Hamilton-fliggvény,
amely a mechanikai energiat fejezi ki,

H=T+V.

Eltérés a klasszikus palyatol. A Heisenberg-féle felcserélési relaciok
A Lagrange-fiiggvény tehat felirhat6 ugy is, hogy
L =pq;—H.
Ha most ezzel végrehajtjuk a variacios eljarast, akkor természetesen arra az

.....

alapgondolat. A szamolds soran azonban a p;q; és q;p; szorzatok kiilonbségei
jelennek meg. Ha a szorzas miivelete kommutativ, akkor ez a kiilonbség zérus. Ha
azonban azt mondjuk, hogy ne legyen a szorzas mivelete kommutativ, hanem h

.....

h rendben el fog térni az extremalistol, ennek kovetkeztében a klasszikus
mozgaspalya is! (Innen ered a hataskvantum elnevezés, és igy jutunk a mozgasok
kvantumos leirdsdhoz — kvantummechanika.)

Igy, az egyméashoz kanonikusan konjugalt mennyiségek kozott értelmezni fogjuk az
alabbi nem-kommutativ szorzési miiveletet

h
[Pr @]l = Prqy — QoK = 751(1 )

ahol a rovidités kedvéért szokas a [ , | szogletes zardjel bevezetése. Az egymashoz
nem konjugalt mennyiségek egymassal felcserélhetok:

[Pk, 01] = Prp1 — PiPK = 0
9k @] = axq1 — qqx = 0.

Ha az altalanositott koordinatanak a
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helykoordinata operatorat, az altalanositott impulzusnak a

h o

Px =2~
¥ oiox

h/i-vel szorzott koordinata szerinti differencidlas operatorat valasztjuk. Ezekkel a

felcserélési relacio gy értelmezhetd, hogy ezek egy differencialhato fiiggvényre
hatnak. Ekkor a lépésenkénti szamolas:

( )q’_h[a(% 6‘!’] h[ 4 oY oY _hlp
Pk = XPx)¥ = 75 X ox “ox  Yoxl T

De pl. a az impulzus x és y komponensei

RO
, Px = 5 ox
€S
R
Py = i 0y
esetén
o = 2 (280 _
PPy [T = dxdy dydx)

Tehat a két impulzus-komponens operatora egymassal felcserélheto.

A Hamilton-operator

Konzervativ erétérben mozgd tomegpont esetén fennall a mechanikai energia
megmaradasa

p2

H(=E)=%

+V(x,vy,2z),

ahol az impulzus komponensek helyére a fenti differencidloperatorokat, a potencial
helyére a hellyel valod szorzas operatorat irjuk. Igy az energia operatora:

h? (0% 0%  0? v
722 + 377 + 372 +V(x,y,z).

H=—
2m

Az energiaoperatorral felirhato energia sajatérték egyenlet

406



HY = EY.

A differencialoperator konkrét alakjat beirva a

h? <62‘P 0’y 9%y

322 + 377 + 6zz> +V(x,y,z2)¥ = E¥Y

2m

Schrodinger-egyenletet kapjuk.

Altaldban, ha egy fizikai mennyiséghez az O operator tartozik, akkor az
oV = A¥Y

sajatérték egyenlet regularis megoldasait keressiik — sajatértékek, sajatfiiggvények.
Ennek megfeleléen lehetnek pl. impulzus, impulzusmomentum, energia, részecske-
szam (!) operatorok, stb.

Végtelen egydimenzios potencialgodor
Legyen a potencial V(x)=0 a (—a < x < a) intervallumban, mig V(x)=co azon kiviil. A

kiils6 tartomanyban ¥(x)=0, az x=-a és x=a helyen 1év0 potencidlugrasnal a hulldm-
fiiggvény derivaltja hatarozatlan.

Y(x)=0 PY(x)=0

A Schrodinger-egyenlet a a (—a < x < a) intervallumra:

h? d*y

" 2m dx?
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2mE

2 _
k= 2
helyettesitéssel kapjuk a
d?y L2y
dx? '

Ennek az egyenletnek lehet egy sin(kx) megoldasa a
T
k=n—
a
a hatarfeltételt teljesité megkotés mellett. Mig 1étezik egy cos(kx) megoldasa a

k—( +1)n
-\ 2/ a

feltétellel. A sajatérték sorozat 6sszevonhato a

§ = T
_nZa

kifejezéssel, de emlékezni kell, hogy vagy csak szinuszos vagy koszinuszos hullam-
figgvények lehetnek a megoldasok! Ezt behelyettesitve és atrendezve az energia
sajatértékek

m2h?

8ma?

E,=n

lesznek. (Nem szabad elfelejteniink, hogy a potencialgddor 2a széles!) Az eredmény
egyszeriien atirhatd az a szélességli potencialgdodorre a 2a — a helyettesitéssel

252 2
Znh 2h

=n .
2ma? 8ma?

E,=n

Ezek éppen azok az energiaértékek, mint amelyeket a dobozba zart — de Broglie-féle
allohullamokként leirt — részecskékre kaptunk.

Véges potencialgodor

Egy érdekes jelenség alakul ki 1D-ben, amelynek neve Anderson-lokalizacio: a
hullamfliggvény nem a gddorben, hanem a godorhoz lokalizalodik. Akar a legkisebb
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potencialgddor esetén is létrejohet egyetlen kotott allapot. Ennek hullamfiiggvénye
sokkal kilog a godorbol.

A harmonikus oszcillator

A rugalmas er6 potencialja a k direkcids erével kifejezve

1
V(x) = Ekxz,

amellyel a tdmegpont mechanikai energiaja
2 1
E=—+-kx?.

A k helyett az mas” kifejezést irva, tovabba a mar bevezetett operatorformalizmust

h d
XX P>

alkalmazva a harmonikus oszcillatorra vonatkoz6 Schrédinger-egyenlet

h? dzllf_l_ma)2 2 — g
2m dx? y *TTEY

Az egyenletet célszerll atrendezni a

d*’¥Y 2m 1 -
Tx2 +?<E——mw X )lIJ=O

2
alakra. A megoldas az un. Sommerfeld-féle polinom-modszerrel torténik. Az elsd
Iépés az aszimptotikus — nagy x értékekre érvényes — megoldas megkeresése. A
masodik 1épésben a imént kapott aszimptotikus eredményt egy véges fokszamu
polinommal szorozzuk ¢és ugy allitjuk el6 a probléma teljes megoldasat. Ehhez az
eljarashoz érdemes Uj valtozokat bevezetni:

Ezek behelyettesitésével a fenti egyenlet atirhato a
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2

¥ K Hy =0
d_fz—i_( _E) -

alakra. Amennyiben nagy a ¢ értéke (azaz nagy az x értéke is — aszimptotikus
megoldas), gy az egyenlet leegyszeriisddik a

d*y
d&?

— 2y =0

alakra. Az egyenlet megoldasa nagy ¢ értékekre

A teljes megoldast a

W(E) = p(E)e 7

formaban keresessiik tovabb. Behelyettesitve a nem-aszimptotikus egyenletbe a
kovetkezo egyenlet adodik:

d2 d
C8 2t k-Dg=0

dé&? dé
Az egyenlet p(&) megoldasat polinom alakban keressiik:
n
0@ =) o,
r=0

ahol a ¢, egyiitthatok konstans értékiiek. Képezziik a polinom ¢&-szerinti derivaltjait:

d—fz = Z T'(T — 1)Crfr_2.

r=0
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Ezek behelyettesitése €s az ,,atindexelések’ utan kapjuk:

n

Z[(r + )+ 1)eryy — (2r +1—K)e, ] €7 = 0.

r=0

Ez csak akkor lehet érvényes, ha a & dsszes egylitthatdja eltiinik barmely r értékre. Ez
viszont egy kapcsolatot jelent az egyiitthatok kozott

_ 2r+1-K
Cri2 S+ + 1)Cr'

Ha ez az r=n-t0l teljesiil, akkor a 2n+1=K Osszefiiggés all fenn. Tehat az E és K
kozotti

__ZE
" hw

kapcsolat alapjan:

1
En = hw <Tl+§>.

crer

E —-1h
n =7 ho.

Megjegyzés: a pn(¢) polinomot n-ed foku H,(¢) Hermite-polinomnak nevezziik a
2
dé&? dé

differencidlegyenlet alapjan. Ezt kovet6en az oszcillator sajatfiiggvényei a ¢&-vel
kifejezve

+2nH, =0

W (©) = e~ T Hy (9).

Az els6 néhany Hermite-polinom:

Ho(f) =1
H1(S() =2¢
Hz(f) = 452 —2
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H3(§) = 88% —12¢
A tomeg m=1, a korfrekvenciat w=1 és a h=1 valasztassal, valamint a normalasi
tényezot (!) is figyelembe véve az oszcillator hullamfiiggvényei négy kiilonb6zo n

értékre:

n=0 n=1

L4

n=2 n=3

FiA Tl
06| 06t

04

02

Fononok

1 dx\* 1 o
E'=-—n1(——) i-zrnw X

d?x,
dt?

= —k(xn - xn+1) - k(xn - xn—l)

= k(xp—1 + Xn41 — 2xp)

m

1
V= Ek z Z(xrzl_xn—lxn — XnXn+1)
n
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xn, = A sin(nqa)sin (w,t)

_ k . qa
Wq =2 |—sin=
V_l AZ 2 a2 Pan 2 t
= 2m wg sin® (nqa) | sin“(wqt)
n
=A z sin? (nqa)sin (wqt)
n
T = 1 AZ 2 fon 2 2 t
=5 mA wg sin” (nqa) | cos*(wqt)
n
E _1 AZ 2 a2
—Zm wg sin® (nqa)

n

1
E, = ha)q (nq + E)

Az impulzusmomentum

A mechanikéban az impulzusmomentumot a hely és impulzus vektorialis szorzataként
definidljuk, azaz

L=rXp,

¢s ezt a tovabbiakban is meg kivanjuk 6rizni. Az impulzusmomentum vektor kompo-
nensei rendre

Ly =yp, — ZDy, Ly = ZPx — XDz L; = XDy — YDx-

Az impulzusmomentum-komponensekhez rendelhetd operatorok a helykoordinatak-
hoz ¢s impulzuskomponensekhez tartozé operatorok segitségével az
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L h < 9] 0 ) 3 h < 9] 0 )
= ——Z= =—|\z=——x=
x dz Oy y ox =~ 0z
L h ( 9] d )
X——y—=—)
z dy ~ 0x
Az impulzuskomponensek kozott érdekes relaciok allapithatok meg:
Lyly — LyLy = ihL,,  LyL, — L,L, = ihL,,
LyLy — LyL, = ihL,,.
Az elso 6sszefiiggés bizonyitasa:
(LxLy — L, L)V
B {h ( 0 d ) h ( 0 0 )
i \Vaz~ ay Zox "oz
h ( 0 d ) h ( 9] 0 )} w
ax “az)i\Vaz %oy
_ hz{( 0 6)( ov asv)
B Y 0z z dy z 0x 0z
( 9] 0 ) ( oY 6‘1’)}
Zox " *9z)\Vaz T %5y
) { oY 0y 02y 62 62’1’

x PV Yz ayox X ayaz
0%y 0y 0’y oy azsv}

—_ 2 —_ —
Yoxoz % oxay Yoz *ay  “azay
Y
_ g2 9T
=—-h {y o xay} thL,%V.

A fenti relaciok egyetlen zart formuldba irhatok az
LXL=ihL

alakban. (Nem szabad elfelejteni, hogy az L impulzusmomentum operator.
Megtévesztd ugyanis, hogy mig a szokasos gondolkodasban egy vektor énmagaval
vett vektorialis szorzata 0, addig itt a komponensek nem-kommutativitasa vezet erre
az eredményre.) Az impulzusmomentum négyzet operator

=15+ 15+ 15
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alakban adhato meg. Az érdekes az, hogy ez az operator az Ly, Ly, L, operatorok
mindegyikével felcserélhetd, azaz

[PLy — L l? =0, 2L, —Ly?=0, [*L,—L,l%=0.

A kérdés most az, hogy egy egyszerli esetben milyen sajatértékek allnak eld. Ezért
szamoljuk ki az impulzusmomentum z-komponensét. Tekintsiik az

LY = k¥

sajatérték egyenletet, amely az impulzusmomentum operator komponensének
behelyettesitésével a

h( 0 a)lp -
xay d0x

alakba irhat6. Célszerl attérni gombi polarkoordinatakra a szokasos
X =71 sin6 cosy, y = 71 sin@ sing, Z =1 cosO

transzformacioval, ahol 7 a sugar, a O a polarszog és ¢ az azimut szog. Egyszeriien
ellendrizhetd, hogy a ¥ hullamfiiggvény ¢ azimut szog szerinti derivaltja

0¥ 0¥ ox (')‘P (')y oY 0z 6‘1’ oY

ago_axaqo ayago 0z 0p 6y yax

éppen az impulzusmomentum z-komponensét szolgaltatja. Ezért kényelmesebb, ha az
operatort

, _ha
27 i 0@

alakban vessziik, s ezzel irjuk fel a sajatérték egyenletet

h oy
—— = kY.
[ do

Ennek az egyenletnek a megoldasa

.k
P = Ae'n?,

A sz8g szerinti periodikussag az jelenti, hogy a
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iE(<p+2n) i&p l'EZTL'
VY(p + 2m) = Aeh = Aeh"e " = Y¥(p)
Osszefliggés akkor teljesiil, ha

k
m=- (m=0,+1,%2,..).

Azaz az impulzus momentum z-komponense csak a h egészszamu tobbszorose lehet,
azaz

k = mh.
Az impulzusmomentum négyzete sajatérték-problémaja az
L*Y = Ky

egyenlettel fogalmazhato meg. Gombi koordinatakra célszer( attérni, amellyel

L* = —h? 62+t66+ Lo
B 902 " “9% 30 sin20 dg? )

Erdekes megallapitani, hogy r-t61 fiiggetlen. Hosszli szamolas utan:
K=hr%(l+1) (1=0,%41,%2,..).
A megfeleld sajatfliggvény:
Y™(8, ) = sin™e6 P (cos6)e™?,

ahol |[m < I| és a P fuggvények n — |m|-ed foka polinomok.

A hidrogénatom

A protonbol és elektronbdl allé rendszeren beliil a Coulomb-kdlcsonhatas miikodik,
igy ez keriil a Hamilton-operatorba

1 e?

V(r) =—
) dtey T

A Laplace-operatort gombi koordinatakban irva a
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0’y  20¥ 1(62‘11 v 1 62‘IJ>

= — (== + ctgo
8r2+r ar+r2 692+Cg 69+sin266<p2

2m
+F(E - V(T'))‘zu =0

Schrodinger-egyenletet kapjuk. A sajatérték egyenlet megoldasa szolgaltatja a
hidrogénatom lehetséges energiaszintjeit, a sajatfliggvényeknek az elektronok
megtalalasi valosziniiségéhez van koziik. A megoldas szétvalaszthatd egy csak r-tol
fliggd F(r) és a O, @ szogektol fiiggd Y (0, @) fiiggvények szorzatara, azaz

¥(r,0,¢) =F()Y(6,9).

Bevezetve az R(r) = rF(r) fuggvényt a

arz | w2 n2 2

differencidlegyenlet adja a radialis megoldast. A fenti egyenletekben szerepld n, I, m
szamok rendre az n: fokvantumszam, /: mellékkvantumszam, m: magneses kvantum-
szam.

d’R [2mE 2mV(r) I(l+1) R=0

Az allapotegyenlet

A hamiltoni kanonikus formalizmus alapjan az energia ¢s az idé kozott hasonld
kapcsolat all fenn, mint a koordinata és az impulzus kozott. Ez alapjan a

ho
t >t E > ———
[ Ot

operatorok kozotti megfeleltetéseket tessziik. Ekkor a Heisenberg-féle felcserélési
torvény:

h
[-E,t] = (—E)t —t(—E) = 7

Az 1do6fiiggd Schrodinger-egyenletet (allapotegyenlet) gy kapjuk, hogy az E helyére
a fenti operatort helyettesitjiik, azaz

ROV _
i ot '
vagy
hov _ _ K AW + V( )V'4
i 0t  2m NI 2)%
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Ennek az egyenletnek a megoldasa nem feltétleniil szolgal valés megoldassal, igy
kozvetlen fizikai jelentése nincs. Ugyanakkor, mivel egy fizikai rendszer
megoldasaval kapcsolatban all eld, azt gondoljuk, lennie kell valamilyen egy
mogottes fizikai tartalomnak. Az értelmezéshez vizsgaljuk meg, milyen Osszefiiggés
all fenn a hullamfiiggvényre.

A Kkontinuitasi egyenlet

Tekintsiik az allapotegyenlet

hoW  h?
—— — AV + VY =0
i dt 2m

alakjat, valamint ennek az egyenletnek a komplex konjugaltjat

hoy* h2
———— — A+ VP = 0.
i Ot 2m

Az els6 egyenletet ¥*-gal, a masodikat ¥-vel szorozva, majd az elsé egyenletbdl a
masodikat kivonva:

0
6_€+ divj = 0,

amely egyenlet egy kontinuitasi egyenlet. Itt
p =¥y

a valosziniiségi stirliség, amelynek — értelemszeriien — a teljes térre vett integralja 1. A

ih
j= - (Wgrad¥* — ¥*grad¥)

a valosziniiségi dramstiriiség.

Az Ehrenfest-tétel

A kvantummechanika és a klasszikus mechanika kapcsolatat tiikkrozi, €s egyben
ravilagit a klasszikus mechanika érvényességi hatéraira is.

A klasszikus mechanika szerint a pontszeriinek tekintett részecske mozgasa, mint pl.

egy elhajitott test mozgdsa gravitacids térben, egy rugon rezgd test vagy akar egy
elektron mozgasa elektroncsében, katodsugarcsdben kivaldan leirhatd, azaz a
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kinematikai mennyiségek, a palya adatai pontosan kiszamolhatok. Mas kisérletek
tanulsaga szerint azonban a részecske palyaja €s adott pillanatbeli helyzete mar csak
valosziniiségek nyelvén fogalmazhaté meg. (Lasd a részecske-hullam kettds
viselkedéssel kapcsolatos kétréses kisérlet.) Szokéds azt mondani, hogy az ,.elkent”
elektron nem lokalizalhaté egy pontra (csak a tartdozkodasi valdsziniiség adhaté meg),
tehat kvantummechanikai leirds sziikséges. Mit mondhatunk a két megkdzelités
egymdashoz vald viszonyarol? Ez utdbbi esetben a gyorsulds kiszamolhatd, majd a
Schrodinger-egyenlet hasznalataval belathato, az elektron (vagy mas részecske) ugy
mozog, hogy gyorsulasanak a részecske tomegével vald szorzata a részecskére
hatderd kozépértékével egyenld, azaz a kvantummechanikai leirds hatareseteként, a
h — 0 feltétel mellett, a klasszikus mozgas leirdsahoz jutunk.

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio

Olyan allapotok nem léteznek, amelyekben egyidejilleg minden (az 0Osszes)
mennyiség pontos értéket vesz fel. A matematikai ok: kozds sajatfiiggvényeik csak
felcserélhetd operatoroknak vannak, ahogy ezt régton ellendrizhetjiik is. Legyen A4 és
B két operator ugyanazzal a sajatfiiggvény-rendszerrel:

A¥Y = a¥ BY = b¥.
Ekkor

ABY = AbY = bAY = ba¥ = ab¥ = aBY¥ = Ba¥ = BAY,
azaz
(AB — BA)Y = 0.

Ha a ¥ Allapotfiiggvény az 4 operatornak nem sajatfiiggvénye, akkor az A altal leirt
fizikai mennyiség méréssel meghatdrozott lehetséges értékére koziil barmelyiket
megkaphatjuk. Minél tdvolabb van a rendszer sajatallapott6l, annal hatarozatlanabb
kérdéses fizikai mennyiség értéke. A kdzepes eltérést a

A = (¥, [A — A]*P)Y/?

fejezi ki, mig az 4-val nem felcserélhetd B operatorra ugyancsak fenn all
AB = (¥,[B — B]*¥)'/2,

Mivel most a két operator egymassal nem felcserélhetd, igy

AB—-BA=C +#0,

amelybdl a
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AAAB =

N St

hatarozatlansagi relacié kovetkezik.

Az alaguteffektus
Erkezzen egy E mozgasi energiaju részecske a d szélességii Vo egyenletes magassagi
akadalyhoz. A klasszikus mechanika szerint, ha E <V,, akkor a részecske

visszapattan. Mit mond errdl a kvantummechanika?
A potencidl alakja:

V(X):VO, OSXSd

egyébként zérus. A tartomanyokra felirhatd Schrodinger-egyenletek sorra:

h? d?¥
—ﬁW:EW x<0
h? d?y
—%_dxz'i‘VOllU:Ele OSXSd
h? d?y
_%dxz = E¥ dSX

Az egyenletek megoldasabol a hullamfiiggvények a harom tartomanyban:
Y(x) =e™ +re ™ x <0
Y(x)=Ae ™ +Be™ 0<x<d

Y(x) = te™ d <x,

ahol r a reflexiohoz (visszaverddéshez), ¢ a transzmisszidhoz (athaladashoz) tartozo
egylitthato, tovabba

V2mE
h

_J2m(V, - E)
— - ,

és

K
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A hullamfiiggvény és derivaltjanak hatarokon torténé folytonossaga miatt:
1+r=A+B
teikd — Ae—lcd + BeKd
ik(1—7r) =x(—A+B)
iktekd = y(—Ae "% + Be*d)

Innen az athaladas valosziniisége:

1

Vg N ’
+ AE(V, =) sh%(kd)

t? =

1

amely nem zérus a E < V;, esetben sem!

Relativisztikus kvantumelméletek

A Klein-Gordon egyenlet

A relativisztikus dinamikabol a tdmegndvekedésre és impulzusra vonatkozo

. my . mgv
I
c? c?
Osszefiiggésekkel az
E = mc?

tomeg-energia ekvivalenciat kifejez6 egyenlet az
2 _ 2.2 2.4
E“ =p“c® +mge
alakra irhat6. Az impulzus és az energia kifejezéseit a
i V E
- — - ———
p L [ Ot

operatorokkal helyettesitve a
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10%¥ A +m5c2
c? dt? h?

Klein-Gordon egyenlet. Ez egy skalar tér mozgasegyenlete, amely spin nélkiili
részecskék leirasara érvényes.

¥Y=0

A Dirac-egyenlet

Az eredeti otlet, hogy az E? = p2c? + mZc* energidban és impulzus kifejezéseiben
kvadratikus egyenlet helyett olyan egyenletet eléallitani, amelyben e kifejezések
linearisak, azaz valahogy igy:

2
E~cip + comyc?,

abbol a célbol csak els6é derivaltak szerepeljenek a relativisztikus mozgast leiro
téregyenletben. A ¢; és ¢, konstans paraméterek. Konnyt belatni, hogy ez egy ,,sima
gyOkvonassal” nem érhetd el. Ha azonban a két egyiitthatdé matrix is lehet, akkor az

3
E~ Z @, prC + fmyc?
k=1

ahol az a;, és [ 4*4-es matrixok. Négyzetre emelés és a Klein-Gordon egyenlettel
valo Osszehasonlitasbol adodik, hogy az egyiitthatomatrixokra fenn allnak az
alabbiak:

1 0 0 O
2 _p2_10 1 0 O
@ =BF"=\0 0 1 o)
0O 0 0 1
tovabba az
al-aj=—ajai
és

a;f =—Pa;.

Megkeresve a fenti feltételeket kielégité matrixokat kapjuk:

(69 56 2)

Itt a o3, Pauli-matrixok rendre
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Tovabba az

1=(o 1)

2*2-es egységmatrix. Konnyli belatni, hogy a o matrixok mindegyikének sajatértéke

A1, = £1. A sajatvektorok pl. a o3 = 0, = (é _01) esetében a

=) =)

spinorok. Ezekkel a Dirac-egyenlet a Pauli-matrixokkal a

(moc2 cop )(%)—ihi(%)
cop  —mgc?/\¥Y_) ot \¥-

alakban irhato fel. Az ax és  matrixokkal:

¥ hc
lh% = TaV‘P + ,Bmoczlll.

Tekintsiik a zérus impulzusu allapotot. Ekkor

=ih—
0 —myc?/\¥- ot \¥_
az egyenletbdl lathato modon a spinorok szétcsatolodnak, és a ,.fel” és ,,le” spinorok
sajatfliggvényei az egyenletnek a pozitiv és negativ sajatenergia értékekkel. A negativ

energiaértékek megjelenése lathatd modon dsszhangban van a relativitas elméletével.
Antirészecskék megjelenése: elektron — pozitron.

A Pauli-matrixok és a spin kapcsolata egyszeriien kifejezheto:

h
Sk :EO'R,

azaz a Dirac-egyenlet természetes modon tartalmazza az elektron spinjét.
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