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forrasok: Born & Wolf, Principles of Optics

A JEGYZET MEG FEJLESZTES ALATT ALL!
Bevezetés

Az elsé el6adason bemutattuk, hogy az elektrodinamika alapegyenleteiben (Maxwell-
egyenletek) az EM tér és az anyag kozotti kdlcsonhatdst makroszkdpikus formaban a relativ
dielektromos permittivitds és permeabilitas segitségével irhatjuk le, bevezetve az
anyagfliggé D ill. H mennyiségeket. Hosszutavu rendezettséget nem mutatd anyagokban (pl.
amorf szildrdtestek, folyadékok és gazok) € és u skalar mennyiségek, ami azt jelenti, hogy D-E
és H-B paronként azonos irdanyba mutatnak. Léteznek azonban olyan kdzegek is, ahol egy
atom vagy molekula polarizdcidja nem egyforma mértékl, ha az elektromos
térerésségvektor / magneses indukcié iranyat valtoztatjuk — ezeket nevezzik optikailag
anizotrép anyagoknak, amelyekre tipikus példat az egykristalyok szolgdltatnak. Mivel ezek
alkalmazasa igen széleskord, a tovabbiakban réviden megvizsgaljuk f6bb tulajdonsagaikat és
fizikai leirdsuk moddszereit. Az egyszerliség kedvéért homogén, szigetel6 kozegekben
végezzik szamitasainkat (o = 0), ahol a toltéssirliség is nulla. Mivel az optikai anyagok
tobbsége nem magnesezhetd, jelen targyaldsban feltesszik, hogy u = uo.

A térerosségvektorok kolcsonos helyzete

Vizsgdlatunk tdrgya tehat az elektromos anizotrépia. Teljesen altaldnos esetben az
elektromos térer6sség minden komponense befolyasolja a dielektromos eltoldasvektor
mindegyik komponensét. Linearis kozelitésben az a kovetkez6 formaban irhatd fel:

D, =exE,+&yE, +&,E,
D,=¢,E, +¢,E, +e,E, = D=¢-E, (1)
D, =¢,E, +gzyEy +¢,,E,

ahol € a dielektromos permittivitdstenzor. Megmutathatd (ld. Born-Wolf), hogy a nem

magnesezhetd, forrds és abszorpciomentes kozegben (o0 = 0; p = 0; u = 1) az
energiamegmaradas torvényét leird

. ow
divS=—-— (2)
ot
kontinuitasi egyenlet csakis akkor tud teljestilni, ha a permittivitastenzor szimmetrikus, azaz:
Eq =Ep 5 Eq=Ex i Ey =&y, (3)

ahol S a teljesitménys(ir(iség aramlasat jellemz6 Poynting-vektor, w pedig az EM tér 6ssz-
energiasdrlségét jeloli. Attdl figgben, hogy az (1) megfogalmazasara hasznalt Descartes-
koordinata rendszerlinknek mik a bazisvektorai, az €-ben szerepl6 paraméterek értéke mas
és mas lesz. Linearis algebrabdl megtanultuk, hogy a fétengelyre szimmetrikus matrixok
leirdsara mindig létezik egy olyan bazisvektor-rendszer, amelyben a matrix diagonalis alakra
hozhato (fétengely-transzfomacid):
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e=|0 ¢ 0. (4)
0O 0 ¢

e sez

elemi celldju kristalyok (Id. késébb). Mivel a dielektromos permittivitas figg az EM hullam
frekvenciajatol (diszperzid), ilyen kristalyokban a f&étengelyek irdnya is a frekvenciaval
valtozik. A jelenséget axidlis diszperzionak nevezik.

E(r,t) =E, -e'(“™*"

| | (5)
B(I’,t) = BO . el((ut—k.r)

.  rotH = ob
ot
oB
. rotE=——"} . 6
P (6)
1. divB=0
IV. divD=0
indukcids torvény
rotE:—@ — kxE=wB . (7)
ot
gerjesztési torvény
rOtHzaa[t) — kxH=-aD . (8)

Mivel B = ugH, azaz e két vektor azonos iranyu, a fenti két egyenletbdl az kdvetkezik, hogy B
merd&leges E-re és D-re is. Emellett B mer6leges k-ra is, tehat B | D | k. A Poynting-vektor
pedig S = ExH, tehat H | E _| S. A fentieket foglalja 6ssze az alabbi dbra, altaldnos esetben.
Amennyiben E éppen egy f6tengely irdnydba all, (4) értelmében mindig parhuzamos D-vel.

B, H
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Fresnel-féle sebességi torvény

(7)-et (8)-ba behelyettesitve:

Vp - fazissebesség

Megmutathatd, hogy (Id. Born-Wolf):

_S-cosa

Vo

S
w=-_"".8
VP
Ebbél az energiaterjedés sebessége (sugarsebesség):

S
V=" = V,=V,-c0sx.
w
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(1)-et és (14)-et bsszevetve a kdvetkez6 sajatérték-egyenletet kapjuk:

1

=2
luovp

e-E (E-s-(s-E)) .

(9)

(10)

(11)
(12)
(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

Tegylik fel, hogy az egyszerliség kedvéért e-n elvégeztik a f6tengely-transzformaciot, igy

most alakja megfelel (4)-nek. Ezzel (17) a kdvetkezére egyszerlisodik:

3./9



1

& -E =", (E—$-(s-E),ahol i=xy,z. (18)
HoVy
e~ S B (19)
1_‘9i:u0Vp

A harom egyenlet mindegyikét $i-vel megszorozva, és ezeket dsszeadva pont az §-E skalar
szorzatot kapjuk, ami tehat §-E-vel elosztva pont 1-et ad:

s s s?
* 4+ L+ =1, (20)
1-e Vv, l—e,uv, l—&,1,V,

Korabbi megallapitasunknak megfelel6en ha E f6tengely irdnyud, akkor parhuzamos D-vel,
amibdl az is kovetkezik, hogy ilyenkor a sugar- és fazissebességek is azonos irdnyuak és
azonos abszolut értékliek. Ezeket ,f6sebességnek” nevezziik, melyek értékei:

u=1 'u—i;u—l . (21)

X ’ y z
\/luogx A /uogy A\ luogz

Azért valasztottunk uyy.-t a f6sebességek jeldlésére, hogy még véletleniil se legyenek
0sszekeverhet6k a v sebességvektor x, y, zkomponenseivel.

52 sy s
o1, (22)
1——\/p fl.——vp l——vp
2 2 2
u; uy u;

x 4 Y 4t =0, (23)

Ez a Frensel-féle sebességi térvény. Ha ux # uy # u; akkor (23) vp?>-ben masodfoku egyenletre
vezet (a fenti kifejezést megszorozva a nevez6k szorzatdval), ami azt jelenti, hogy altalanos
esetben minden terjedési iranyhoz két kiilonb6z6 sebességérték tartozik (v'p és v'y). Ezeket
behelyettesitve (19)-be a két sajatvektor komponenseinek aranyaira (E'x:E'y:E'; ill. E"x:E"y:E";)
valds szamokat kapunk, ami azt jelenti, hogy az E' és E" sajatvektorok linedrisan polarizdltak.
Az (1) Osszefliggés alapjan ugyanez elmondhaté D' és D"-re is. A fentiek miatt a (4)-el
leirhato optikai effektust optikai kettéstérésnek nevezik.

Az ux ; uy ; u; f6sebességek nem a megfeleld x, y, z irdnyba terjedd hulldmfront sebességét
jelentik! Pl. Ha z-iranyu a fazissebesség (5x = §, = 0 és §; = 1), akkor v'p = ux és v"p = uy.

(18) alapjan

D, =¢,E, =¢ SX.(S.E)zgxufsxz.(SE)z1SX2'(SE), (24)
LY Uy =V,  ty Ug—V,

X

e
X NT N

Behelyettesitve a v'p és v", sebességeket (24)-be és a kapott két dielektromos eltoldsvektort
skalarisan dsszeszorozva:

(8. E' (¢.E") S -($-E')s -(s-E” N = (e. E"
D"D":iz sz(s E)SXZ(S Ifz)+ yz( ,2) yz( nz)+szz(s I;Ez)szz(s lfz) , (29)
Uy | Uy =V, Uy —V u,—Vvy, u;j-v u, —v,> u;, —v

p y Ve 2z~ Vp p
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2 2 2
D!_D!l_ l (S.E’).(S.E”). SX + SX sX _
-2 V2 _y"? U2—v2 u2-v? u2_y?
Ho P P X P y P z P (26)
2 2 2
_ Sx _ Sx _ sx :IZO
2 "2 2 "2 2 "2
Uy =V, u,—v, u, —v,

Ebbél az kovetkezik, hogy az adott terjedési irdnyhoz tartozd két D sajatvektor mindig
merdleges egymasra. Ugyanez az E-kre is igazolhaté

Bevezetve:

g= ) (27)

Igazolhatd, hogy (Born-Wolf)

vZ = %+ Vo, (28)
Y
p
tovabba
3
f=—" vf)— 29 , |, aholi=x,y,z (29)
V,V, uf —v;

ahol bevezettilk a t egységvektort, ami a Poynting-vektor irdnyaba mutat (t = S/S). Mivel
adott hulldmfrontnormalishoz két-két v, és v, sebességérték tartozik, a fenti egyenlet azt
jelenti, hogy az adott hulldmfrontnormalishoz meghatarozott E', E" sajatvektorokhoz két,
eltéré Poynting-vektor irdny tartozik!

vpl k
Vr " S

A sugarfeliiletek altaldban nem ellipszoidok, hanem negyedfokul felliletek, a fazisfelliletek
pedig hatodfoku fellletek, Id. (23). A két sajatértéknek megfeleléen 2-2 ilyen felllet van
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Ugynevezett kéttengely( kristalyokban (Id. késébb) két specidlis iranyd hulldmfrontnormalis
esetén (29) nevezbjében zérus érték jelenik meg. E szingularitdas miatt a Poynting-vektor
irdnya meghatdrozatlan, ami a kdnikus refrakcio érdekes jelenségéhez vezet.

Indexellipszoid

Az EM tér teljes energias(rlisége a kovetkez6 mddon irhato fel:

W= E- D ) (30)
A vizsgalt, fétengely-rendszerbe transzformalt esetben ez a kovetkez6képpen irhatd:
D} D; D2
w=—*4 Y472 (31)
S

Most nézzik meg, hogy az azonos energiaslrlségli, de mds és mas iranyba haladd
sikhulldmok esetén milyen modon hatdrozhatd meg D irdnya és hossza. Az egyszer(iség
kedvéért legyen w = 1.

2 D2 2
D By b =1, (32)
& & &

Ez egy ellipszoid fellletet ad, amit indexellipszoidnak hivnak. Emlékezziink ra, hogy D', D" és
S orthogonalis vektorharmas. Megmutathatd, hogy egy adott iranyd hulldmszamvektor
esetén a két D sajatvektor az aldbbi dbran lathaté mdédon hatarozhaté meg.

D,

Dx

indexellipszoid metszésik

Az ellipszoid féltengelyeinek hossza rendre:
\gx;xgy;\/g' (33)

amit . /4, -val bévitve pont a fésebességek reciprokat kapjuk. Ebbdl kiindulva igazolhato,

hogy altalanos esetben a fenti médon meghatarozott D', D" vektorok hosszat .|y, -val

megszorozva (w = 1 normalas esetén) éppen a fazissebességek reciprokat kapjuk 1/v'p ill.
1/v"p-et.

Meg kell jegyezniink azt az észrevételt is, hogy egyaltalanos ellipszoidnak két metszdsikja

van, amelyen a kesresztmetszet koér alaku. Ezek normalisvektorat a kristaly optikai

tengelyeinek nevezik. Az ilyen tulajdonsagot mutatd kristalyok anizotrdpiajat kéttengelyd

kettdstérésnek nevezik. Amennyiben az indexellipszoid tengelyszimmetrikus (mondjuk a z-
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tengely koril), akkor e két kor keresztmetszet eggyé fajul, melynek normalisa , azaz az
optikai tengely a =z irdnyba mutat. Az ilyen anyagok anizotropidjat egytengelyd
kett8storésnek nevezik.

Kristalvtani alapismeretek

A kristdlyok elemi celldja az a legkisebb térfogategység, amelyet periodikusan ismételve a
teljes tér hézagmentesen kitélthetd. Matematikailag igazolhatd, hogy a harom dimenzids
térben Osszesen 14-féle elemi celldju kristalyszerkezet létezik. Ezeket Bravais-racsoknak
nevezik.

Kristalyrendszer F6tengelyek x, y, z Indexellipszoid Optikai Optikai példak
asztaly
Triklin CCC altalanos ellipszoid kéttengelyl ?
Monoklin CCF altalanos ellipszoid kéttengelyl LYSO
Ortorombos FFF altalanos ellipszoid kéttengelyl BaS0a4 , HgCl2
Trigonalis FRR tengelyszimmetrikus egytengely(i | SiO2, KDP, LiNbOs, Al2O3
Tetragonalis FRR tengelyszimmetrikus egytengely(i | SiO2, ADP, TeO2
Hexagonalis FRR tengelyszimmetrikus egytengely(i | SiO2, CaCOs
Kobos RRR gdémb izotrop NaCl, CaF2, BGO

C — tengely diszperzidval; F — rogzitett irdnyu tengely; R — szabadon forgd vagy hatarozatlan
tengely (Born-Wolf alapjan); Megjegyzds: a kvarc tobbféle kristalycsoportban is képes
kristalyosodni

Egvtengelvii kettostorés

Legyen a kristaly optikai tengelye a z-tengely. Ekkor ux = uy = U, és u; = ue , ahol uo-t
ordinadrius, ue-t extraordindrius sebességeknek nevezik. (23)-bdl ekkor ez lesz:

+ +—5——=0, (34)

Szorozzuk meg (34)-et a nevezGk szorzataval és vizsgadlddjunk az egyszerliség kedvéért csak
az x-z sikban (3, = 0). Ekkor

s2(vi +uuZ —v2 (02 +u?))+ s2(vi +ul —2v2u?)=0, (35)
vg(sx2 +sf)—v§(sf(u§ +u§)+ 332u§)+ sf(u§u§)+ sf(u;‘):o ) (36)

, 202 +u?)es2au? + (5202 +u2)+ 57202 - afs? + 57 s? (w2u? )+ s7(u?)
Vo T 2(s? +5?) B

A gyokjel alatt:

st (uZ-u2), (38)

2 2 2 2 2 2 . 2,2
v = Sy (u0 +U; )+2z;221082_r)sx (u0 ue) ’ (39)
vii=ug, (40)

Mivel ez minden irdnyra konstans sebességet ad, egy korként (3D-ben gomb) dbrazolhaté.
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2

"2 _ quj +Szzu§
P 2 2 (41)
S;+S
X z

Mlvel §x2+§y2 = 1

n2 2,,2 2,,2

vy =8 U, +S,Uy . (42)

Ez pedig egy negyedrend(i gorbe, az un. ovalis (3D-ben ovaloid) egyenlete.

extraordinarius
sebesség

=<\

ordinarius
sebesség

Fazisfelliletek egytengely( kett&storés esetén.

Ha uo > ue, akkor pozitiv, ellenkezd esetben negativ kett&storésrél beszéliink (Id. abra). (42)-
be a sebességek helyére a n = c/vp alapjan a megfelel6 torésmutatdkat beirva, c-vel
egyszerUsitve:

(43)

Ezzel egy ellipszis egyenletéhez jutottunk. (2m)%-vel beszorozva pedig a hulldmszamvektor-
hosszat kapjuk meg adott irdnyu hullamfrontnormalis esetén.

2\

extraordinarius
hulldmszam

s \V/

ordinarius
hulldmszam

bees6 hullamszam,
izotrop kozeg,
polarizalatlan fény

Fénytorés izotrop/anizotrop kozeg hataran
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Faziskésleltetd lemezek

Tovabbi anizotrdp jelenségek
Dikroizmus

Optikai aktivitas

Mechanikai feszliltség altal indukalt kettéstorés
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