tes a modern fizika feje

4. (b)
Kvantummechanika

Utolsé mddositas: 2015. januar 11.
Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A legkisebb hatas elve (1)

A legkisebb hatas elve (Hamilton-elv):

S: a hatés
L: Lagrange-fliggvény

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A legkisebb hatas elve (2)

A hatas variacioja:

6= f aq,, aqlgq)dt

= [a—% 5‘?5]:

Lo

+J‘(6L d aL) It
dq; dtodg; o

tq

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A legkisebb hatas elve (3)

A mozgasegyenlet (Euler-Lagrange-egyenlet):

Az altalanos impulzus:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A legkisebb hatas elve (4)

Az impulzust az Euler-Lagrange-egyenletbe helyettesitve:
. 0L
pi — aql

Képezziik a Lagrange-fliggveny teljes differencialjat:

aL =2 ar + O gg, + 2
9t T ag,

dL
= adf + (p:dq; + p;dq;)

dq; 44

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A legkisebb hatas elve (5)

Az alabbi atalakitast figyelembe veve:
pidq; = d(p;q;) — ¢;dp;
lgy a teljes differencial atirhato:

. oL . .
d(p;q; — L) = —Edt — (p;dq; — q;dp;)

Az 0sszefligges segitsegevel definialhatd a Hamilton-fliggvény
H(q;,p;,t), amely mar csak a g; altalanositott hely és p;, impulzus-
koordinatak fliggvénye:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A legkisebb hatas elve (6)
Képezve a Hamilton-fliggveny teljes differenciajat:

0H 0H OH

dH = —dt + dq; + dp;
a aql QI apl pl

Az egyenleteket dsszevetve kapjuk az un. kanonikus egyenleteket:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A legkisebb hatas elve (7)

A (p;,q;) valtozoparok a kanonikusan konjugalt mennyisegek. (Ezek
feszitik ki a fazisteret.) A Lagrange-fliggveny ,,jol bevalt” alakja

ahol T a kinetikus energia, V a potencialis energia. A Hamilton-
flggveny:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Felcserelési relaciok (1)

Mi kell ahhoz, hogy el lehessen térni a klasszikus palyatol?
A felcseréeleési relaciok:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Felcserelési relaciok (2)

Ha az altalanositott koordinatanak a

h
n -vel szorzott koordinata szerinti differencialas operatorat

valasztjuk.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Felcsereleési relaciok (3)

Ezekkel a felcserélési relacio ugy értelmezhetd, hogy ezek egy
differencialhaté fliggvényre hatnak. Ekkor a lepésenkenti szamolas:

h 6‘P
(s~ xps)® = 7[5 () ~x 5
h [ 6‘P 0¥l h

R I R

[

De pl. es

— o~ esetén:

AT L i AT
St 0xdy 0yox)

oME Ftks Tanezék a két impulzuskomponens felcserélhetd.
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A Schrodinger-egyenlet (1)

Konzervativ erétérben mozgd tOmegpontra érvényes a mechanikai
energia megmaradasa:

ahol az impulzus komponensek helyére a fenti differencial-
operatorokat, a potencial helyére a hellyel valo szorzas operatorat
irjuk. Igy az energia operatora:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A Schrodinger-egyenlet (2)

Az energiaoperatorral felirhato energia sajatérték egyenlet:

Schrddinger-egyenletet kapjuk. A sajatérték egyenlet megoldasa
szolgaltatja a rendszer lehetséges energiaszintjeit, a sajatfligg-
venyeknek a megtalalasi valoszintiiségekhez van kozik.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A Schrodinger-egyenlet (3)

Altaldban, ha a fizikai mennyiséghez egy operatort rendeliink,
jeloljuk O-val, akkor az

sajatértek egyenlet regularis megoldasait keressilk — sajatértekeket,
sajatfiiggvényeket. Ennek megfeleléen lehetnek pl. impulzus,
Impulzusmomentum, energia, reszecskeszam (!) operatorok, stb.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Vegtelen egydimenziés potencialgodor (1)

Legyen a potencial V(x)=0 a (-a < x < a) intervallumban, mig
V(X)=c0 azon kivil. A kiils6 tartomanyban W(x)=0,azx=-aésx = a
helyen 1évo potencialugrasnal a hullam-fliggvény derivaltja hataro-

zatlan.
o0 V(X) o0

¥(x)=0 P(x)=0

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Vegtelen egydimenziés potencialgodor (2)

A Schrodinger-egyenlet a (—a < x < a) intervallumra:

Ennek az egyenletnek lehet egy sin(kx) megoldasa a

a hatarfeltetelt teljesito megkotés mellett. Mig létezik egy cos(kx)
megoldasa a

feltétellel.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Vegtelen egydimenziés potencialgodor (3)

A sajaterték sorozat 6sszevonhato a

kifejezéssel, de emlékezni kell, hogy vagy csak szinuszos vagy
koszinuszos hullamfluiggvények lehetnek a megoldasok! Ezt
behelyettesitve és atrendezve az energia sajatertékek

232
zﬂrh

8ma?

E.=n

lesznek. (A potencialgddor 2a széles!)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Vegtelen egydimenzios potencialgodor (4)

Az eredmeny egyszertien atirhato az a szélességli potencialgdédorre
a 2a — a helyettesitéssel

Ezek éppen azok az energiaértékek, mint amelyeket a dobozba zart
— de Broglie-féle allohullamokkent leirt — részecskekre kaptunk!

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Veges potencialgodor

18

Egy érdekes jelenség alakul ki 1D-ben, amelynek neve Anderson-
lokalizacio: a hullamfliggveny nem a goddrben, hanem a g6dorhéz
lokalizalodik. Akar a legkisebb potencialgddor esetéen is letrejohet
egyetlen kotott allapot. Ennek hullamfiiggvénye sokkal kilog a
g0dorbdl.

Lézer hullam vezetdbeli
rendezetlensegen kialakulo
anyaghullam lokalizacio

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék P. Bouyer/CNRS
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A harmonikus oszcillator (1)

A rugalmas erd potencidlja a k direkcids erével kifejezve

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A harmonikus oszcillator (2)

Ak helyett az mw? kifejezést irva, tovabba az operator-
formalizmust

alkalmazva a harmonikus oszcillatorra vonatkozé Schrodinger-
egyenlet:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A harmonikus oszcillator (3)
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Az egyenletet célszerll atrendezni a

dZIPIZm 1 5
T2z T 2 (E—Emwx)lpzo

alakra. A megoldas az un. Sommerfeld-féle polinom-modszerrel
torténik. Az elsé lepés az aszimptotikus — nagy x értékekre ervenyes
— megoldas megkeresése. A masodik lepésben a imént kapott
aszimptotikus eredményt egy véges fokszamU polinommal
szorozzuk és ugy allitjuk el6 a probléma teljes megoldasat. Ehhez
az eljarashoz érdemes uj valtozokat bevezetni:

p 2E : mw
—_ — — —X
Dr. Markus Ferenc h w h

BME Fizika Tanszék
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A harmonikus oszcillator (4)

Ezek behelyettesitésével a fenti egyenlet atirhato a

d*y
az F(K—&)¥Y =0

Amennyiben nagy a & értéke (azaz nagy az X érteke is — aszimpto-
tikus megoldas), tigy az egyenlet leegyszertisodik a

d*y
d&?

f 2@ = ( alakra.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A harmonikus oszcillator (5)

Az egyenlet megoldasa nagy & értekekre

A teljes megoldast a
&
Y(E) =(S)e 2

formaban keresessiik tovabb. Behelyettesitve a nem-aszimptoti-
kus egyenletbe a kovetkez6 egyenlet adodik:

d* d
¢ 2 ¢
d&? aé

(K=1)¢=0

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A harmonikus oszcillator (6)

Az egyenlet @(&) megoldasat veges fokszamu polinom alakban

keressuk: "
0§ =)
r=0

ahol a c, egydtthatok konstans értékiick. Képezzik a polinom &-
szerinti derivaltjait:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A harmonikus oszcillator (7)

Ezek behelyettesitése és az ,,atindexelések’ utan kapjuk:

TL

Z[(T + 2)(T + 1)ET.|.2 — (2?" + 1 — H)CT] {T =0

=0

Ez csak akkor lehet érvényes, ha a & Gsszes egyultthatdja eltiinik
barmely r értékre. Ez viszont egy kapcsolatot jelent az egyutthatok
kOzOtt

- 2r+1—K
TR TG YD +1)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A harmonikus oszcillator (8)

Ha ez az r=n-tdl teljesiil, akkor a 2n+1=K 0sszefligges all fenn.
Tehat az E és k kozotti I

K:%

kapcsolat alapjan a harmonikus oszcillator energiaszintjei:

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A harmonikus oszcillator (9)
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Megjegyzés: a ¢, (&) polinomot n-ed foku H (&) Hermite-polinom-
nak nevezzik a

d°H, . dHy
a2~ 4ar

differencidlegyenlet alapjan. Ezt kdvetoen az oszcillator sajatfiigg-
venyei a &-vel kifejezve

W, () = e~ TH,(6)

Az els6é néhany Hermite-polinom:  H,(é) =1 H,(§) =482 -2

F2nH, =0

Hl(f):2§ Hg(.f):B.fa—lZf

Dr. Markus Ferenc / sz el
BME Fizika Tanszék De még valami hianyzik!
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A harmonikus oszcillator (10)

Az tomeget m=1, Kkorfrekvenciat =1 és a /=1 vaélasztassal,
valamint a normaléasi tényezot (1) is figyelembe véve az oszcillator
hullamfliggvényei néegy kiilonb6zo n ertekre:

¥

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A harmonikus oszcillator (11)

Az oszcillator hullamfiiggvényei:

)
0.6}

04k

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Molekula-rezgések (1)

A metilén-csoport (- CH, -) rezgései: szimmetrikusan nydjté
(symmetrical stretching)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Molekula-rezgések (2)
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A metilén-csoport (- CH, -) rezgései: antiszimmetrikusan nydjto
(antisymmetrical stretching)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Molekula-rezgesek (3)

A metilén-csoport (- CH, -) rezgései: 0ll6z0 (scissoring)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



33

Molekula-rezgesek (4)

A metilén-csoport (- CH, -) rezgései: rokkolo (rocking)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Molekula-rezgesek (5)

A metilén-csoport (- CH, -) rezgései: csovalo (wagging)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Molekula-rezgesek (6)
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A metilén-csoport (- CH, -) rezgései: tviszteld (twisting)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Molekula-rezgesek (7)

Kezdddhet a buli:

K2 (92w 92w g2y
+ + +V(x,y,2)¥ = E¥

2m\ dx? ayz -

o

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék

o X
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A racsrezgések kvantuma — a fonon (1)

Mar lattuk, hogy a harmonikus oszcillator energiaja:

E—l (dx)2+1 -

Az is igaz, hogy ha egy fizikai rendszer energiaja ilyen alakra
hozhato, akkor az egy harmonikus oszcillatornak tekintheto. Az
azonos, egymastol a tavolsagu atomokbdl allé linearis lanc n-edik
atomjanak mozgasegyenlete

. dx,,
dt?

- _k(xn o xn+1) o k(xn o xn—l)
= k(xn—l T Xps1 — an)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A racsrezgesek kvantuma — a fonon (2)

Az m tomegli pontra hatd er0hoz tartozo potencial

1
V = E k z Z(xfzt_xn—lxn T xnxn+1)
n

Ha lancon egy g hullamszamu alléhullamot tekintlink

X, = A sin(nqa)sin (w,t)

Itt a kOrfrekvencia

—
k qa

a)q:2 — Sin—
\m 2

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A racsrezgesek kvantuma — a fonon (3)

A potencialis energia

1 . .
V= EmAz wg (Z sin® (nqa.)) sin®(wyt)

n

Ez egy olyan oszcillator potencialis energidja, amelynek kitérése

x=A Z sin®(nqa) sin (wyt
‘\J n

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A racsrezgések kvantuma — a fonon (4)

Az ehhez tartozo Kinetikus energia

1
T = EmAzwé (Z sin® (nqa)) cosz(wqt)

n

1
E = EmAzmé (Z sin® (nqa))

n

Ateljes energia

Ha itt egy oszcillatorrol beszéliink, akkor a kvantummechanika
szerint a lehetséges energia értékei:

1
E, = hw,(n, + E) A racsrezgések kvantuma a fonon.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Kerdések (1)

Mit allit a legkisebb hatas elve (Hamilton-elv)?

jelentése?

Mi az altalanositott impulzus, és mi a fizikai jelentése?

Mi a Hamilton-fiiggvény alakja, milyen mennyiségektdl fiigg, és
konzervativ erdtér esetén mi a fizikai jelentése?

Mik a kanonikusan konjugalt mennyiségek?

Hogyan néznek ki a felcserélési relaciok?

Milyen célbol és pl. hogy vezetiink be operatorokat?

Mi a sajatertekek jelentése? Milyen mennyiségek lehetnek?

Mi az energiaoperator (Hamilton-operator) matematikai alakja?
Hogyan néz ki az id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet altalaban?

Hogyan kell megoldani az egydimenzios végtelenfalt potencialgédorbe
zart részecske problémajat?

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Kerdések (2)

Hogyan néz ki a harmonikus oszcillatorra vonatkozé Schrodinger
egyenlet?

Mi a megoldas soran kovetett eljaras alapgondolata?

Mik az oszcillator sajatértékei?

Mi azoknak a polinomoknak az 6sszefoglald neve, amelyek a
sajatfiiggvényeket eldallitjak?

Nevezzen meg a fizika és kemia tertiletérdl jelensegeket, amelyek a
magyarazata a kvantalt harmonikus oszcillatorra vezetheto vissza!

(folyt. kov.)

(Az ilyen szinnel irt kérdések a mélyebben érdeklodok részére vannak. )

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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