RELATIVISZTIKUS FOGOCSKA

Harom meglepo eredménnyel jaro gondolatkisérlet

1. Uldozéses versenyhez késziilddik a vildgiirben Akhilleusz és egy tekndsbéka.
Elhelyezkednek egymastol 0.8 fényév tdvolsagra szabadon lebegd tirhajojukban, ahogy
az 1. dbra mutatja. A féluton levé versenybird fényimpulzussal adja meg a jelet az
indulésra. A tekndsbéka jobbra indul, Akhilleusznak pedig az a feladata, hogy utolérje.

Akhilleusz Teknosbéka

1.4bra

A tekndsbéka nem ambiciozus, inkabb a kényelmet valasztja. Pontosan foldi
koriilményeket akar teremteni a fedélzeten, ezért alland6 az = g = 10m/s”
(sajat)gyorsulasra allitja az tirhajojat. Akhilleuszban erdsebb a versenyszellem, nagyobb,
a4 (> ap) gyorsuldssal iramodik a teknds utan, és — hiaba bizonygat Zéndn mast —
hamarosan utol is éri.

A verseny visszavagdjan megint az 1. dbra szerint helyezkednek el. Ismét egyszerre
kapjak meg az inditojelet, de a tekndsbéka most kicsit jobban rakapcsol. Ismét allando
(sajat)gyorsulasra allitja irhajéjat, de most az = 1.5g = 15m/s” szamértékiire. Ezzel a
verseny el is dolt. Akhilleusznak, akarhogyan igyekszik is, elvi esélye sincs, hogy utolérje
a teknost. Hogyan lehetséges ez?

2. Galaktikus tavolsdgokra — gumiszalagokkal 6sszekapcsolt — robotiirhajokbal allo
konvoj széllitja a teherrakomanyokat, a 2. abra szerinti elrendezésben. Ezeket a
robotlirhajokat ugy tervezték, hogy tetszdlegesen nagy gyorsulést kibirnak, és motorjuk
képes is tetszélegesen nagy gyorsuldsi mozgasra birni dket (gondolatkisérlet!). Egyetlen
korlatozo tényezd van: a konvoj elsd tagja, a 2. abran M-mel jeldlt ,,mozdony*“-tlirhajo
olyan érzékeny vezérléegységet szallit, amely ,.csupan® 10> m/s* gyorsulast bir ki. A
konvoj hossza 100 méter. Az egyes robotiirhajok mozgasat ugy hangoljak dssze, hogy az
Osszekapcsolasukhoz hasznalt gumiszalagok utkdzben még éppen ne fesziiljenek meg.
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2.abra

A Galaktikus Szallitovallalat diszpécsere két meglepd tényt jegyez fel:

(1) Ha az M tirhajo a benne levé vezérléegység altal még épp kibirhaté 10" m/s?
gyorsulassal indul, akkor a robotiirhajok kozotti gumiszalagok elkeriilhetetlentil
megnyulnak.

(2) 100 helyett 90 méteres konvojt alkalmazva mar nincsen gond: megoldhato, hogy a
gumiszalagok lazdk maradjanak. Hogyan lehetséges ez?

3. Egy szallitovallalat pilotai azt a feladatot kapjak, hogy egy torékeny anyagbol késziilt
»fényévrudat® (ami olyan, mint a méterrid, csak a hossza 1 fényév) a Tejutrendszerbdl
egy masik galaxisba szallitsdk. A fényévrud mentén siirlin tirhajokat helyeznek el,
amelyekhez a rudat rogzitik. Az tirhajokba pilotak iilnek, és varjak az indulast. A
megbesz¢lt indulési idépontban egy elézetesen betaplalt program szerint az 6sszes tirhajo
alland6 gyorsulassal mozgasba lendiil. Az lirhajok mozgasa gondosan igy van
osszehangolva, hogy szallitas kozben a torékeny fényévrudban se hiizo-, se
nyomofesziiltség ne ébredjen.

A fényévrud specialis festékkel van bevonva: ez induldskor még fehér szinti, de az id6
mulasaval megsziirkiil, majd teljesen befeketedik.

3.4bra

Az Uirhajok pilétai — akik oldalra kinézve ellendrzik a hozzajuk képest allo fényévrad
hozzajuk kozel es6 darabkajanak allapotat — érdekes jelenségre lesznek figyelmesek.
Mindegyikiik azt tapasztalja, hogy a fényévrid nem egyenletesen sziirkiil. Minden
fényévrud-darab menetirany szerinti hatulja vildgosabb, mint az eleje (ahogy a 3. abra
mutatja), ami azt jelenti, hogy a fényévriad egyes darabjai — és igy a pilotak — nem azonos
titemben oregednek. Hogyan lehetséges ez?



A Dewan-Beran gondolatkisérlet

Mindharom fenti példa tag értelemben az in. Dewan-Beran gondolatkisérlethez [1]
(kozismertebb, bar kevésbé jogos nevén a ,,Bell-féle rakétaparadoxon*-hoz) kapcsolodik.

A Dewan-Beran gondolatkisérlet igy hangzik:

Két teljesen azonos tirhajot d hosszisagu vékony cérnaval kotiink dssze. Az tirhajok
kezdetben allnak a K inerciarendszerben, ahogy a 4. dbra mutatja. Egyszerre elindulnak
(az 4bran jobbra), és teljesen azonos mozgéssal felgyorsulnak v végsebességre.

A ,teljesen azonos mozgas* azt jelenti, hogy a gyorsulasi szakaszaik pontosan
ugyanakkora sebességndvekményekbdl allnak, és ezekre a sebességnovekményekre —
akar a K inerciarendszer koordinataidejét, akar az virhajosok karorajan mutatott sajatidot
nézziik — mindig ugyanazokban az iddpontokban tesznek szert. A két tirhajo vilagvonalat
a K inerciarendszerbeli Minkowski diagramon (5. dbra) dbrazolva az ,,azonos mozgasok*
fogalma még kdnnyebben érthetd: a vilagvonalak azonos alaku gorbék, egymasnak
pusztan az x-tengely mentén eltolt masai (és kezdeti meredekségiik végtelen).
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Mi torténik a cérnaval? A cérna két vége pontosan ugyanazt a mozgast végzi. Azt
varnank tehat, hogy a cérna egésze — anélkiil hogy mechanikai fesziiltség ébredne benne
— haboritatlanul mozog jobbra. Azonban ez lehetetlen. Az egyre gyorsabban mozgd cérna
hossza ugyanis csak a K inerciarendszerbdl nézve marad allando (a 5. dbran: pl. 4,8, =
A,B; = d). Ez viszont — a hosszkontrakciot és a cérna egyre gyorsuld mozgésat
figyelembe véve — azt kell hogy jelentse, hogy a cérna sajathossza folyamatosan né. Ez
természetesen mechanikai fesziiltségek 1étrejottével is jar, tehat a cérna elobb-utobb
elszakad.

A 5. dbra Minkowski diagramja egyszerti, azonnal atlathaté6 modon irja le a jelenséget,
amely azonban igy is bantdan ellentmond az intuicionknak, hiszen a kdvetkezé mondat
igazsagat vagyunk kénytelenek megemészteni: ,,Ha egy éppen csak megfeszitett cérna két
végét — a cérna hossza mentén — pontosan ugyanolyan modon gyorsitjuk, a cérna elobb-
utébb menthetetleniil elszakad.*

A Dewan-Beran gondolatkisérlet altal bemutatott jelenségnek nem dinamikai okai
vannak. A cérna elszakadasat a hosszkontrakci6 tisztan téridogeometriai effektusa
okozza, aminek a newtoni mechanikdban nyoma sincs. A gondolatkisérlet arra hivja fel a
figyelmet, hogy a hosszkontrakcidé nem csupan a mozgési hossz mérésének modszerébol
adodo ,,illuzié*, hanem olyan effektus, amelynek nagyon is valodi (fizikai)
kovetkezményei lehetnek.

ctA

u=dx/dt, a=du/dt

6. abra

Miel6tt a cikk elején szerepelt gondolatkisérletek meglepd eredményeinek részletes
magyarazataba kezdenék, teszek egy olyan feltevést, amely Iényegesen egyszeriisiteni
fogja a matematikai részleteket: mostantol olyan mozgasokat fogok tekinteni,
amelyekben az adott tomegpont sajatgyorsuldsa allando. Az elsd kérdés: milyen gorbe



irja le az ilyen részecskék vildgvonalat egy K nyugvo laboratdriumi inerciarendszer (x,c?)
Minkowski diagramjéan (ld. 6. abra)?

Allandé sajateyorsuldssal mozgé tomegpont

A sajatgyorsulas allandosagat az

'=—— =const. 1
a p con (D)

egyenlet fejezi ki, ahol a”a gyorsulas, u”a sebesség €s ¢”az id6. Minden vesszds
mennyiség a tomegpont pillanatnyi nyugalmi rendszerében értend6 (abban a K’
inerciarendszerben, amely olyan v sebességgel mozog a K-hoz képest, hogy O’ origdja az
adott iddpillanat kis kornyezetében éppen egylitt mozog a tdmegponttal).

A K és K'kozotti Lorentz-féle sebességtranszformacios formula:

u'= uv . )

(Annak az eseménynek a szlik kornyezetében tehat, amelyre az (1) egyenletet felirtuk,
u=v,és u'=0)

Az (1) egyenletben szerepld derivalast az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalyaval
felirva:

' 1-—
1
4= const _du du dr _ ¢* . du ’ (3)
du dt dt' uy dt v?
1—72 1_72
c c

ahol az els6 tényezdt a (2) egyenlet u szerinti derivalasabol kaptuk, a harmadikat pedig az
idddilatacios tényezobdl. A (3) egyenletet atrendezve, az u =v Osszefiiggés
felhasznalasaval a gyorsuldsdeficitet kifejez6 alabbi differencidlegyenlethez jutunk:

3
du u’ %
—=a"|l-—| . 4
dt ( cz) “
(A gyorsulasdeficit elnevezés abbdl ered, hogy — mint a (4) egyenlet mutatja —a
tomegpont K vonatkoztatasi rendszerben mért gyorsuldsa kisebb, mint a newtoni fizika
alapjan vart a ) Az egyenlet kozvetlen integralassal kaphaté megoldasa (u(t =0) =0
kezdofeltétel mellett, azaz nyugalombol induld tomegpont esetén):
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(5)-bol Gjboli integralassal megkaphato a vilagvonal alakjat leir6 x(¢) fliggvény:

2,2
/a't
a1+ 5

C

X = — +const. (6)

Atrendezés utan:

2 2.2
(x const.) cr 1 7

A

a vilagvonal alakja tehat hiperbola. A 7. dbra a (7) egyenlettel felirt hiperbolat (ill. annak
pozitiv a' sajatgyorsulashoz tartoz6 4gat) abrazolja.

N
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7. abra

Utolérési limit — az 1. sgondolatkisérlet magyarazata

A (7) egyenlet alapjan konnyti belatni, hogy a hiperbola aszimptotdja — mint a 7. 4bra is
mutatja — annak a fénysugarnak a vildgvonala, amely atmegy a C eseményen (az dbran a



C pont a hiperbola un. kézéppontja). Mas megfogalmazasban az aszimptota nem mas,
mint a C eseménynél jelen levd objektumok jovobeli fénykupjanak jobb oldali ,,aga®™. A
C-nél jelen levd objektumok tehat — bar kezdetben véges tavolsagra voltak a
tomegpontunktol — soha nem taldalkozhatnak vele, hiszen a vilagvonaluk — akarmennyire
is (legfeljebb 45°-kal) dél a ct-tengelyhez képest — soha nem metszheti a (7) hiperbolat.

2
A (7) egyenlet nevezbiben szerepld, hossz-dimenzioju L = — kifejezés ennek
a

megfeleléen fontos fizikai jelentéssel bir: egyfajta utolérési limitnek tekinthetd. Ha egy
ildoz6 tirhajo a ¢ = 0 pillanatban legalabb L tavolsagra helyezkedett el az allo
tomegponttdl a negativ x-tengely mentén, akkor a tdmegpont mozgasat leir6 hiperbola
mindvégig kiviil marad az iild6z6 tirhajo6 ¢ = 0-beli fénykipjan, azon a tartomanyon,
ahova az 1ild6z0 valaha is eljuthat.

A jelenség szépségét az adja, hogy az lirhajok véges tdvolsagbol vesznek iildozébe egy
véges sajatgyorsulassal mozg6 targyat, és akarmilyen gyorsulassal is erednek a nyoméba,
eleve esélytelenek. Ezzel a cikk elején szerepld 1. gondolatkisérlet meglepd eredménye is
érthetéveé valik. A szdmadatok ellendrzését az olvasora bizom. (Az a tény, hogy a
tomegpont vildgvonala kiviil marad a C-bdl kiindulo fénykipon, természetesen azt is
jelenti, hogy még az iild6z6 tirhajokbdl kibocsatott fényjelek sem tudjak a tomegpontot
soha utolérni. Az 1. gondolatkisérletben tehat ha a tekndsbéka ap = 1.5g értékiire allitja a
gyorsulasat, akkor nemcsak a versenyt sikeriil megnyernie, de akkor sem lesz semmi
baja, ha a frusztralt Akhilleusz esetleg 1ézerfegyverrel 16 utana.)

A gvorsulas felso korlatja

Mozgassuk a Dewan-Beran kisérlet cérndjanak jobb oldali véget allando a',

sajatgyorsulassal jobbra. Vilagvonalat a 8. 4bra j jelti hiperboldja mutatja, amelynek az
egyenlete:

=1. ®)

Mint lathato, az egyszerliség kedvéért a hiperbolat vizszintes iranyban tigy pozicionaltam,
hogy az aszimptotdja atmenjen az origon. Ez a (7) egyenletben a const. = 0 véalasztasnak
felel meg, vagyis annak, hogy a 7. dbra C eseményét (a hiperbola kdzéppontjat) az
origdba helyeztem.
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8. abra

Mekkora gyorsulassal kell mozgatnunk a bal oldali véget, hogy a cérna mindvégig éppen
megfeszitett maradjon, de ne szakadjon el?

A 8. dbra szaggatottan jelzett b* vildgvonala, amely a j viladgvonal eltolt mésa, tehat
szinténa'; gyorsuldst mozgast ir le, biztosan nem j6: a cérna az ilyen mozgés soran

elszakad (sajathossza no), ezt lattuk mar a 5. abraval kapcsolatban. Hogy a cérna ne
szakadjon el, a bal oldali végének nem elég olyan sajatgyorsuldssal mozogni, mint a jobb
oldali végének, hanem szapordbban kell a jobb oldali vég utan igyekeznie. Ilyen
lehetséges mozgasokat mutatnak pl. a 8. abran a b** és b jelt vildgvonalak. Melyik lesz
az ilyen mozgésok koziil a megfelel6?

Probaljuk ki azt az o', alland6 sajatgyorsulast mozgast, amelynek az egyenlete

2 = > =L )

Ez éppen a 8. abra b-vel jelolt hiperbolaja. A (9) egyenletet a (7) egyenlettel Osszevetve
lathat6 ugyanis, hogy ennek az esetnek a kiilonlegessége ismét a const. = 0 valasztas,
amely biztositja, hogy a j jelli hiperbolaéval azonos az aszimptotdja. Ez, valamint az a
kovetelmény, hogy a két hiperbola kezdeti tavolsaga az x-tengely mentén legyen d (a
cérna kezdeti hossza), egyértelmiien meghatarozza a', értékét:
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X, -X, =C—|—C—'J=d, (10)
a, da,
amibdl
1 ! 1
ab=ajW. (11)
R

Allitas: ha a bal oldali vég a (11) képletnek megfeleléen gyorsul —azaz a b jelii
vilagvonalon mozog —, akkor a cérna sajdthossza (és igy megfeszitettségi allapota)
mindvégig valtozatlan marad. Ez az aldbbi gondolatmenettel lathat6 be:

A b jelii hiperbola nem mas, mint a kiilonb6z6 jobbra mozgd K, K, stb.
inerciarendszerek x°, x “, stb. tengelyeinek kalibralasara szolgalo Un. ,, kalibracios

. ” r r 2
hiperbola“: ez metszené ki a x, x, stb. tengelyekbdl azt az osztast, ahova a %,
b

hosszértéket fel kell mérni. (A (9) hiperbolénak ez a tulajdonsdga — amelynek analdgidja
az Euklideszi sikon az (x,y) derékszdgii koordinatarendszerhez képest elforgatott (x “,y ‘)
tengelyek kalibralasara szolgalo kalibracios kor — a Minkowski-koordinatakban felirt
téridéintervallum invariancidjabol, az x> —c’t> = x> —c’t” = ... = const. dsszefiiggésbol
kovetkezik). A b vilagvonalat kovetd részecske tehat mozgasa soran mindvégig

2 . 1184 . . r r " . . .
ugyanakkora, %, ,Htéridéintervallumnyira® van az origd-eseménytdl. Ez azt is jelenti,
b

hogy a részecske pillanatnyi nyugalmi inerciarendszereibdl végigkdvetve a mozgast
(egy-egy ilyen inerciarendszerben a részecske vilagvonala a lokalis iddtengely irdnyaba

. . . . r 2 4 7
mutat) a részecske mindig az adott inerciarendszer x-tengelyének %, osztasu
b

pontjaban tartézkodik, és éppen nyugalomban van. Hasonlé médon, a j vilagvonala

. . P 2 yos Qe . . J4
részecske is mindvégig ugyanakkora, % i Htériddintervallumnyira® van az origo-
i

eseménytol, tehat 6 is minden jobbra mozgd inerciarendszer x-tengelyének ugyanazon

. r 144 7 2 r . r r .

jelzésii pontjaban (a %, pontban) tartézkodik — és éppen nyugalomban van! —, amikor
j

az adott inerciarendszer orai 0-t mutatnak. (Az ilyenkor szokdsos modon feltettem, hogy
az 0sszes inerciarendszer origdja a kezdd idépillanatban egybeesik.) Ez viszont azt
jelenti, hogy abban az inerciarendszerben, amelyben a bal oldali cérnavég éppen dll, a
jobb oldali cérnaveg is éppen all. llyen értelemben a két cérnavég kozotti tavolsag — ami
ez esetben a cérna sajdthossza, hiszen abban a rendszerben mért hossz, amelyben a cérna
végei allnak — nem valtozik. A cérna nem szakad el, mindvégig ugyanabban a
megfeszitettségi allapotban marad.

Azt a tényt, hogy az egyik cérnavég pillanatnyi nyugalmi inerciarendszerében a masik
cérnavég is mindig éppen all, a 9. dbra illusztralja. Az abran lathat6 — és analitikusan is
konnyen megmutathatd —, hogy a két hiperbola meredeksége, azaz a két cérnavég
sebessége minden olyan eseményparban megegyezik, amelyek egy-egy adott



inerciarendszer x-tengelye mentén a kezdd iddpillanatban egyidejiileg torténnek. A két
cérnavég tehat egymdshoz képest nem mozog. Erdemes ezt sszevetni a b* és j jelii
hiperbolédk viselkedésével: abban az esetben is kijelenthetd, hogy ,,minden pillanatban
megegyezik a két cérnavég sebessége, de ott a ,,minden pillanatban* sz6 a végig nyugvod
laboratoriumi inerciarendszer egyidejii pillanatait jelenti.

A 8. 4bra b és j jell hiperbolaival — (8) és (9) egyenletek — tehat megtalaltuk tehat azt a
mozgaspart, amelyet a cérna bal és jobb oldali végének kovetnie kell, hogy a cérna
mindvégig éppen megfeszitett legyen, de ne szakadjon el. (Természetesen a cérna
kozbiilsé pontjainak is a megfeleld, egymastol eltérd gyorsulasti mozgast kell végezniiik.
Viladgvonaluk a 8. abran olyan, b és j kozott elhelyezkedd hiperbolasereget adna,
amelyeknek a kozéppontja az origdban van, és kdzds aszimptotajuk a 45°-0s egyenes.) A
fenti szamolas — bar korrekt — azzal a zavarba ejt6 kovetkezménnyel jar tehat, hogy a
cérna dllando sajathosszénak biztositasahoz a bal oldali végnek jobban (nagyobb
gyorsitoteljesitménnyel) kell igyekeznie, mint a jobb oldali végnek. Ami még
zavarbaejtobb: a jobb oldali cérnavég adott gyorsulast mozgésa mellett minél hosszabb a
cérna, annal nagyobb gyorsulassal kell a bal oldali végének igyekeznie, hogy a szakaddst
elkeriilje. Felmertl tehat a kérdés: a cérna hosszat ndvelve nem jutunk-e el el6bb-utobb
valamilyen elvi korlathoz, vagyis olyan cérnahosszhoz, amikor a bal oldali cérnavégnek
semmilyen mozgésa nem tudja a szakadast megakadalyozni? Vagy: adott cérnahosszisag
mellett a jobb oldali vég sajatgyorsulasat novelve nem jutunk-e el eldbb-utdobb
valamilyen elvi korlathoz, vagyis olyan sajatgyorsulashoz, amikor a bal oldali végnek
semmilyen mozgésa nem tudja a cérna szakadasat megakadalyozni?




A valaszt (de igen, vannak ilyen elvi korlatok!) a (11) 6sszefiiggésbol kiindulva
2

kaphatjuk meg. Sejthetd, hogy a képlet jobb oldalan szerepld, gyorsulas dimenzidju %
mennyiségnek fontos fizikai tartalma lesz. Vezessikk be rd az a';, jelolést (mindjart
kidertil, miért) €s a segitségével normaljuk az a', €s a'; gyorsulasokat. A (11)-bdl igy az
alabbi dimenzidtlan egyenletre jutunk:

a', _ Cl'j . 1 (12)
a'j a'] al] b
max max | _
j max
' '
ab/ajmax
A i
: ’ '
'1 >aj /ajmax

10. abra

A bal oldali cérnavég (dimenziotlannd normalt) gyorsulasat a jobb oldali cérnavég
(dimenzidtlanna normalt) gyorsulasanak fliggvényében a 10. dbra mutatja. A (12)
egyenletbdl és a 10. abrabol vilagossa valik az a' konstans jelentése: ahogy a jobb

Jj max

oldali cérnavég gyorsuldsa megkozeliti a' .. -ot, a bal oldali cérnavég gyorsulasanak

j max
végtelenhez kell tartania, hogy a cérna azonos megfeszitettségi allapotban maradhasson.
Az



a =

2
C
‘jmax g (13)

tehat azt a kritikus sajatgyorsulast adja meg, amelyet nem érhet el egy adott d

hosszliisagu, jobb felé mozgd objektum jobb oldali végének mozgasa, ha azt akarjuk,
hogy az objektum (ténylegesen, fizikailag) ne nyuljon meg (vagy szakadjon el). Ha a
jobb oldali vég a' . -ot elérd vagy meghaladd sajatgyorsuldssal mozog, akkor a bal

j max
oldali végnek még végtelen sajatgyorsulas sem elég ahhoz, hogy ,,1épést tartson* vele
(hogy az objektum sajathosszat valtozatlan értéken tartsa).

A nvugalmi hossz felso Korlatja — a 2. sondolatkisérlet magyarazata

Rovid kitérd a nyugalmi hossz fogalmardl és arrdl, mit értettiink eddig a sajathossz
fogalma alatt: Az olvasonak feltlinhetett, hogy a cikkben eddig kizardlag a ,,sajathossz*
kifejezést hasznaltam az elterjedtebb ,,nyugalmi hossz* helyett. Szigoruan véve csak
akkor van értelme ugyanis egy adott targy (esetiinkben pl. a cérna) nyugalmi hosszarol
beszélni, ha a targy pontjai egymdshoz képest nyugalomban vannak (masképp
megfogalmazva: ha mindig létezik olyan inerciarendszer, amelyben a cérna 0sszes pontja
éppen all). Ha a cérna végei pl. a 8. abra b* ésj jelli gérbéi szerint mozognak, akkor ez
nem teljesiil (ezért is szakad el a cérna), tehat a nyugalmi hossz fogalma ilyenkor nem
értelmezhetd. A ,,sajathossz* elnevezésre vald attérés onmagaban a fogalmi nehézséget
természetesen nem oldana meg, mégis a sajathossz definicioja értelmesen kiterjeszthetd
az olyan esetekre is, mint a 8. dbra b* és j jelli gorbéi. Az 0j definicio szerint pl.
sajathossz alatt érthetjiik mindig azt a cérnahosszt, amelyet a jobb oldali cérnavég
pillanatnyi nyugalmi inerciarendszerében mériink. Ebben az inerciarendszerben a jobb
oldali cérnavég all, a bal oldali pedig akar éppen tavolodhat is tdle (ekkor a cérna egyre
jobban megfesziil), vagy kozeledhet hozza (és a cérna meglazul). Ez a kibdvitett definicid
természetesen magaban foglalja a nyugalmi hossz fogalmat is (amikor az értelmezhetd).
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11. abra

A kritikus sajatgyorsulasra vonatkozo6 szdmolashoz hasonlé mddon, a (11) egyenletbdl
kaphat6 meg egy objektum nyugalmi hosszara vonatkozo elvi felsé limit. Az egyenletbdl
d-t kifejezve, mint o', fiiggvényét, a

d(d,) =c2(i,_i) (14)

[
a . a,

Osszefiiggéshez jutunk. (Itt tehat a jobb oldali cérnavég a'; sajatgyorsuldsat adott

konstans értékilinek feltételezziik.) A fliggvény menetét a 11. abra mutatja. Az abrarol
leolvashato, hogy a bal oldali vég adott gyorsulasa mellett mekkora konstans d
sajathosszisaggal rendelkezhet a cérna. Ahogy a bal oldali cérnavég sajatgyorsulasa

végtelenhez kozelit, a még éppen allandd megfeszitettségi allapotban tarthatod cérna
2

.y 3 r r c
sajathossza véges értékhez, —-hez tart.

a;

Ilyenkor, amikor a a sajathossz konstans, jogos a nyugalmi hossz megnevezés, hiszen
mindig talalhat6 olyan inerciarendszer, amelyben a teljes cérna éppen all. A

max

2
d,, =— (15)
a;

tehat a nyugalmi hosszra vonatkozo felsé korlatot adja meg. Csak ennél kisebb nyugalmi
hosszal rendelkezhet egy olyan, jobb felé mozg6 objektum, amelynek a jobb oldali vége



adott a'; sajatgyorsuldssal mozog [2]. Ha az objektum kezdeti hossza d,,, -ot eléri vagy
annal nagyobb, akkor — a jobb oldali vég a'; gyorsuldsi mozgésa esetén — a bal oldali

végnek még végtelen sajatgyorsulas sem elég ahhoz, hogy az objektum sajathosszat
valtozatlan értéken tartsa. Ezzel a cikk elején emlitett 2. gondolatkisérlet eredménye is
érthetdvé valik. (A szamadatok ellendrzését ismét az olvasora bizom.)

Els6 hallasra nagyon meglepd, hogy egyaltalan /étezik ilyenfajta felsd korlat egy
objektum nyugalmi hosszara. Megnyugtatasul még egy érv: ha nem létezne ez a felsd
korlat, akkor az alabbi, un. Warnick-paradoxonra [2] jutnénk:

Warnick-paradoxon: egy L hosszisagu lirhajo nyugalombdl mozgasba lendiil. Az tirhajo
orra alland6 gyorsuldssal — x tdvolsagon, 7, 1d6 alatt — akkora sebességre gyorsul, hogy
az Urhajé mozgési hossza a Lorentz-kontrakci6 révén mondjuk a éppen felére csokken. A

laboratoriumi rendszerbdl mérve az tirhaj6 hdtuljanak tehat 6sszesen x, + ) tavolsagot

. . L
kellett megtennie ¢, id6 alatt. Az {irhajé végének (v) = (xo + 2) /tu atlagsebessége —

mivel az lirhajo L hosszat nem korlatozza semmi — tetszolegesen nagy lehet, pl. a
fénysebességet is meghaladhatja. (Ez — mint ismert — stlyos logikai ellentmondasokhoz
vezetne, pl. ilyen tirhajok hatuljan iilve iddutazast tehetnénk a multba, és
meggatolhatnank sajat sziiletésiinket.)

A Warnick-paradoxon megoldasa a fentiek szerint vilagos: az tirhajé hosszara igenis
létezik felsd korlat, L nem lehet tetszélegesen nagy. (Természetesen azt semmi sem
gatolja meg, hogy az lirhajot a gyarban tetszélegesen hosszura épitsék; arr6l van csak szo,
hogy nem érdemes bizonyos tirhajohossznal nagyobbat épiteni, mert a hatulja nem fogja
tudni kovetni az elejét — nem technoldgiai, hanem téridé-geometriai okokbol! —, és az
tirhaj6 szétszakad.)

Nem egyenletes oregedés — a 3. gondolatkisérlet magvarazata

Az allando sajathosszisagu cérna bal oldali és jobb oldali vége eltérd alaka vilagvonalat
kovet (1d. 9. abra), és ez azt sejteti, hogy a cérna két vége eltérd iitemben oregedik. Az
alabbi részletes szamolds megerdsiti ezt a sejtést.

Mint lattuk, egy a' sajatgyorsuldssal mozgoé tomegpont vilagvonala az

X c't
I — (16)

o )

2 2,2
!

hiperbola. A sik téridd jol ismert



dx?
dv’ = dt’ -— (17)

Cc

metrikus egyenlete ugyanakkor altalanosan megadja, hogy két esemény kozott — amelyek
(Minkowski-koordinatakban kifejezve) kis dt id6beli €s dx térbeli tavolsagra torténnek —
mekkora dt sajatido telik el, azaz mekkora iddtartamot mér a két esemény kozott egy
olyan megfigyeld, aki mindkét eseménynél jelen volt.

A (16) és (17) egyenletekbdl konnyen levezethetd a ¢ koordinataidd és az x térbeli
koordinata T sajatid6tdl valo fliggése a (16) vilagvonal mentén:

f= %sinh(ﬁr), (18)
a C
c? a
X = —'cosh(—v:) (19)
a C

A 12. 4bra egy rid hdrom pontjanak — pl. a cikk elején szerepelt 3. gondolatkisérletben a
fényévrudat szallit6 tirhajok koziil haromnak — a vilagvonalat abrazolja, mikézben a rud
nyugalmi hossza allandé marad. A vilagvonalakon a (18) és (19) dsszefliggéseknek
megfelelden jeldltem be, és szamoztam meg az egyes lirhajosok kardrajan mutatott
egyenld idokozoket. Az abran az egyes pontok sziirkearnyalatai az adott fényévrad-
darabka aktualis szinét is jelzik (mindegyik azonos (sajatidé-)iitemben valtozik fehérrdl
feketére). A 12. abrabol érthetévé valik a 3. gondolatkisérlet eredménye. Az lirhajoésok
oregedése ,,balrol jobbra gyorsul*: az tirhajok egy adott pillanatnyi nyugalmi
inerciarendszerében mindig a bal oldali {irhajos 6rdja mutatja a legkevesebbet (6 a
legfiatalabb, a hozza kozel es6 riddarab a legvildgosabb), és a jobb oldali lirhajos 6raja
mutatja a legtobbet (6 a legidésebb, a hozza kozel esé raddarab a legsotétebb).
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12. abra

Kozeledés? Tavolodas?

A 8. dbra harom lehetséges mozgast is felvazol a bal oldali cérnavég szamara.
Mindharom felvazolt mozgas 4ll6 helyzetbdl indul — csakiigy, mint a jobb oldali
cérnavége —, de a gyorsuldsuk eltérd. Kérdés: kozeledik-e a bal oldali cérnavég a jobb
oldalihoz, ha a b** vilagvonalat kdveti?

A végig nyugvo, laboratdriumi inerciarendszer megfigyeldje szamara — ennek a
nézOpontjat mutatja a 8. dbra — ugy tlinik, a b** és j cérnavégek egyértelmiien kozelednek
egymashoz. Ezt — amellett, hogy ,,az dbrabol latszik* — két, mérésen alapulo érvvel is ala
tudja tdmasztani:

(1) Ahogy a ¢ 1d6 telik, a cérnavégek kozotti tavolsag (az abran a két gorbe kozott
vizszintesen mért tavolsag) ¢ fliggvényében monoton csokken.

(2) A bal oldali cérnavég minden ¢ idépillanatban gyorsabban mozog a jobb oldali vég
felé, mint amilyen sebességgel a jobb oldali vég tavolodik tdle, vildgosnak tiinik tehat,
hogy egymas felé kozelednek.

Lattuk ugyanakkor, hogy a cérna sajathossza akkor valtozatlan, ha a végek a b ésj
vilagvonalakat kovetik. Kicsit koriilményesebb megfogalmazasban: a jobb oldali
cérnavég mindig a pillanatnyi nyugvo inerciarendszereiben méri magatol a bal oldali
cérnavég tavolsagat, és ezek a tavolsagmérések akkor szolgaltatnak allando értéket, ha a
bal oldali vég a b vilagvonalon halad. Ha a bal oldali vég ehelyett a lomhéabb b **



vildgvonalat koveti, akkor a cérnavégek tavolsaga a jobb oldali vég 7 sajatidejének
fiiggvényében monoton nd, azaz a cérnavégek egyre tavolodnak.

Hogyan lehetséges, hogy két tomegpont folyamatosan kozeledik is egyméashoz, meg
folyamatosan tavolodik is egymastol (nézdponttdl fiiggden)? Lehet-e mindkét allitas
helyes? Esetleg tudjuk-e Ggy definidlni a kdzeledés/tavolodas fogalmat, hogy megsziinjon
ez az értelmezésbeli kettdsség?

Vannak ehhez hasonl6 jelenségek a relativitdselméletben, ilyen pl. két esemény sorrendje.
Ha az események elég messze vannak egymastol térben, és elég kozel idében (azaz ha un.
térszerl intervallum valasztja el dket), akkor sorrendjiik nem invarians; el6fordul, hogy
kiilonb6z6 inerciarendszerek eltérd valaszt adnak a két esemény sorrendjét firtato
kérdésre.

Legitim megoldas, ha a kozeledés-tavolodas fogalmat is a relativitaselmélet nem
invarians fogalmai koz¢ soroljuk. Nem kell azonban feltétleniil elsietniink ezt a
kovetkeztetést, legalabbis abban az egyszerii esetben — mint amilyenek a fontiek is —,
amikor a kézeledés/tavolodas ,,monoton‘ (pl. egyik mozgés sem oszcillalo).

El6szor is: van, ami a kdzeledéssel-tavolodassal kapcsolatban abszolut értelemben
eldonthetd. Ha példaul a két tomegpont mozgasat dbrazold vilagvonalak metszik egymast
(vagyis a tomegpontok Osszeiitkoznek), akkor nem lehet igaza annak, aki azt éllitja, hogy
a tomegpontok folyamatosan tadvolodnak egymastol. A 8. dbra ugyan nem ilyen esetet
mutat (ott a b** és j vilagvonalak nem metszik egymast, csak — a nyugvo inerciarendszer
szerint — aszimptotikusan tartanak egymashoz), de ott is van egy segitségiink: maga a
cérna. A két tomegpontot ugyanis mindig 6sszekothetjiik — legalabb képzeletben — egy
olyan cérnaval (vagy raddal), amelynek a hosszat ugy valasztjuk meg, hogy a kezdd
iddpillanatban — amikor mind a két tdmegpont allt a nyugvd inerciarendszerben — éppen
megfesziiljon (rud esetén se nyomo-, se huzofesziiltség ne ébredjen benne). Ezek utan a
kozeledést, ill. tavolodast igy definialhatjuk: a két tdomegpont kozeledik egyméshoz, ha a
cérna meglazul (ha a radban nyomo fesziiltség ébred), és tdvolodik, ha a cérna megfesziil,
majd elszakad (ha a rid megfesziil, majd széttorik). Ennek a definicionak elénye, hogy
nem igényel globalis néz6pontot; nem kell, hogy a két tavoli tomegpont mozgasat
egyszerre nyomon kovessiik (hiszen az eredeti bonyodalom éppen az ,,egyszerre® sz6
abszolut modon értelmezhetetlen jellegébdl szarmazott), hanem csak lokalis
megfigyelésre van sziikség: a cérna/rud egy darabkdjanak a viselkedését kell megfigyelni.
Ilyen médon a kozeledés/tavolodas fogalma valoban invarianssa vélik: abban nincsen
vita a kiilonboz6é megfigyeldk kozott, hogy a cérna elszakadt-e vagy sem. A fenti
definiciot haszndlva a 8. abra nyugvé megfigyeldje is kénytelen azt a kdvetkeztetést
levonni, hogy a b** és a j vildgvonalakon halad6 tomegpontok tdvolodnak egymastol,
hiszen a két tdmegpontot dsszekotd cérna viselkedésébdl szamara is ez kovetkezik.

Analogia az euklideszi geometriabol




Sokszor segit a relativitaselmélet meglepd jelenségeinek megértésében, ha az intuicionk
szamara sokkal ismerdsebb terepre vonulunk, és megprobaljuk megkeresni a jelenség

13. abra

A nyugalmi hossz €s a sajatgyorsulas fent levezetett — és szemléletiink szdmara meglepd
— elvi korlatjara a kovetkezd euklideszi analdgia kinalkozik:

Sik terepen egy kerékpar r; sugarli (G, = rl gorbiiletll) korpalyan gurul. A kerékpar

J
palyajat a 13. dbra szemlélteti. A kerékparos a palyara merdlegesen balra kinyljt egy d
hossziisagu rudat. Egy masik kerékparosnak az a feladata, hogy tartsa a rid masik végét,
ugy, hogy a rud orientdcidja mindig az elsd kerékparos palydjara merdleges maradjon. Az
is kovetelmény, hogy a két kerékparos azonos irdnyba nézzen.
(1) Legfeljebb mekkora lehet a rid d hossza, ha adott az els6 ker¢kpar palydjanak G,

gorbiilete?

(2) Legfeljebb mekkora lehet a G ; gorbiilet, ha adott a rid & hossza?

(3) Az els6 kerékpar adott hossztsagu korivet fut be. A masodik kerékpar palyéja ezzel
megegyez0 hosszusagu lesz-e?

Vilaszok:



(1) A 13. abran latszik, hogy a rud hossza kisebb kell hogy legyen a d fels6

max=rj=

1
G,
korlatnal. Ha d elérné ezt a korlatot, akkor a masodik kerékpar végtelen kicsi sugarti
(végtelen nagy gorbiiletl) koron lenne kénytelen megfordulni.

(2) Ugyanezen okok miatt, adott d hosszlisagu rad mellett r; nagyobb kell hogy legyen d-

1
nél, azaz a gorbiilet kisebb kell hogy legyen G, = E-nél.

(3) Nem, a masodik kerékpar palyaja rovidebb az elséénél (1d. 13. dbra).

[Ismételjiik el a fenti mondatok megfeleldit a cikkben targyalt relativisztikus jelenség
leirasa: Sik téridében egy lirhajo a i sajatgyorsulassal jobbra indul. Az {irhajohoz
rogzitjiik egy d hosszsagh rud jobb oldali végét. (A rad hosszat az tirhajds, aki
pillanatnyi nyugalmi inerciarendszerének idétengelye mentén mozog, ennek az
inerciarendszernek az x-tengelye mentén, az idétengelyre “merdlegesen méri.) Egy
masik trhajonak az a feladata, hogy tartsa a rad bal oldali végét, de kozben a riidban se
hazo-, se nyomofesziiltség ne ébredjen. A két tirhajo természetesen a téridének ,,azonos
iranyaba néz“ — a multbol a jovo felé.
(1) Legfeljebb mekkora lehet a rud d hossza, ha adott a jobb oldali {irhajé a;
sajatgyorsulasa?
(2) Legfeljebb mekkora lehet az a; sajatgyorsulas, ha adott a rud d hossza?
(3) A jobb oldali tirhajos 6raja adott eltelt idétartamot regisztral. A bal oldali tirhajos
ordja ezzel megegyez6 iddtartamot regisztral-e?
Vilaszok:
(1) A cikk (15)-0s Osszefliggése alapjan a rad hossza kisebb kell hogy legyen a

2

d_ =< felsd korlatnal. Ha d elérné ezt a korlatot, akkor a bal oldali tirhaj6 végtelen

max a )
J
sajatgyorsulassal sem tudnd megakadalyozni, hogy a radban huzoéfesziiltség ébredjen.

(2) A (13) Osszefiiggés szerint adott d hosszisagl rud mellett a sajatgyorsulas kisebb kell
2

hogy legyen a_, = %-nél.

(3) Nem, a két tirhajos eltérd idotartamokat érzékel (1d. a 12. 4brat és a hozza tartozo
szoveget). |

7.ar0 megjegyzeés

A 2. gondolatkisérlet targyalasakor, valamint magaban a Dewan-Beran
gondolatkisérletben — a szerz6khoz hasonldan — hallgatolagosan figyelmen kiviil hagytam
a cérna vagy rud belsé allapotvaltozasait (pl. a gyorsulasi szakaszok alatt torténd
rugalmas vagy rugalmatlan alakvéltozasokat, a mechanikai hulldmok kialakulésat, stb.).
Csak ennek az egyszer(isitd és erdsen idealizalo feltevésnek az elfogadasaval éllithatjuk,
hogy a bal oldali vég és a jobb oldali vég egymashoz képesti nyugalmi helyzete egyben a



nyugalmi hossz valtozatlansagat is jelenti, hiszen egy targy nyugalmi hossza fligg a targy
bels6 allapotatol.
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