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Ebben a fajlban az el6adas menetrendjét kovetve gytijtom Ossze az egyes témakorokhoz kapcesolodd gyakorlo felada-
tokat. A fajl hétrél-hétre frissiilni fog az adott hét feladataival. A zarthelyiken ehhez hasonl6 feladatok varhatok,
feleletvalasztos valtozatban.

(F-0/1) Nagyon ritkan, de el6fordul, hogy egy gépészhallgato késziilés és tudas nélkiil megy el a zarthelyire. A zarthe-
lyin feleletvalasztos tesztet kap, 20 kérdéssel, és minden kérdésre 4 lehetséges valaszlehetdség koziil kell kivalasztania
az egyetlen helyes valaszt. 7 helyes valasz még elégtelen, 8 helyes valasz mar elégségest ér, azaz 40%-t6l eredményes
a zarthelyi. Csupén véletleniil tippelgetve mekkora a valdszintisége, hogy eredményes lesz a zarthelyije?

TERV: TEMAK, MENETREND

e Elektronok atomokban. Klasszikus mechanika alapjai. Klasszikus atommodell. A kvantummechanika alap-
jai. Elektronallapotok a hidrogénatomban. A periddusos rendszer. (1.-3. elSadas)

e Elektronok kristalyos szilardtestekben. A Sommerfeld-modell. A szoroskétésii modell. Elektronok sévsz-
erkezete. SzigetelSk, félvezetsk, féemek. Elektromos vezetés. (4.-6. elGadas)

e 1. zarthelyi (7. elGadas)

e Elektromechanika. Elektromechanikai kélcsonhatasi mechanizmusok: kapacitiv, piezorezisztiv, piezoelektro-
mos. Szenzorok és aktuatorok. (8.-10. elGadas)

e Lézerek. Lézerek miikodeési elve, tipusai, alkalmazasai. (11.-12. elGadas)

e 2. zarthelyi (13. elGadas)

I. ELEKTRONOK ATOMOKBAN
A. Az atomok abszorpcios szinképe vonalas szerkezetet mutat

(F-I/1) Mik a jellemz6i (k hullamszam, w korfrekvencia, f frekvencia, T' periodusidd) a A = 540 nm hullamhosszt
z6ld fénynek?

(F-I/2) A két elektronvoltos energiakvantummal rendelkezs elektromégneses sugarzasnak mennyi a hullamhossza
és a frekvenciaja?

B. Klasszikus mechanika: allapotjelz6k, fizikai mennyiségek, mozgasegyenlet

(F-1/3) Egy méter magasbol elengediink egy egykilos testet. Mennyi id6 mulva ér foldet? Mekkora sebességgel
csapodik be?

(F-1/4) Az el6z6 feladatban leirt jelenség esetén melyek a rendszer allapotjelz6i? Ezek milyen fliggvények, azaz
honnan hova képeznek? Melyek a rendszer paraméterei?

(F-1/5) Ird fel a fenti rendszer mozgasegyenleteit @(t) = ..., 0(t) = ... alakban. Add meg a kezdeti feltételeket is.
Legyen a koordinatarendszer origoja a foldfelszinen, és az x tengely legyen felfelé iranyitva. Add meg a test teljes
energiajat (mozgasi energia és helyzeti energia) leird formulat (a) a hely z(t) és a sebesség v(t) fliggvényeként, (b) a
hely x(t) és az impulzus p(t) = mo(t) fiiggvényeként. Itt m a test tomegét jeldli.

(F-1/6) Tekintsiink egy adott m toémegt, egydimenzios mozgast végzs tomegpontot. A t idépontban z(t) a helyko-
ordinataja, v(t) a sebessége, és F'(t) er6 hat rd. Add meg a tdmegpont helykoordinatajat és sebességét infiniteziméalisan
rovid At id6 mulva: z(t + At) =7, v(t + At) =?

(F-1/7) Egy k rugoallandoju rugéra rogzitett m tomegii testet F(t) = Fysin(2mft) erével gerjesztiink. Ird fel a
mozgasegyenleteket, (t) = ..., v(t) = ... alakban.



e Példak: szabadesés (egydimenzios), harmonikus oszcillator (egydimenzios), hidrogénatom (haromdimenzios).

C. Kvantummechanika: allapotjelzdk, fizikai mennyiségek, mozgasegyenlet

(F-I/8) Egy dimenzioban mozg6 elektron dinamikajat szeretnénk leirni a kvantummechanika eszkozeivel. Az elek-
tron pillanatnyi hullamfiiggvénye honnan hova képez? Mi a dimenzioja (mértékegysége) az argumentumainak és az
értékének? Az elektron allapotanak idéfiiggését leird hullamfiiggvény honnan hova képez?

(F-1/9) Egy elektron egy proton kozelében tartozkodik a haromdimenzios térben. Az elektron dinamikajat sz-
eretnénk kvantummechanikailag leirni. Mi az allapotjelzé a kvantummechanikai leirasban? Milyen fliggvény, azaz
honnan hova képez? Mik a fizikai mennyiségek? Milyen fiiggvények, honnan hova képeznek?

(F-1/10) Milyen operatorok abrazoljak a harom helykoordinatat és a harom impulzuskoordinatat a kvantum-
mechanikai leirdsban?

(F-1/11) Egy egy dimenzioban mozg6 elektront frunk le kvantummechanikailag. Egy adott pillanatban ismerjiik az
elektront leir6 ¢ (x) hullamfiiggvényt. Hogyan fejezhets ki a hely (azaz az x koordinata) varhatoértéke a hullamfiig-
gvény segitségével?

(F-1/12) Legyen x[q(x) az [a,b] intervallum karakterisztikus fiigguénye, azaz az a fiiggvény aminek értéke 1 ha
x € [a,b], és 0 egyébként. Legyen v1(x) = NiX[o,q(x). Mekkorara kell valasztani Ni-et, hogy v; normalt legyen?
Rajzold fel a normélt hullamfiiggvényt a hely fiiggvényeként, jelolve a nevezetes tengelymetszeteket is. Rajzold fel az
elektron |(x)|? megtaldlasi valoszintiségét a hely fiiggvényeként, jeldlve a nevezetes tengelymetszeteket is.

(F-1/13) Legyen o (x) = \/%X[o,m]- Szamold ki ¢ és 1y skalarszorzatat: (11]ig) =7

(F-1/14) Egy dimenziéban mozgd elektron hullamfiiggvénye egy adott pillanatban

Nsin (%), ha0 < a < L,
viz) = { 0 ( " ) egyébként 1)

Normalt-e a ¢ hullamfiiggvény, ha N = 1?7 Hogyan valasszuk N-t, hogy ¥ normalt legyen? Rajzold fel a normélt
hullamfiiggvényt. Rajzold fel az elektron |1(z)|? megtalalasi valosziniiségét a pozicio fiiggvényeként.
(F-1/15) Egy dimenziéban mozgd elektron hullamfiiggvénye egy adott pillanatban

W(z) = %sin(”—f), hal0<x <L, 2)
0 egyébként

Ebben az allapotban mekkora a valdszintisége annak, hogy az elektront a [0, L/4] szakaszon talaljuk?

(F-1/16) Az el6z6 v hullamfiiggvénnyel jellemzett allapotban mennyi a pozicié varhatoértéke? Mennyi az impulzus
varhatoértéke?

(F-1/17) Egy dimenzidoban mozgo elektron dinamikajat szeretnénk leirni a klasszikus mechanika eszkozeivel. Az
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elektron helyzeti energiajanak helyfiiggése V(z) = —Vye 2 alaki. Add meg az elektron teljes energiajat a sebessége
(v) és a pozicioja (x) fuggvényeként. Fejezd ki ezt a teljes energiat az impulzusa (p) és a pozicidja fiiggvényeként.

(F-1/18) Ird fel az el6z6 példaban szerepls elektron idéfiiggs Schrédinger-egyenletét. Milyen differencialegyenlet
ez? Kozonséges vagy parcialis? Melyik valtozoban hanyadrendd? Linearis vagy nemlinearis?

(F-I/19) Harom dimenzioéban mozgd elektron dinamik4jat szeretnénk leirni a kvantummechanika eszkoztaraval. Az
elektron hullamfiiggvénye honnan hova képez? Mi a dimenzioja (mértékegysége) az argumentumainak és az értékének?

D. Stacionéarius allapotok a kvantummechanikaban

(F-I/20) A harom Pauli-matrix:

() - (1) ()

Hatarozd meg mindharom Pauli-métrix sajatértékeit és sajatvektorait.
(F-1/21) Vizsgaljunk egy egydimenzioban mozgo elektront. Legyen a pillanatnyi hullamfiiggvénye egy Gauss-
2

hullamesomag, azaz ¢ () = Trl%%e_;?. Sajatfiiggvénye ez a hullamfiiggvény az & helyoperatornak? Sajatfiiggvénye

ez a hullamfiiggvény a p = ?81, impulzusoperatornak?



E. A klasszikus Rutherford-modell nem magyarazza az atomok vonalas szinképét

(F-1/22) Egy elektron a hidrogénatom klasszikus Rutherford-modelljének megfelelgen korpaly4an mozog egy rogzitet-
tnek tekintett proton koriil. Tegyiik fel, hogy a mozgas az xy sikban torténik, és a palya sugara R = 0.2 A. Mekkora
az elektron sebessége m/s egységekben? Hanyadrésze ez a fénysebességnek? Mekkora és milyen irdnyd az elektron
L perdiilete (pontosabban perdiilet-vektora) SI egységekben, illetve hi egységekben? Mekkora az elektron mozgési
energiaja elektronvoltban kifejezve? Mekkora az elektron helyzeti energiaja elektronvoltban kifejezve?

(F-1/23) Tekintsiik az el6z6 feladatban vizsgalt egyenletes kormozgéast. Hogyan fligg az elektron teljes energiaja az
L = |L| perdiiletétsl?

F. A félklasszikus Bohr-modell megmagyarazza a vonalas szinképet

ki a hidrogénatom elektronja, amikor az els6 gerjesztett allapotbdl az alapéllapotba relaxal?

G. A hidrogénatom kvantummechanikai modellje

(F-1/25) Egy dimenzidoban mozgo elektron dinamikajat szeretnénk leirni a klasszikus mechanika eszkozeivel. Az
22
elektron helyzeti energiajanak helyfiiggése V (x) = —Vpe™ 22 alakt, ahol Vg > 0. Add meg az elektron teljes energiajat
a sebessége (v) és a pozicidja (x) fiiggvényeként. Fejezd ki ezt a teljes energiat az impulzusa (p) és a pozicidja
fliggvényeként.
(F-I/26) Ha az el6z6 példaban az elektronrol tudjuk, hogy kétott allapotban van, akkor mit tudunk a teljes en-

(F-1/27) Trd fel a rogzitett proton Coulomb-erdterében mozgo elektron idéfiiggetlen Schrodinger-egyenletét. Mik az
ismeretlenek?

H. Elektronallapotok a hidrogénatomban

(F-1/28) A hidrogénatomban levs egyetlen elektron kotési energiaja az alapallapotban 1 Rydberg. Hany Rydberg
a kOtési energiaja az elektronnak az elsé gerjesztett allapotban?

(F-1/29) Hanyszorosan degeneralt a hidrogénatom n = 2 fSkvantumszamua nivoja, a spin szabadsagi fokot is fi-
gyelembe véve? Hanyszorosan degeneralt az n = 3 f6kvantumszama nivo?

(F-I/30) Legyen egy egydimenzioban mozgo elektron pillanatnyi hullamfiiggvénye egy Gauss-hullamcsomag és egy
22
sikhullam szorzata: ¢ (z) = ﬂl%%efme””. Szamold ki és abrazold a p(x) = |¢(z)|* részecskestirtiséget az x

helykoordinata fiiggvényeként. Szamold ki és abrazold a j(x) = Re (1/)*(37)%1&(38)) részecskearam-strtiséget az x
helykoordinata fiiggvényeként.

I. Peri6édusos rendszer

(F-1/31) Hany Rydberg a kotési energidja az egyszeresen pozitivan toltott héliumion egyetlen elektronjanak az
alapallapotban és az els6 gerjesztett allapotban?

(F-1/32) Tekintsiik a H, He, Li, Be, Ne atomok elektronrendszerét, és hanyagoljuk el az elektron-elektron-
kolesonhatést. Mindegyik atomra valaszoljuk meg a kovetkezs kérdéseket: Hanyszorosan degenerélt az atom alapal-
lapota? Hany torzsi elektronnal, hany lezart héjjal, és hany vegyértékelektronnal rendelkezik az atom? Mekkora
(hany Rydberg) az alapallapoti kotési energia? Hanyszorosan degeneralt az elsd gerjesztett allapot? Mekkora (hany
Rydberg) az els6 gerjesztett allapot kotési energiaja?



II. ELEKTRONOK KRISTALYOS SZILARDTESTEKBEN
A. Elektromos vezetés fémekben: a klasszikus Drude-modell

(F-IT/1) A réz fajlagos ellenallasa pc, =~ 17 x 1079 Q m. Mekkora a fajlagos vezetSképessége? Mekkora egy 1 m
hossz, 1 mm? atmérdji rézdrot ellenallasa és vezetSképessége?

(F-1I/2) Egy adott tipusu fém egyszerd kobds racsban kristalyosodik, melynek racsallandoja 2A. Tegyiik fel, hogy
atomonként egyetlen elektron vesz részt a elektromos vezetésben; hivjuk ezeket wvezetési elektronoknak. Mekkora a
vezetési elektronok részecskestirtisége (1/m? egységekben) és toltésstirtisége (C/m? egységekben) ebben az anyagban?
Hany vezetési elektron van egy ilyen anyagbol késziilt, 1 m hosszt, 1 mm? atmérsji drotban?

(F-II/3) Tekintsiik az el6z6 feladatban leirt fémet. Ha tudjuk rola, hogy a fajlagos vezetSképessége megegyezik a
réz fajlagos vezetGképességével, akkor mennyi a vezetési elektronokat jellemzd {itkozési id6, 7 =? Hasznald a Drude-
modellt.

(F-1I/4) Mekkora aram folyik ebben a drétban, ha 1 mV fesziiltséget kapcsolunk a két vége kozé? Mekkora a
vezetési elektronok drift-sebessége ilyenkor?

(F-11/5) Az ekviparticio tétele alapjan adott 7" hémérsékletii egyatomos idedlis gazban a részecskék tipikus mozgasi
energidja nagysagrendileg Fyo,e =~ kpT, ahol kp a Boltzmann-allandé. Becsiild meg ebbél a szobahdmérséklet
idealis elektrongaz elektronjainak tipikus sebességét.

B. Geometriai piezorezisztivitas

(F-I1/6) Egy fémdarabot homogén izotrop modon sszenyomunk, tigy hogy mindharom iranybeli kiterjedése 1%-ot
csOkken. NG vagy csokken az ellenéllasa az 6sszenyomas hatasara? Hany szazalékkal? Valaszodat alapozd a geometriai
Ohm-térvényre és a Drude-féle vezetSképesség-formulara.

C. A vezetési elektronok kvantummechanikai Sommerfeld-modellje

(F-11/7) Tekintsiik az egydimenzios iiresracs-modellt, elemi cellanként egyetlen atommal, legyen a racsallando 2 A,
és tegyiik fel hogy minden atom egyetlen vezetési elektront ad. Hany vezetési elektron talalhaté egy 1 cm hosszu
mintaban? Ebben a mintdban mekkora a hullamszam-kvantum, dk =? Mekkora a Fermi-hullamszam, kr =7 Mekkora
a Fermi-hullamhossz, Ar =? Mekkora a Fermi-sebesség, vp =7 Mekkora a Fermi-energia, ep =7 (Vedd figyelembe az
elektronok spin szabadsagi fokat is.)

(F-11/8) Tegyiik fel, hogy a fenti mintéra kiilsé elektromos teret kapcsolunk, melynek hatéséara a betoltott allapotok a
hullamszamtérben eltolodnak, és igy a [—kr+ Ak, kr+ Ak] hullamszam-intervallumban helyezkednek el (az egyenstlyt
jellemz6 [—kp, kr] intervallum helyett). Tegyiik fel hogy Akp = 0.01kp. Becsiild meg, hogy mekkora adram folyik a
mintan.

D. Elektronok az egyatomos lancban

Emlékeztets: az "egyatomos lanc" azt jelenti, hogy egyfajta atombol all a lanc, nem pedig azt, hogy egyetlen
atombol.

(F-II/9) Legyen egy egyatomos lanc racsallandoja a, és az elektronok szomszédos atomok kozti alagutazasi matrix-
eleme t < 0. Abrazold az elektronok diszperzios relaciojat az elsé Brillouin-zonaban. Az abran tiintesd fel a nevezetes
tengelymetszeteket.

(F-II/10) Legyen egy egyatomos lanc racsallandoja a = 2 A, és a szomszédos atomok kézti alagutazasi matrixelem
szeteket.

(F-II/11) Mekkora az elektronok effektiv tomege a sav aljan az (F-II/10) példaban?

(F-1I/12) Mekkora a k = 0, k = 7/(2a), és a k = 7/a hullamszamu elektronok csoportsebessége az (F-1I/10)
példaban?

(F-11/13) Add meg az altalanos formulat, ami kifejezi a sav aljat jellemzd effektiv tomeget az alagutazasi matrixelem
és a racsallando fiiggvényében. E formula alapjan meg tudod-e mondani, hogy a racs 0sszenyoméasa esetén az effektiv
tomeg né vagy csokken?



(F-II/14) A fenti egyatomos lancban minden atom egy elektront ad a vizsgalt vezetési savba. Fém vagy szigetel ez
az anyag? Vedd figyelembe az elektronok spinjét is. Mekkora az elektronok Fermi-sebessége? Mekkora az elektronok
Fermi-energidja (a sav aljahoz viszonyitva)?

(F-1I/15) Fém vagy szigetels a fenti egydimenzios lanc, ha minden atom két elektront ad ad a vezetési savba?

(F-11/16) Tekintsiink egy hat atombol 4llo6 egyatomos lancot, és az alagutazasi matrixelemet jelolje ¢t. Ird fel
a 2. atomra vonatkozo hullamfiiggvény-amplitado idéderivaltjat tartalmazo mozgasegyenletet. Ird fel a 6. atomra
vonatkozot is.

E. Félvezetsk

(F-11/17) Egy donoratomokkal adalékolt félvezets anyag vezetési savjanak aljan az elektronok témege 0.1 m,, és az
anyag dielektromos allandéja €, = 10. Hany rydberg, illetve hany eV téavolsdgra vannak a donornivok a vezetési sav
aljatol e; =7

(F-II/18) A gallium-arzenid (GaAs) egy kristalyos félvezets vegytilet. Jo kozelitéssel igaz, hogy a vezetési sav aljat
jellemz6 effektiv tomeg m;, ~ 0.06 me, mig a vegyértéksav tetejét jellemz6 effektiv témeg my ~ 0.5m.. A tiltott sav
nagysaga ebben az anyagban £, ~ 1.43 eV. Az eladason megismert Osszefliggésbdl hatarozd meg, hogy mennyi az
n-tipust toltéshordozdk (azaz a vezetési savban levs elektronok) n stirtisége 300 K hémeérsékleten. Hanyszorosara né
ez a slriség, ha 10 K-nel felmelegitjiik az anyagot?

(F-11/19) Gallium (Ga) szennyezdket iiltetiink szilicium kristalyba, egy-egy sziliciumatom helyére. Donorként vagy
akceptorként viselkednek ezek a szennyezd atomok?

(F-11/20) Egy akceptoratomokkal adalékolunk, azaz p-tipusuva tessziik. Az akceptoratomok strtisége v,. Legyen a
minta szobah&mérsékleten. Jeldlje a vezetési sav elektronjainak stirtiségét n, az akceptornivokon talalhato elektronok
stirtiségét n,, és a vezetési savban taldlhato lyukak sidrdségét p. Milyen Osszefiiggés all fenn a fenti mennyiségek
kozott? Utmutatas: (i) Hanyagoljuk el az elektron-elektron-kolcsénhatast. (ii) A vegyértéksavban talalhaté lyukak
vagy a donornivokon, vagy a vezetési savban jelentkezik tobblet-elektronként.

(F-11/21) Ejjellatoé szemiiveghez szeretnénk olyan LED fényforrast épiteni, ami 1 ym hullamhosszt infravérds sug-
arzast bocsat ki. Mekkora tiltott sava félvezets anyagot tudnank erre a célra hasznalni?

(F-11/22) Egy GaAs-alapti LED-re egyenfesziiltséget kapcsolunk, és 1 mA aramot folyatunk 4t rajta. Feltéve hogy
minden athaladé elektron fotonkibocséatassal rekombinalédik az intrinszik tartoményban, becsiild meg a kisugéarzott
fotonok araméat (foton/mésodperc) és a sugarzasi teljesitményt.

III. ELEKTROMECHANIKA
A. Piezorezisztivitas az egyatomos lancban

(F-III/1) Mi a mechanikai deforméacio6 () dimenzioja (mértékegysége) egydimenzios/kétdimenzios/haromdimenzios
modellekben?

(F-1II/2) Mi a mechanikai fesziiltség (o) dimenzidja (mértékegysége) egydimenzios/kétdimenzids/haromdimenzios
modellekben?

(F-II1/3) Mi a részecskestirtiség dimenzidja (mértékegysége) egydimenzios/kétdimenzios/ haromdimenzios szilardtest
esetében?

(F-1II/4) Mi az elektromos dramstirtiség dimenzioja (mértékegysége) egydimenzios/kétdimenzids/haromdimenzios
szilardtest esetében?

(F-III/5) Mi a fajlagos vezetSképesség dimenzidja (mértékegysége) egydimenzios/kétdimenzids/haromdimenzios
szilardtest esetében?

(F-IITI/6) Mi az elektromos ellendllas dimenzidja (mértékegysége) egydimenzios/kétdimenzios/haromdimenzios
minta esetében?

(F-III/7) Ha egy fémdrotot megnyujtunk (azaz ¢ mértékd longitudinalis mechanikai deformaciot alkalmazunk),
akkor az ellenallasa ennek hatasara megvaltozik, R = R(e). Kis deformécié esetén az ellenallasvaltozas lineéris
fliggvénye a deforméacionak:

R(e) = R(0)(1 + ce), (4)
ahol ¢ a piezorezisztiv egyiitthato vagy egyszertien piezorezisztivitds:

_ R(e) = R(0)
R0



A Kklasszikus Drude-modellben kapott vezetSképesség-formula és a geometriai Ohm-torvény alapjan mi c¢ értéke? Mi
az elGjele? Hogyan fiigg az anyagi minGségtSl? Az egyszertiség kedvéért tegylik fel, hogy a relaxécios idé és a vezetési
elektronok széma nem filigg a deformaciotol.

(F-11I/8) Haromdimenzios vezets esetén a geometriai Ohm-torvény alakja R = %%, ahol R a minta ellenallésa, o a
minta anyaganak fajlagos vezetSképessége, L a minta hossza, A a minta keresztmetszete. Hogy néz ki ez a geometriai
Ohm-torvény, ha a vezeténk egydimenzios, példaul egy egyatomos lanc?

(F-II1/9) Tekintsiik egy 1 cm hosszii egyatomos lanc vezetési elektronjait. Legyen a racsallando ag = 2 A, és az
alagutazasi matrixelem to = —1 V. Tegyiik fel, hogy a vezetési sav 5%-o0s betoltottség, és hogy € = 0.01 deformacio
esetén, azaz 1%-os megnytjtasra, az alagutazasi matrixelem 1%-ot csékken: t(g) = to(1 —¢). (a) Mekkora a vezetési
elektronok stirtisége ebben a lancban? (b) Mekkora ennek a lancnak az ellenallasa, ha benne a relaxacios idé 7 = 1£s?
(c) Hogyan valtozik a sav aljat jellemzs effektiv tomeg, ha 1%-kal megnyujtjuk a lancot? (d) Hogyan véltozik a lanc
ellenallasa, ha 1%-kal megnyujtjuk a lancot? (e) Mekkora ennek a lancnak a piezorezisztiv egyiitthatdja, azaz ¢ =7
A kérdések megvalaszolasahoz hasznéljuk a Drude-féle vezetSképesség formulat, a vakuumbeli elektrontémeget (m.)
helyettesitve a vezetési sav aljat jellemzd effektiv tomeggel (m*). Itt is tegyiik fel, hogy a relaxécios id6 nem fiigg a
deforméciotol, és vegyiik figyelembe hogy egydimenzios a modell.

(F-I1I/10) Altalanositsuk az el6zé feladatot: tegyiik fel, hogy az alagutazéasi matrixelem deformacio-fiiggése t(s) =
t(0)(1 — Be) alaka. NG vagy csokken a sav aljat jellemzs effektiv tomeg, ha nyajtuk a lancot? N& vagy csokken az
ellenéllas, ha nyudjtjuk a lancot?
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