Optika gyakorlat 8.

Fraunhofer diffrakcié

Diffrakciés modellek

A diffrakci6 soran kialakuld téreloszlas felfoghaté végtelen sok folytonos eloszlast hullam
fazishelyes szuperpoziciojaként:

e Pontforrasokra bontas: Huyghens-Fresnel-elv

e Sikhullamokra bontés: Fourier-optika

Huygens-Fresnel-elv

Az idéfiiggetlen, skalar hullamegyenlet, a Helmholtz-egyenlet megoldasat keressiik pontforras
és sik feliileten elhelyezkedd apertura esetén. Az aperturara Kirchoff-hatérfeltételt feltételeziink,
ahol az aperturan beliil a transzmisszié értéke 1, mig azon kiviil 0, valamint az apetraran kiviil
a térerfsség parcidlis derivaltjai is elttinnek. A pontforras dltal kialakitott tér a P(x,y,z = 0)
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1. 4bra. Huygens-Fresnel-elv

A Helmholtz-egyenletb&l és a peremfeltételekbdl levezethets a Fresnel-Kirchoff diffrakcios
integral, mely meghatarozza a térerGsség értekét a P'(2/,y/, 2') pontban:
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ahol a O szbg elGjeles mennyiség. Tehat a Huygens-Fresnel-elvnek megfelelGen az elektromos
tér az (2/,y’) pontban felirhaté elemi gémbhullamok Gsszegeként gy, hogy az elemi gémbhullé-
mokat koszinuszos irdnykarakterisztikaval kell figyelembe venni, és az elemi gdmbhullamok nem
az aperturatél haladnak az erny§ felé, hanem forditva.

Ez a képlet ilyen forméan azonban nehézkesen alkalmazhaté, ezért alkalmazzuk a kovetke-
76 kozelitéseket az egyszertsités érdekében. Legyen az apertira mérete lényegesen kisebb, mint
a forrds és az erny$ apertiratél mért tavolsdga. Ennek kovetkeztében a koszinuszos tagok



eggyel kozelithat6k cos® ~ —1, cos®’ ~ 1, s igy az egyenlet a kovetkezs alakra egyszertisodik
pontforras kozeltéri diffrakcidja esetén:
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Altalanos esetben, tetszéleges forrasra pedig kapjuk a Huygens-Fresnel elvnek megfelel§ 6ssze-
fliggést:
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Az integral tovabbi egyszeriisitése érdekében tjabb kozelitést vezethetiink be
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Alkalmazzuk ezt a kozelitést R’ értékére az exponencialis kifejezésben, a nevez6ben pedig
legyen egyszertien R ~ 2':
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Atalakitva az egyenletet kapjuk a Fresnel-kozelitést:
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Tovabb formalva az dsszefiiggést:
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A fenti integral tovabb egyszerusmheto abban az esetben ha az apertura meérete lénye-

gesen kisebb az apertira erny6tsl mért tavolsaganal: 22 4+ y? << z/\. Ekkor alkalmazva a
k- (2% +9?)

~ 0 kozelitést kapjuk a tavoltéri diffrakciora érvényes Fraunhofer-kozelitést
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z16s Fourier-transzformacioként irhato:

Bevezetve az f, = —— térfrekvencidkat a Fraunhofer-integral egy kétdimen-
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ahol F a Fourier-transzforméciot jelli. Ezek alapjén tavoltéri diffrakcio esetén az I(z2',y', 2") =
|E(2,y, 2")|? intenzitas a kovetkez6képp szamolhaté:
1

I(2'y2') = 15 - |F(E(x,y,0)

1. példa: Rés tavoltéri elhajlasi képe

Hatarozzuk meg egy egydimenzios b szélességi az origéra szimmetrikus homogén médon
megvilagitott rés tavoltéri diffrakcios képét!
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2. dbra. Egy b szélességii origora szimmetrikus egydimenzios rés transzmisszioja

Megoldas: A rés transzmisszi6janak leirasara hasznaljuk a rect(x) fiiggvényt, melyre definici6
szerint:
1  ha|z|<1/2
rect(z) =< 1/2 hal|z|=1/2
0 halz|>1/2

Jelen esetben tehat a b szélességl origora szimmetrikus rés transzmisszidja 7(x) = rect(g).

A 7 transzmisszios fliggvény altalanos esetben nem csak amplitudé-, hanem fazis-moduléciot is
tartalmazhat, ekkor alakja:

F=|7]-e
ahol |7| hatarozza meg az amplitidé-modulaciot és ¢ a fazistolast. Kozel mersleges beesés és
kozel allando lemezvastagsag esetén a fazismodulacid az aldbbi képlet segitségével szdmolhato:

ahol n a lemez térésmutatoja és d(x,y) a vastagsaga.
Tavoltéri diffrakci6 esetén a kialakuld térerdsség a kovetkezs Fourier-transzformécios integral
segitségével hatarozhaté meg:

F = / T(z) - Ep - e 2T fa gy

Felhasznélva, hogy jelen esetben 7(x) = rect(z/b):
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Elvégezve az exponencialis fliggvény integraldsét:
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3. abra. Egy n torésmutatoju d(x,y) vastagsagu atlatszo lemez fazistolasa

F = . 2 _ 2
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Felhasznalva, hogy tetszéleges ¢ valés szamra 5 = sing:
i
Ey b
F = - sin(2m - .2
— sin(2m fm2)
FeFEy b sin(mw - fp - b)
T fo b
Vezessiik be a sinc(x) fliggvényt, mely definicié szerint sinc(z) = ———=. Ezt felhasznalva a
X

Fourier-transzformaciés integral:
F =Ey-b-sinc(fy-b)

A Fourier-transzformécios integral ismeretében az intenzités a kévetkezd képlet segitségével ha-
tarozhaté meg:
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I(iL'/, Z,) = 22,72 ’ \f(E(x,O))|
1 .
I(z,2) = SO h |Eg - b sinc(fy - b)|?
E2 B2
I(2,2) = )\OQZZ - sinc®(fy - b)
A kialakul6 intenzitéseloszlast az alabbi abra sze/mlélteti:
Felhasznélva, hogy a térfrekvenciara f, = %:
z
E2 - b? ' -b
1o 0 .
I(z',2") N2z sine ( N )

Az f, térfrekvenciat az x’ és 2’ koordinatak helyett kifejezhetjiik az ernys adott pontjanak
origobol tekintett © latoszogevel is. Ekkor mivel 2/ << 2’ érvényes a kovetkezs kozelités © ~

s5tn® ~ tgO, melyet felhasznalva:
5tn©
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4. dbra. Egydimenzios rés altal kialakitott intenzitaseloszlas

Ezt felhasznalva az intenzités a latoszog fliggvényében a kiévetkezéképpen alakul:

2. 52
I(©) = b)j\oz—zg - sinc?(sin® - <)

A

A kialakul6 intenzitdseloszlast a 1at6szog szinuszanak fiiggvényében az aldbbi abra szemlélteti:
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5. dbra. Egydimenzios rés altal kialakitott intenzitaseloszlas a latoszog szinuszanak fiigg-
vényében

2. példa: Young-féle kétrés

Legyen a transzmisszios fliggvény két b szélességt ablakfiiggvény egyméstol a tavolsagra:

a
Tr— = T+ =

b + rect 5 2

A Fraunhofer diffrakciés képet a bejové komplex amplitudé Fourier-transzformaltja adja.
Felhasznaljuk a Fourier eltolasra kapott Osszefiiggést:
Fourier-transzformacio eltolasi tulajdonsaga:

+o0 .
F(f@) = [  fla)e*dx

+oo ) ) +oo .
F(f(x—x0)) = flx— a:o)e_’%f”dx = ¢~ 12 /a0 / flz— wo)e_ﬂ’rfm(z_zo)da:

—00 —00
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6. abra. Young-féle kétrés

—  F(f(z—w)) = P0F (f(x)

i g 127
T(fz) = F(r(x)) = b- sinc(fyb) - (eiﬁwfac 2 + e+ ol 2) =b-sinc(fyb) - 2cos(mfra)
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()\z’)2 ’ (fm)| ()\z’)Q (szb>2 ( fx ) ; fx \
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7. abra. Young-féle kétrés

3. példa: N db rés (racs) diffrakcios képe

Mmnonon .,

2a “3a
8. dbra. N db rés

Legyen a transzmisszios fiiggvény N db b szélességd ablakfliggvény egyméstol a tavolsagra:

T(z) = T1(x — ) , ahol T1(x) = rect (%) és Tp,=n-a



N-1 N-1

— T(fo) =Ti(f) - Y e =T(fp)- > €™ ahol 6=-2nfa

n=0 n=0

Ez egy N elemt mértani sorozat, ¢ = e kvocienssel. Az 6sszegre alkalmazzuk a meértani
sorozat Osszegképletét:

N-1 : . » A _
Z ei5 _ 1 — iNd _ 61N5/2 ‘ e iN§/2 62N6/2 _ ei(N71)5/2 ' M
2 160~ o2 iz _ o2 Sin(3/2)

Ennek a fiiggvénynek az abszolut értékét abarzolva kapjuk a "fést" (comb) fiiggvényt:
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9. abra. A fésii (comb) fiiggvény alakja az N véltozo fiiggvényében

Az intenzitas értékére kapjuk:

E? E? sin?(N6/2)  E2v*  sin®(nfb) sin?(Nwfa)
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10. abra. A racs eredd diffrakcios képe a fési fiiggvény és az amplitudé modulécio szorzata



Fracnal Appeoximation
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11. abra. Kiilonb6zd sokrések (N) diffraktalt intenzitas eloszlasa és az ernyén megjelend
intenzitas eloszlas (Helmholtz egyenlet és Fresnel kozelités) (Comsol Multiphysics)



4. példa: 2 dimenziés négyszog apertira

Legyen a transzmisszios fiiggvény egy 2D ablakfiiggvény A és B oldalhosszisagokkal, benne
a kozepétdl d tavolsagra egy rés kitakaras a és b oldalhossztusagokkal. Irjuk fel a rés Fraunhofer
transzmisszios képét!

12. abra. (a) kétdimenzios téglalap alaku rés kitakarassal (b) egy hagyoméanyos 2D négyzet
alaku rés diffrakcios képe

Megoldais:

A transzmisszios fliggvény ket ablakfiiggvény kiilonbségeként irhato fel (a kitakaras egy inverz
résként foghato fel):

7(x) = 11(x) — 72(x) = rect (%) rect (%) —rect <:c ; d> oot (%)

A Fraunhofer diffrakciés képet a bejové komplex amplitudé Fourier-transzformaltja adja.
Felhasznaljuk a Fourier eltolasra kapott Gsszefiiggést:

Ti(fur ;) = F(ri(2)) = A- sinc(f,A) Bsinc(f, B)

To(fus fy) = F(r2(x)) = a - sinc( fra)bsinc(fyb) - e f=d

, ahol
$inO, _ 8in©,
fx = b\ , fy = )\
E? ) 2 , )
I = ()\Z/)Q . ‘TI - T2‘ = ()\27/)2 . (|T1| -+ |T1’ — TfT2 _TITQ*) —
E(% 2 2 . 9 . 9 2,9 . 9 o
= )2 - (A*B* - sinc™(fz A)sinc” (fyB) 4+ a“b” - sinc”(fza)sinc™(fyb)+
z
—ABab - sinc(fpA)sinc(fyB)sinc(fra)sinc(fyb) - (e fad . +idnfady)
, ahol

e 2rfad 4 oFi2nfod — 9 cos(2m fd)



