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2. szakasz

Az elektromagneses hullamok

A hulldmterjedést és a vele kapcsolatos jelenségek tanulmanyozasat az elektromagne-
ses hullamok vizsgalatdval folytatjuk. Latni fogjuk, hogy Iépésrdl 1épésre miként
tarulkozik fel az a gondolati és dsszefliggésrendszer, amely képes lesz hidat képezni a
modern elméletek és technikai megvalosuldsok iranyaba is.

Az elektromagneses tér viselkedését a Maxwell-egyenletek irjak le

(1) rotH=j+D
€) rot E = —B
(3) divD =p

4) div B = 0.

Az E ¢és H az elektromos és magneses térerdsség vektorok, D az elektromos eltolas
vektora, B a magneses indukcio vektora, j az elektromos aramsiiriiség vektora és p az
elektromos toltéssilirliség. A mennyiségek feletti ,pont” a parcialis idéderivaltat
jeloli. A kiilonbo6zd fizikai mennyiségek kozotti kapcsolatokat a konstitutiv (anyag-)
egyenletek mutatjadk meg. Az egyszeriiség kedvéért homogén izotrép kozegre felirva
ezeket

(5) j=0E
(6) D = ¢E
(7) B = uH.

Az elektromos toltésmegmaradas torvényét az (1) és (3) egyenletekbdl szarmaz-
tathatjuk. Az (1) egyenlet divergencidjat véve

div rot H = div j + div D,
tovabba felhasznalva, hogy barmely vektorra div rot =0

0 = divj + div D.
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A (3) egyenletet behelyettesitve a kapjuk:
0=p + divj.

E toltésmegmaradast kifejezd egyenletet kontinuitasi egyenletnek is nevezik. A
kovetkezd fontos tény, hogy a Maxwell-egyenletekbdl az elektromagneses tér
energiamérlegét meg tudjuk allapitani. Ehhez ugy jutunk, hogy az (1) egyenletet E -
vel, a (2) egyenletet H-val szorozva

Erot H = JE + ED

HrotE = —HB

adodik. Ekkor a masodik egyenletbdl az elsd kivonva

HrotE — Erot H= —jE —ED — HB
lesz. Felhasznalva a

div(EXH)=HrotE — ErotH

azonossagot valamint a konstitutiv egyenleteket a

0 /1 1
—(—eEZ +—,uH2) + div (E X H) = —jE

dt \2 2
elektromagneses tér energiamérleg egyenletét kapjuk. Az
1 1
2 2
—¢E“ +-uH
2 2t

az elektromagneses energiasiirlisége. Az iddegység ¢és feliiletegységen athalado
energiat kifejezd

P=EXH
az energiaaram-siiriség vektor (Poynting-vektor). A jobboldalon &ll6 forrastag a

térfogategységben iddegységenként keletkezd vagy eltlind extenziv mennyiséget
jelenti. Mivel e kifejezés a jelen esetben mindig negativ

—jE = —0E? <0,

igy ez a Joule-hé formaban ,.elveszd” energiat jelent az elektromégneses tér szem-
pontjabol.
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Az elektromagneses tér hullaimegyenlete

A figyelmiink kézéppontjaban all6 hulldmterjedés miatt a legfontosabb tény, hogy a
Maxwell-egyenletekbdl a kiilonb6zé fizikai mennyiségekre hulldmegyenletek
vezethetok le. Az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy mind a p toltéssiiriség,
mind a j aramsiiriiség-vektor zérus, masrészt vakuumra szoritkozva. Ezek utan véve

crer

egyenleteket figyelembe véve kapjuk:

rotrot H= rot D

rot E = —B

A masodik egyenlet elsObeli helyettesitése €s a rot rot = grad div — A azonossag
felhasznalasaval, a (4) egyenlet figyelembe vételével a

0°H
80#0 W - AH - O

hullamegyenletet kapjuk. Hasonloképpen az (1) egyenlet idoszerinti derivaltjat, a (2)

crer

0°E
EO‘uO F - AE == 0

Sikhullim megoldasok valamint az E és H vektorok iranya
Az egyenleteknek megoldasa mind a pozitiv ,,+°n egységvektor irdnydba (az

argumentumban a ,,-” eldjel tartozik hozzd), mind a negativ ,-"n egységvektor
iranyaba (az argumentumban a ,,+” eldjel tartozik hozza) terjedd halado sikhullam

nr
E(tiT)

nr
H(ti‘T).

illetve

Ezek koziil barmelyiket a megfelel hullamegyenletbe behelyettesitve az

nZ

goﬂo_c_zzo
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adodik, ahol az n°=1 felhasznalasaval az elektromagneses hullam vakuumbeli terje-
dési sebességére a

1
c= |—~3x108m/s
€oMo

értéket kapjuk. A kovetkezd kérdés, hogy a terjedési irdnyhoz képest milyen iranyt az
E és H vektor? Induljunk ki az ,+’n irdnyban terjedd elektromos és magneses
térerdsségekre vonatkozo6 altalanos sikhullam megoldasokbol, amelyek

E(t n T)

Cc

€s
nr
H(e-)

C
Az argumentumot ¢ -vel jeldlve

nr

b=t——

Cc

a szamolasok egyszeriibb kovethetdsége miatt végezziik el az alabbi szdmolasokat:

E_aEa¢_dE
dp ot  do
. _0Hd$p dH
~d¢p ot do
LH = nXdH
ro = 7 o
L E = nxdE
ro = - d(l)'

Ezt kovetden helyettesitsiik be ezeket az (1) és (2) Maxwell-egyenletekbe:

illetve



A két egyenlet argumentum szerinti integralasaval a

1
—ZnxE=—u,H
C
1
_EnXH == EOE

egyenletekre jutunk. Lathat6, hogy a harom vektor egymasra merdleges ¢és
jobbsodrasu rendszert alkot: E, H, n. Megallapithatjuk, hogy mivel mind az E, mind a
H az n terjedési iranyra merdleges, igy az elektromagneses hullam transzverzalis
hullam. Hasonloképpen jarhatunk el a ,,-’n egységvektor irdnyaba terjedé halado
hullam esetében. A kiilonbség nyilvan az eldjelekben van:

1
+EnXH == EoE
1

Kocka alaku iiregbe zart elektromagneses hullam

A kovetkezd problémat azért vizsgaljuk meg, mert hasonléan a mechanikéhoz, itt is
azt fogjuk tapasztalni, hogy az elektromagnesesség esetén is megjelenik a fizikai
mennyiségekre vonatkozo diszkrét megoldasok megjelenése. Tekintsiink egy ideélis
vezetdbol késziilt kocka alaku tiregben kialakult elektroméagneses teret. A megoldast a
fenti hullamegyenletek szolgaltatjak, a kialakulo teret a hatarfeliiletek szabjak meg. A
megoldas keresésekor kihasznaljuk, hogy — egyrészt — az idedlis vezetOben az
elektromos térerdsség értéke zérus, mdasrészt, mivel az E térerésség tangencidlis
komponense folytonosan viselkedik a vezeté hataran, ezért e tangencidlis
komponensnek el kell tiinnie. (A kocka egyik csticsa az origbban van, élei a
koordinatatengelyekkel parhuzamosak, az oldalak hossza 1) Igy

E,=0, ha y=0 vagy y=I[, z=0 vagy z=I,
E,=0, ha x=0 vagy x=I, z=0 vagy z=,
E,=0, ha x=0 vagy x=I, y=0 vagy y=l.

E hullamegyenletnek e hatarfeltételeket kielégité megoldasai:

T s T
E, = z AL (1) cos(ny TX) sin(ny, TY) sin(n, T Z)
n
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_ | T T
E, = Z Any (1) sin(ny TX) cos(ny TY) sin(n, T Z)
n

| | T
E, = z A, (t) sin(ng TX) sin(ny TY) cos(n, T Z)
n

Az ny, ny és n, nem negativ egész szdmok. A A,(t)=( An(t), A,(t), A,(t)) amplitadod
vektorok idofiiggését a hullamegyenlet hatdrozza meg, de ettdl fiiggetleniil a fenti
megoldas allohulldmok szuperpozicidja. Ennek a megoldasnak ki kell elégitenie a
divE=0 egyenletet is, amivel:

Z(nxAnx +n, Ay, + nZAnZ) sin (nx%x) sin (ny%y) sin (nz % z) =0

n
Ez az egyenlet csak akkor teljesiil minden x,y,z értékre, ha
NyApy + nyApy +n4,, =0
teljesiil, azaz nA,=0 minden n-re. Ez az 6sszefiiggés a harom komponens koézott azt

eredményezi, hogy az amplitidé vektornak csak két komponense fiiggetlen. Ha
felbontjuk az amplitado vektort az

A, = Ajpeqn + Axpesy,
alakra, ahol e, és e;, az n vektorra merdleges sikban 1évé egymasra is merdleges két

egységvektor, akkor lathatoan két egymasra merdleges sikhulldm megoldéas van. Az
amplitudokat a hullamegyenletbdl szarmaztathatd

A, +4n?v2 A, =0

differencidlegyenletek hatarozzdk meg, ahol

c
Vo = o nz + nj + nZ

az Uregben kialakuld rezgések lehetséges frekvencidja. Azaz a geometriai adatok
meghatarozzak az elektromagneses hullam frekvencidjat. Ezt a tényt alkalmazzdk az
olyan rezondtorokban, mint amilyen pl. a magnetron, amellyel mikrohullamu
sugarzast lehet eldallitani.

206



Az elektromagneses potencialok

Miér a mechanikai problémak esetén is lattuk, hogy a potencidlok hasznalata
nagymértékben segitette az egységes szemlélet kialakitasat, masrészt a feladatok
megoldasat. Most is azt gondoljuk, hogy érdemes a mérhetd mennyiségeket
potencialok segitségével eldallitani. Maxwellt kdvetve vezessiik be az A vektorpoten-
cidlta

B =rotA

definicioval. A (3) egyenletbe torténd helyettesitéssel:
rot (E + A) =0

adodik. Mivel a vektoranalizis szerint rot grad =0 azonossag fenn all, igy a zarojelben
allo kifejezés egy skalarfiiggvény gradienseként biztosan eléallithato

E+A=—grad o,
ahol ¢ a skaldrpotencial. (A negativ eldjelet azért célszerti odairni, mert igy keriil

Osszhangba az elmélet az elektrosztatikaban tanultakkal.) Ezt kdvetden az elektromos
térer0sség

E=-A- grad .
Az (1) egyenletbe helyettesitve E-t és B-t
1

u—rotrotA =j—eyA—gygrad ¢
0

adodik. A rot rot A-t atalakitva kapjuk, hogy
AA — gopg A = —poj + grad div A + gy grad ¢.
A potencialok kozott — azok nem-egyértelmiisége miatt — egy kapcsolat allithato fel
div A+ g ¢ = 0,

amelyet Lorenz-feltételnek neveziink. Ezzel egy fontos egyenlethez jutunk, amely
megmutatja, hogy az mérhetd elektromos aramsiirliség milyen kapcsolatban van a
vektorpotenciallal

AA — goug A = — o).

Masrészt
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div E = —div A — div grad ¢ =§,
0

valamint a Lorenz-feltételt figyelembe véve:

.. P
Ap — goloP = _a-

Ha az aramsirtiség és a toltésslrliség zérus, akkor a két egyenlet tiszta hullam-
egyenlet. A két egyenlet altalanos megoldasa bizonyitas nélkiil:

. Tr
__ Ho ](f»’?:f:t—g)
A(x,y,z,t) = e j " dédnd(
|4
€s
r
(P x;)’;Z; _47T€0 r 6 r’ (
|74

Itt az (x,y,z) azon P pont koordinatai, amelyikben a skalar- ill. a vektorpotencialt meg
szeretnénk hatarozni. A (&,1,{) pedig a Q futépont koordinatai a V' térfogaton beliil.
Az r a P és Q pontok kozotti tavolsag, igy mind az (x,y,z) és (&,0) fiiggvénye. A
potencialok a toltés és aramsiiriiség ¢ =r/c korabban felvett értékeitdl fliggenek. A
két megoldas koziil pl. a toltésstirliség esetén kialakuld elektromos potencial
formuldjanak fizikai értelmezéséhez tekintsiik a kdvetkezdt. A dQ elemi toltést a

dQ = p(¢, ..t —)d¢dds

adja meg. Az ettdl szarmazd d@ potencial, ahogy azt az elektrosztatikaban is lattuk
mar
1 dQ

dtey T

do

Az integralassal pedig Osszeadjuk az elemi tdltésektdl szarmazd potencidlokat.
Egyszerli problémaktodl eltekintve a fenti integrdlok kiszamoldsa analitikusan nem
hajthatd végre. Szamitdégépen futtatott numerikus modszerekkel azonban igen nagy
pontossaggal kivitelezhetd a térmennyiségek kiszdmolasa.
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A dipodlsugarzas

Az elektromagneses hulldmok keltésének egy — a mar megismert rezondtorokon
(Giregsugarzason) tali — lehetdsége a rezgd dipolokkal 1étrehozott sugarzas. (Ezek a
dipolok lehetnek makroszkopikus méretli antenndk, de molekula, s6t atommag
méretiick is. A kiilonbség elsdésorban nem a teljesitményen, hanem a sugarzas
frekvencidjaban van.) Az egyszerli dipdl sugirzasdhoz egy eléggé altalanosan
hasznalhat6 uton keresztiil jutunk majd el. Az elektrosztatikdban megismertek szerint
az anyagi kozeg jelenléte esetén a D eltolasi vektor a polarizacid jelensége miatt
modosul

D=¢E+P.
A modellbeli szamolds sordn szoritkozzunk olyan kozegre, amelyben nincsenek

,kiils6” aramok, azaz j=0, és nincsenek ,kiviilrél jott” toltések, azaz p=0. E
feltevéseket figyelembe véve az (1) Maxwell-egyenletbe torténd helyettesitéssel

rot H=¢eyE + P
adodik. Itt a
p =Jjp

polarizécio6 jelensége soran megjelend (,, lokalis”’) aramsiiriségnek felel meg. Eppen
ezért a vektorpotencial el6allitasara az

AA — gopg A = —poP
kapcsolat adhato meg. Mivel a
divD =0

esete érvényes, ezért a

1
divE =——div P
€o

érvényes. Ezt az 0sszefliggést viszont a skaldrpotencial eldallitdsara hasznalhatjuk:
L1
Ap — gglloP = g—dw P.
0

A vektorpotencial eldallitasara szolgalo kifejezés alapjan egyszerti belatni (a j helyett
P iddéderivaltjat kell beirni), hogy most ez a polarizacio vektoraval is megtehetd
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T
10PN, 0t = D)
T ot

Ho

A(x,y,z,t) = Ej
v

d&dndq.

A tovabbi szamolasok elvégzése céljabol (!) érdemes bevezetni — tehat nem fizikai
okokbdl, hanem a matematika szamolasok kivitelezhetdsége miatt — a Z Hertz-vektort
az alabbi definicioval:

A = gopoZ
és

o =—div Z.

Konnyli észrevenni, hogy a definicié a Lorenz-Osszefliggés kihasznéaldsan alapul.
Ekkor az imént definialt Hertz-vektor

Z(x,y,z,t) =

dgdndd,

e T

r

1 f P(Szﬂ?;(»t_z)
%4
amely azért kényelmesebb, mint az eldz6 integral, mert ez nem tartalmaz id6 szerinti
derivalast. Lathatdé tehat, hogy a P polarizaci6 ismeretében a Z Hertz-vektor
integraldssal kozvetleniil megkaphat6, majd beldle az A vektor- és a ¢ skalarpotencial
derivalasokkal kiszamolhat6. A kdvetkez6 1épésben pedig ezekbdl a mérhetd E és B
térmennyiségek adhatok meg. A vazolt moddszernek — a segédmennyiségek
(potencialok, Hertz-vektor) bevezetésének és a szamolasban vald alkalmazasanak — ez
a lényege ¢€s tanulsaga!

Megjegyzés: Maxwell az A vektorpotencidlt olyan matematikai mennyiségként
értelmezte és definidlta, amelynek valtozasa az E és B mérhetd fizikai mennyiségeket
adja meg. Az elektrodinamikdban valéban nem lehet mérhetd fizikai mennyiségként
értelmezni a vektorpotencialt. A kvantumjelenségekben azonban mégis van fizikai
realizacidja! (1asd. Aharonov-Bohm-effektus)

A fentieket alkalmazva szdmoljuk ki egy pontszerli dip6olus terét. Maga a pontszerii
dip6l matematikailag a

P(r,t) = p()é(r —ro)

Osszefliggéssel adhatd meg, ahol a 8(r-ry) a Dirac-(delta-)fliggvény. Ez mutatja, hogy
tényleg csak az ry helyen van egyetlen p(t) dipdl. Az elektromos térerdsséget a

E=-A- grad ¢ = —gyuoZ + grad div Z
AZ — gquo Z + rotrot Z

Osszefiiggésekkel tudjuk megadni. Itt az elsd két tag
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.. 1
AZ — Eolho = — _P,
€0

de a tekintett dipoluson kiviil a térben mas dipolus nincs, azaz P = 0, igy a fenti for-
mula a

AZ — oo Z = 0
Osszefiiggésre egyszerlisodik. Ezzel viszont a dipdluson kiviili térre fenn all az
E =rotrotZ.

A részletes szamolast mellézve ekkor az elektromos térerdsség egy végformulaban
kifejezheto:

E=rotrotZ = 3(r_r°)(5r_r°'p) - % + 2 (3(r—r0)(:—r0,pl) — p—Z') +
T r c T T

1 (S(T—ro)(r—ro,pn) _ p_//)

c? r3 r)’

ahol p’ és p’’ a t’=t-r/c argumentum szerinti derivaltat jelenti. Hasonloan a méagneses
térerdsség is kiszdmolhato:

B=rotA=%rotZ= - =

r3 c r2

A térbeli egyetlen — alland6 w korfrekvenciaju és amplitudoéju -

p(t) = py e'*

dipdlustol szarmazoé rezgés esetén az E elektromos térerésség nagysagrendje

. . P Po
a sztatikus zonaban: =l ==
T T
g, pP''| _ WPy
a k6zépso zondban: >l = >
cr cr
2
Lo p/’ w* Po
a hullamzonaban: > =—
ctr ctr

A harom zona térerdsség értékeinek aranya:

Do WPy w*Ppy _ 1 w w? 1 2m (2m)?
r3° cr2’ c?r r2 cr’ c? r2 Ar° A2 °
ahol
c
A=2m—.
W
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A végkovetkeztetés az, hogy nagy tdvolsagban mar csak a hullamzdnara jellemzo6 tag
marad meg.

Hullamoptika

Monokromatikus sikhullamok

Mar korabban lattuk, miként kell a hullamegyenlet altalinos megoldasait felirni.
Mivel a megoldés fiiggvényalakja tetszéleges differencialhato fiiggvény lehet, igy a
mostani vizsgalatunk szempontjabol a legfontosabb rész az argumentum, amely az n
normalvektor esetén

t— L

c

Ezt célszerii atalakitanunk egy —w-val vald szorzas segitségével
nr w

- —w(t——) =—nr—wt

Cc Cc

modon. Ezzel egyrészt az argumentum dimenzidmentessé valt, masrészt érdemes
tovabbi meggondolédsokat tenni. Tudjuk, hogy a hullamszam

1
k:—:—
A c’

most viszont ennek 2m-szerese all az ezeldtti egyenlet jobb oldaldnak elsd tagjaban.
Ekkor ugyanazzal a k jel6léssel szokas bevezetni a cirkuldris hullamszdm nevii
mennyiséget, amely eszerint

w
k=—
Cc

¢s ezzel a cirkuldris hulldmszam vektort, amely
k=kn.
gy az argumentum alakja

kr — wt.

Amennyiben a tovabbiakban monokromatikus harmonikus sikhullam megolddsokra
szoritkozunk, Uigy a térerdsségek az

E(r,t) = Ege'r=b)
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¢s
H(r,t) = Hye!tkr—ot)

alakban irhatok fel. Mint latni fogjuk — és a fizika mas teriiletein is taladlkozhattunk
ehhez hasonlo ,triikkkel” — ez az exponencidlis irdsmoéd nagymértékben segiti a
szamolasok végrehajtasat, ugyanakkor ebben az esetben a térerdsségek komplex
mennyiségek lesznek. Ez utdbbi tény azonban nem okoz problémat, mert a fizikailag
mérhetd mennyiség a komplex mennyiség valos részével azonosithatd. A ( index az
amplitudo konstans értékére utal. A monokromatikussdgot az egyetlen
korfrekvencia jelenléte testesiti meg.

E mennyiségeket a Maxwell-egyenletekbe helyettesitve kapcsolatot talalhatunk
koztik. Mieldtt azonban ezt megtennénk, szdmoljuk ki a kovetkezd idd- és
helyszerinti derivaltakat:

0E(r,t) .
' — —iwE . elkr-—wt)

5t IwE, e
aHg, t) _ —iwH el

div E(r,t) = ikE e!*kr=»0
div H(r,t) = ikH e'kr—«t)

rot E(r,t) = ik X E e'(kr=®1)

rot H(r,t) = ik x Hye!*kr—t)

Ezeket a Maxwell-egyenletekbe helyettesitve jol lathatd, hogy az exponencialis
kifejezésekkel egyszerlsithetiink, azaz térerdsségek amplituddéit valamint a
hullamszam vektort 0sszekapcsold ido- és helyfiiggetlen egyenletrendszert kapunk.
Ezt kovetéen a fentick el nem felejtésével a o indexet el fogjuk hagyni. Igy a
Maxwell-egyenletek atirhatok

kxH=—-weE
kX E = wuH
ekE =0
ukH = 0
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alakba. A masodik egyenletet k-val balrél vektorialisan szorozva kapjuk:
kx(kXxE)=wukxH,
amely egyenlet bal oldalat az
AX (B XxC)=B(AC) — C(AB)
azonossaggal atalakithatjuk. Ezt kovetden a fenti egyenlet bal oldala:

k x (k x E) = k(kE) — k’E

Figyelembe véve, hogy KE=0 (a két vektor egymasra merdleges), tovabba az elsd
egyenletet felhasznalva

—k?E = wuk x H = —w?*&UE.
Innen leolvashato, hogy
k? = w?ep,
amelybdl

w 1

C=—=——.
k +eu
Az Eg és Hy vektorok komplex értékli vektorok, igy ezek minden komponense is az.
Az Ey komplex vektor — hasonldéan Hy is — felirhato

— o) id o)
E, = (Eoxe'°*, Egye'”, Ey,e™7)
alakban, ahol az Eox, Eoy, Eo, valos értékli mennyiségek, a komplex tulajdonsagot az e-

ados kifejezés adja a 8y, 8y, 8, kezdéfazisokon keresztiil. Ha pl. az x tengely irdnyaba
terjedd hullamot tekintiink (£x=0), akkor a térerésség y és z komponensei:

Ey — EoyeiSyei(kT—wt)
€s
Ez — Eozel6Zel(kr—a)t)

lesznek. Itt a két kezddfazis nem feltétleniil azonos, ezért a vektor végpontja az (y,z)
sikban ellipszis palyan mozog. Két fontos specialis esetet érdemes megkiilonboztetni:

a, Ha 6, = 6, , akkor a hullam sikban polaros. Ha még E,=0 is teljesiil, akkor az (x,y)
sik a polarizacié sikja, mig az (x,z) sik a rezgési sik.
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b, Ha 8, = &, + /2, akkor a hullam (balra illetve jobbra) cirkularisan polaros.

Az optikailag atlatszo anyagokon athaladé elektromégneses hullam polarizaltsaganak
megvaltozasabol az anyagi mindségre €s Osszetételre lehet kovetkeztetni.

Az elektromagneses hullimok visszaverodési és torési torvényei

Az elektromagneses hulldmok tanulméanyozésat kiterjesztjiik arra az esetre, amikor
monokromatikus sikhullam esik két homogénnek tekintett szigetel6 kozeg hatar-
feliiletére az (x,y) sikban az y=0 egyenesen. A tapasztalat szerint ekkor az 1. kozegbdl
érkezd nyaldb egy része visszaverddik, masik része a 2. kozegbe hatolva megtorik.
Ekkor harom sikhulldm van, s a visszavert ¢és megtort nyaldb esetében
feltételezhetjiik, hogy az amplitidok mellett a beesd értékekhez képest a cirkularis
hullamszamok és a korfrekvencidk is egyarant megvaltozhatnak:

a beesd: E(r,t) = E, eitkr-—wt)
o
avisszavert: E' (1, t) = E6€l(k r-w t),

» r 4
a megtort: E”(‘l", t) = E{,’el(k r-w’t)

Az elektromos tér transzverzalis komponense viselkedik folytonosan a szigeteld felii-
letén:

. . / ! . 144 144
Eotel(kr—wt) + Eatel(k r-w't) — Eb’tel(k r-w t)_

Az Osszefliggés csak akkor lehet minden idépontban igaz, ha a korfrekvencidkra fenn

all az

14

w=w =w

egyenlOség, azaz a visszavert és megtort hullam frekvencidja megegyezik a beesd
hullam frekvencidjaval. Ez azt jelenti, hogy a visszaverddés €s torés folyamataban a
fény szine nem valtozik meg. Ezt figyelembe véve a tovabbiakban annak is
érvényesnek kell lenni, hogy az y=0 egyenes barmely pontjdban a fenti
Osszefliggésnek teljesiilnie kell, ami ugy lehet, hogy

kr=k'r=K'"r.

Ebbdl viszont kovetkezik, hogy

és

215



Mivel a bees6 hullamban £.=0, ezért

[ Y 7 A
azaz a beeso, a visszavert s a megtort nyalab egyarant az (X,y) sikban vannak.

A cirkularis hullamszamok a korfrekvencidk ¢€s a kozegbeli terjedési sebességek
segitségével mindharom esetre kifejezhetdk:

w

k =C_1= W4/ €1l

w

k' = C_l = W+/&1l1,
14 W
k =a=w1/€2,u2.

Az o beesési, az o’ visszaverddési és P torési szogekre az alabbi Osszefiiggések
irhatok fel:

sina =k,/k,
sina = k;, /k’,
sinf8 =k, /k",
A fenti feltételek figyelembe vételével megallapithatjuk, hogy
a=a,
azaz a beesési €s visszaverddési szogek megegyeznek. Masrészt fenn all a

sina ¢

=—=n
sinff ¢, 21

Osszefliggés, amely a beesési és torési szog kozotti kapcsolat — a geometriai optikabol
ismert Snellius-Descartes-torvény. Itt az ny; a 2-es kdzeg 1-es kozegre vonatkoztatott
torésmutatoja. Tovabba a torésmutatd értéke az anyagi paraméterekkel kifejezhetd
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Co Vep
n=—-=

C ko |

Ha felhasznaljuk, hogy e=¢.g9 €s u=p,L, valamint az, hogy szigetelokre a u,~1, ugy a
torésmutato

n =+/¢, .

A geometriai optika egyik nagy hidnyossaga, hogy semmit sem tud mondani a vissza-
vert és megtort hulldm intenzitdsair6l. A hullamoptika keretén beliil e kérdés
megvalaszolhatd. Elsoként az elektromos ¢s magneses térerdsség tangencialis

E.+E.=E,

E, +E,=E},

H,+H, =H],
H, +H, =H)
¢s normalis
e1(Ey + Ey) = &E)/,
w(Hy, + Hy) = uHy)

komponenseit kell felirnunk. Az elsé két Maxwell-egyenletbdl mar megmutattuk,
hogy monokromatikus sikhulldmok esetére atirhatok

k X H= —weE,
k X E = wuH

alakra. A matematikai miiveletek végrehajtasdhoz a térerdsség komponensek mellett
meg kell adjuk a cirkuldris hullamszam vektorok komponenseit. Jelen geometria
esetén ezek:

k = k(sina,—cosa,0),
k' = k(sina,cosa,0),

k" = kn,(sinf,—cosp,0).
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A vektorszorzatok kiszamolasaval belathatd, hogy a fenti két Maxwell-egyenlet a
térerdsség vektorok komponenseit tekintve két fiiggetlen egyenletrendszerre esik szét.
Azaz eszerint az egyik csak az E,, E, és H. komponenseket, mig a masik csak a H,, H,
¢s E, komponenseket tartalmazza. A szétcsatolodo két esetnek kiilon neve is van.

Transzverzalis magneses modusrdl beszéliink, ha az
(Ex, Ey, H.) harmast tekintjiik az H,, H, és E. zérustdl kiilonbozo értéke mellett is.

Transzverzalis elektromos modusrodl beszéliink, ha a
(H,, H,, E.) harmast tekintjiik az E,, E, és H. zérustdl kiilonbozo értéke mellett is.

A Brewster-torvény

A sikban polarizalt hullamok eldallitasa szempontjabdl kiemelt fontossagu tényt
allapit meg Brewster-torvény: létezik egy olyan beesési szog, amely esetén a
transzverzalis magneses modus a visszavert hullamban hianyzik, azaz a visszavert
hullam sikban polarizalt. Ekkor a megtort és visszavert sugar egymasra meroleges.

A térerésség komponenseket transzverzalis magneses modusra irjuk fel. A
levezetésnél figyelembe vessziik, hogy pi=p,=1. A térvény igazolasdhoz sziikséges

egyrészt a transzverzalis magneses modus térerdsség komponenseire vonatkozd két
egyenlet

A 17
I 14
H,+H,=H,,

masrészt a

kx H=—weE

Maxwell-egyenletbe torténd behelyettesitéssel eléallo kifejezések:

E,=—%kH,cosa
x (L)El z ’
! 1 !
E,=———kH,cosa,
(1)81

1
E) =—kn, H) cosf.
wéy

Az elektromos térerdsség x komponenseire vonatkozo egyenletébe torténd behelyet-
tesitéssel kapjuk, hogy
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. & cosfp
& cos a

Figyelembe véve egyuttal az egyiitthatok kozotti

C1 Ve Uy & Sina

C2  Véil & sinf

Ny =

kapcsolatokat, ezt az 6sszefliggést atirhatjuk a

,  sin2fp
Hy = Hz = sin2a  “

alakra. A magneses térerdsségek z komponensei kozott fennallo fenti kapcsolattal

1 sin2f3

H = sin 2«a
d 1 +Sin 23 %

sin 2«

kovetkezik. A visszavert sugarbdl tehat akkor hianyzik a transzverzalis magneses
modus, ha a szamlalo eltiinik, azaz

" sin2f3
~ sin2a’
Ez az 0sszefliggés két esetben teljesiil. Ha
a=p,

tehat nincs megtort nyaldb. Ez most egy érdektelen megoldés. A masik esetben

2B = —2a,
vagyis
+p=n
(04 = 5

A transzverzalis magneses modus eltlinésének — és visszavert fény polarizaltsaganak —

feltétele, hogy a visszavert és megtort nyaldb egymasra merdlegesek legyenek. Ez
Brewster-torvénye.
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Optikai rendszerekben széles korben alkalmazzék a Brewster-torvényt. A 1ézerekbdl
kijovo fénynyalab polarizaltsaga is ennek kdszonhetd.
A teljes visszaverodés

A Snellius-Descartes torési torvény szerint a

sina
sin 8

= Nyq,

¢s ha n;p>1, akkor az o> feltétel mindig teljesiil, azaz minden ilyen esetben van
megtort nyalab. Ellenben az nj;<1 esetben a geometriai optika szerint az optikailag
stirtibb kozegbdl az optikailag ritkabb kozegbe vald beesésnél 1étezik olyan beesési
sz0g, amelynél mar egyaltalan nincs megtort sugar. Ezt a jelenséget nevezik teljes
visszaverddésnek. Felvetddik a kérdés, hogy a hulldmoptika milyen eredményt josol
erre az esetre? Kiinduldsul a mar alkalmazott sziikséges 0sszefliggéseket soroljuk fel:

by = ke = K
k,=k,=k; =0,
k" =kny,q,
ky = ksina.

A megtort sugar hulldmszam vektoranak y komponensét kell kiszamolnunk ahhoz,
hogy megvalaszolhassuk: teljes visszaverddés esetén behatol-e fény az optikailag
ritkdbb kozegbe vagy sem? Felhasznalva, hogy

Il2 II2 II2
k = kx + ky )
a k’’y komponens egyszeriien kifejezhetd:
2 2 2 . .
ky =k"" —ky" =k*n3; — k*sina = k*(n3; — sin*a) < 0.
Ennek négyzetgyokét véve a
ky =ia

komplex értékii kifejezéshez jutunk. Ez a hulldmszadm komponens mind az elektromos
mind a magneses térerdsség kifejezésében az

eikj’,’y — o~ Ay
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faktorral fog megjelenni. Leolvashatd, hogy ez a behatolds mélységével
exponencialisan csokkend tényezdt jelent. Ez viszont az a meglepd fizikai tényt fejezi
ki, hogy teljes visszaverddés esetén is van kismértékli behatolas az optikailag ritkabb
kozegbe. Ezt a behatold hulldmot evaneszcens hullamnak nevezik. Mikrohulldmokkal
konnyen demonstralhaté a megjelenésiik. (Olvasmdany: F. Albiol, S. Navas, M. V.
Andres, Am. J. Phys. 61, 165 (1993). )

Az interferencia jelensége

A tovébbiakban az tanulmanyozzuk, hogy mi torténik két vagy tobb elektromagneses
hullam taldlkozésanal. (A hulldmok taldlkozasaval kapcsolatos jelenséget a
mechanikai hullamoknal mar részben targyaltuk. Most olyan tovabbi megallapitasokat
tesziink az elektromagneses hullamok péld4jan, amelyek a mechanikai hullimokra
hasonloképpen — a megfeleld koriilményeket figyelembe véve — megéllapithatok.) Az
elektromagneses tér energiamérleg egyenletébdl lattuk, hogy az energiadram-siirtiség
vektor (Poynting-vektor) alakja

P=EXH.
A (2) Maxwell-egyenlet mar korabban felirt

1
H=—mnXxE
uc

alakjat véve a Poynting-vektor csak az E térer0sség vektorral, valamint a terjedési
iranyba mutat6 n vektorral kifejezhetd

P=lExnxE)=>-En.
uc uc

A hullam intenzitdsa a Poynting-vektor nagysaganak idobeli atlaga, amely a fentiek
alapjan

I~ <E*>
a térerésség négyzetével aranyos kifejezés. A < > zarojel az iddatlagot jeloli. Igy két

hullam taldlkozasakor, mivel a térer6sségek a szuperpozicidé elve szerint
Osszeadddnak

E=E,+E,,

az ered0 intenzitas a fentiek értelmében

E? = E? + E5 + 2E,E,
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alakl lesz. A 2E,E; tagot interferencia tagnak nevezik. Lathatd, hogy ennek értékétdl
fligg, hogy a két hullam intenzitasa kiilon-kiilon szamolhat6-e vagy kolcsonhatast is
figyelembe kell venni.

Az interferencia feltételei

a, Amennyiben E; és E, egymasra merdlegesek, gy nincs interferencia. Azaz az
interferencia elso feltétele, hogy E; és E; ne legyenek egymasra merdlegesek.

b, A tovabbi feltételek megallapitashoz tekintsiink két kiilonboz6 frekvenciaja,
egymastol egy 8 kezddfazisban kiilonb6z6 parhuzamosan polarizalt hullamot:

E; = Eipcos w4t
és

EZ - EZO CcoS (wzt + 6) .

Ekkor az interferencia taghoz tartozo intenzitas az
t
Iint~j cos wqt cos (wyt + 6) dt
0 Lt
= Ef {cos [(wy + wy)t + 6] + cos [(w, — w1)t + 6]} dt
0

integrallal adhaté meg. Az integral elsd tagjanak hosszu idOtartamra vett idéatlaga
zérus. A masodik tag atlaga akkor nem zérus, ha w; = w,. Ebbdl kovetkezik az
interferencia masodik feltétele, hogy csak azonos frekvenciaju hullamok
interferalnak.

Megallapithat6 tovabba, hogy ha
6 = 0,2m, ..., 2nm, ahol n egész szam, akkor erdsités van, mig

0 = m,3m,...,(2n + 1)m, ahol n egész szam, akkor gyengités van. Ha a két hullam
azonos intenzitasu, akkor teljes kioltas jon 1étre.

c, Az interferencia teljesen nyilvanvalé feltétele, hogy a hulldmok egymassal
egyaltalan taladlkozzanak. Ezt a tényt fejezi ki a koherencia hossz fogalma. Egy atomi
legerjesztédés — amely soran a fény keletkezik — jellemz6 hossza ~10°-10 s, amely
alatt a fény kb. 0,3-3 m-t tesz meg. Ez egyben azt is jelenti, hogy ennyi egy
hulldamcsomag hossza. Interferencia sordn ezen a tdvolsagon beliil kell talalkozniuk a
hulldamcsomagoknak. Léteznek olyan optikai eszkdzok pl. 1ézerek, amelyeknek a
koherencia hossz tobb tiz, akar szaz méter is lehet.
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A fényelhajlas jelensége

Az elemi legerjesztédésbol kiindulé harmonikus fényhulldm a homogén és izotrop
térben egy gdmbhullam terjedésével irhato le, amelynek alakja

$(r,0) = A eitkr-on),
r

Mivel eleve azonos frekvenciaju hulldmok vizsgalatara érdemes szoritkoznunk az
interferencidval kapcsolatos jelenségek vizsgalataban, ezért az 1dofiiggd részt
val6jaban elhagyhatjuk, igy csak a

p(r) ~ e
r

figgvénnyel kell foglalkoznunk. (A hullamok ko&zotti faziskiilonbség az tuthossz
kiilonbségekbdl fog adddni.) Miel6tt tovabb haladunk ki kell mondanunk egy fontos
elvet.

Huygens-Fresnel-elv: A hullamfront minden pontja elemi gombhullamok
kiindulopontja, amely hulldmok interferencidja adja az ) hullamfeliiletet.

Két pontbdl indulo hullam interferenciaja

Képezziink egy végtelen kiterjedésii vékony sik lemezen két rést egymastol d
tavolsagra. A sikkal parhuzamosan, attol L tavolsagban (d<<L) legyen egy ernyd,
amelyen felfogjuk az 4athalad6 fényt. A végtelen sik lemezre az ernydvel atellenes

oldalrdl, a lemez sikjaval parhuzamosan egy sikhullam esik. Ekkor a résbdl két,
kezdetben azonos fazisi gdmbhullam indul el. Ezek 6sszege az ernydn:

1 . 1 . 1 . .
_ elkT'1 i elkTZ ~ elkrl(l 4 elk(Tz—ﬁ)).
r; 2 r

A két hullam kozotti Gthossz kiilonbsége kifejezhetd a két rés d tdvolsagaval és az ry
sugar ¢s a rések sikjara merdleges egyenes altal bezart o szoggel:

n—rxdsina.
A zardjelben 1év6 exponencidlis Euler-6sszefiiggéssel torténd kifejtésekor megjelend

cos(kd sin a)

valds rész akkor maximalis (=1), ha

kdsina = 0,2mnm, ..., 2nm .
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Ez a feltétel felel meg az intenzitds maximumanak. Mig akkor minimalis (=-1), ha

kdsina =m,3m,...,2n+ )m.

Ez a feltétel felel meg az intenzitds minimumanak.

Elhajlas racson

A racs N db egymastol d tavolsagban parhuzamosan elhelyezkedd rés. Az egyes
hulldmok jarulékainak Gsszege:

1 . 1 . 1 .
_elkr1 _I__elsz + _,.+_elkrN _
1 ] N

Lathato, hogy az egymas melletti j-edik €s j+/-edik résbdl induld hulldmok kozotti
uthossz kiilonbség

dsina.
igy az

_ eikTN

kiemelésével a fenti 6sszeg az

_elkrN(l + elkd sina eled sina 4 ... 4 el(N—l)kdsm a)

'n
alakra irhat6. A zardjelben 1évo Osszeg hatarozza meg, hogy adott sz6gben milyenek
lesznek az intenzitasviszonyok, ezért a tovabbiakban elég ezzel foglalkozni.

Figyelembe véve, hogy az S Osszeg tagja mértani sort alkotnak, egyszerti atalakitas
utan kapjuk:

1 — eide sina

1— eikdsina ’

Az ered6 hullam intenzitasa e kifejezés négyzete, amely a komplex szamok nyelvén
az

[~S %S¢

szorzat kiszamolasat jelenti, ahol S° az S komplex konjugaltja. Végeredményiil az
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_ . o Nkdsina
1—cos(Nkdsina) St"——H——
1—cos(kdsina) . ,kdsina

sin T

Osszefiiggést kapjuk. A formula réviditéséért bevezetjiik az
y=kdsina

jelolést, amellyel az intenzitas az

egyszerlibb alakra hozhato.

Az alabbi grafikonsorozat bal oldali grafikonjain a lila gorbék a szamlalot, a kék
vonalai a nevez6t abrazoljak. A jobboldali grafikonok az intenzitdsokat mutatjak.
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Elhajlas résen

A d szélességli rést a —d/2 és +d/2 intervallumban helyezziik el. A rés minden pontja
elemi hulldmok kiinduldpontja. Itt most a hullamok kiinduldsi pontja folytonosan
helyezkednek el, igy az x koordinataju pontbol szarmazé jarulékot az elézdek szerint

az

ikxsina
e

adja meg. A teljes réstdl szarmazod S 6sszeg pedig egy integralla valtozik:

elkx sina dx _

05
Il
|
N NS

Az integral kiszamolasdhoz érdemes valos és képzetes részre szétbontani:

a
2

S= | cos(kxsina)dx +i f sin(kxsina) dx .

QS N

2

A masodik integral zérus, igy a komplex rész eltlinik. Végiil az eredmény:

2 kdsina
5= ksina 0 2
Bevezetve az
_kdsina
y = 5
jelolést, az intenzitas alakja
sin?y
I~S% =d*—
y
lesz. Ennek elsé minimum helye:
kdsina
T =1,
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amelybdl a kioltashoz tartozo6 szog

A

sina = —.
d

Kor alaku nyilas esetében

nma =1,22-.
sina P

Az itt targyalt elhajlasjelenségek az ,,anyaghulldmok™ eseteire is valtozatlan alakban
érvényesek. Az elektronmikroszkopban felgyorsitott elektronokkal hasonloképpen
ugy alkothatunk képet, mintha az elektromagneses hulldm lenne. A hullamhossza a
Planck-alland6 (4=6,63%107*Js) és az elektron impulzusanak hanyadosaként — a de
Broglie-féle  hullamhossz: A=h/p — adhatdé meg, az elektronmikroszkop
felbontoképessége a fentiek szerint szamolhat6. Ugyanakkor az elhajlasi kép nem az
intenzitassal, hanem a valdszintiséggel lesz kapcsolatban. A valdsziniiség azonban a
részecske jelleggel hozhatd Osszefiiggésbe. Na, ezért izgalmas a részecske-hullam
kettésség problematikdja! Erre a kérdésre a kvantummechanika fejezetben tériink
vissza.

A Fresnel-féle zonak

Tekintslink egy gédmb alaka hulldmfrontot. Ekkor egy hullamfronton kiviili P pontbdl
olyan kupfeliilet sorozat szerkeszthetd a hullamfeliileten, amelyek kapokhoz tartozo
uthossz-kiilonbség a fél hullamhossz egészszamu tobbszorose:

A
ms.

Ezek metszik ki a Fresnel-féle zondkat. Ekkor a P pontba szomszédos zonakbol
ellentétes fazissal érkeznek a hullamok, tehat az eredd amplitado:

Al_AZ +A3—A4+

A Fresnel-féle zonalencse
Az optikai tengelyen elhelyezkedd 4 pontbol a B pontba érkeznek a hullamok egy az
AB tengelyre merdleges sikfeliileten keresztiil. (Az A pont tavolsaga a siktol a, mig a

B ponté b.) A két utat (4 és B pontok kozott kozvetleniil ill. a sikfeliileten felvett
sugart kor egy pontjan keresztiil) tekintve kiszamoljuk az Gthossz-kiilonbséget:

As =Va2+r2—a++Vb2+r2—»p.

Ezt érdemes atalakitani:
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r2 r2

As =a 1+?—1 +b 1+ﬁ—1

alakra. A négyzetgyokos kifejezések kis r értékek esetén a

r2 r2
1+ =5=1+-—
a’ 2a?

mintdjara atalakithatok. Ezekkel az thossz-kiilonbség:
re(1 1
As =~ —[—+—]).

Az i-edik zoéna sugarat r; -vel jeldlve, valamint figyelembe véve, hogy az i-edik
uthossz-kiilonbség

A 4
Si=1i%
l 2
a formula atirhato a
YR (1 N 1)
l—=—|—7T=
2 2\a b
alakra. Bevezetve az
2
_n
iA

jelolést az el6zd Osszefiiggést atmegy a geometriai optikdbol ismert leképezés
torvénybe:

1 1 1
f a b’

Ennek kovetkeztében, ha minden masodik korgytiriit kitakarjuk, akkor csak az
egymast er6sité hulldimok maradnak, igy az elrendezés lényegében egy f fokusza
lencseként miikodik.
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A geometriai optika, mint a hullamoptika hataresete

Az elézdekben targyalt viszonylag bonyolult matematika levezetések hatdsara
felvetédik a kérdés, hogy milyen esetekben sziikséges az optikai jelenségeket
feltétleniil a hullamoptika eszkoztaraval targyalni vagy esetleg elég a geometriai
optika joval egyszeriibb modszereit hasznalni? A kérdés megvélaszolasahoz induljunk
ki a hullamtulajdonsadgokat megfogalmazé hullamegyenletbdl

» 192y
T
Keressiik a megoldast a

Y(r,t) = A(r)ei(kos(r)—wt)

alakban, ahol ky az adott hullimszam vakuumbeli értékét jeloli, mig az S(r) a hullam
térbeli — kiilonb6zd anyagi kozegeken keresztiili — terjedését is kifejezd hely-
dimenzioju fiiggvény. E feltételeket kovetden helyettesitsiik be a hullamegyenletbe.

A szamolas egyszerlibb kovetése miatt célszeri a derivaltakat eldre kiilon-kiilon
kiszamolni:

Vi(r,t) = (VA(T) + ikgA(r)VS(r))elkoST-wD)

MG, 0) = (BA(F) + 2iko VAMTS(r) + ik ATIAS(r)
- kgA(T) (VS(T))Z)ei(kOS(T)—wt)

oY(r,t .
lpgt ) — _iwA(r)el(ROS(r)—wt)

%Y (r,t)
2

— _sz r ei(kOS(r)—wt) .
T (r)

A formuladkat egy egyenletté 0sszeirva — az exponencidlis kifejezéseket a veliik valo
egyszerlsités miatt elhagyva — kapjuk:

AA(r) + 2iky VA(M)VS(r) + iky A(T)AS(T) —
KBATTSI)? = -2 A@).

Amennyiben a hullamszamroél feltehetd, hogy kq — 0, azaz a hullimhossz 1 — 0,
valamint az amplitaid6é és a torésmutatd helytdl fiiggd valtozasa kicsi, akkor az
egyenlet alakja a

230



2
KBTS =25

egyenletre egyszertisodik. Tekintettel arra, hogy

w
—_— CO ,
ko
ahol ¢y a vdkuumbeli fénysebesség, valamint
Co
—_ n’
Cc

ahol n a torésmutatd, kapjuk a geometriai optika alapegyenletét — az eikonal
egyenletet:

(VS(1))? = n?.

Ez az egyenlet a geometriai optikdban a Fermat-elv kdzvetlen kovetkezménye. Ez azt
jelenti, hogy ha egy adott problémdban a ky — oo — azaz a hulldmhossz 4 — 0 —
feltételt el lehet fogadni, akkor elegend6 a geometriai optikat alkalmazni.

Mar eldzetesen felvettiik, hogy a részecskékhez is hullamhossz rendelhetd. Vajon,
hogy viszonyul ez a kérdés a A — 0 hatdratmenethez. Viladgos, hogy a Planck-allando
kis, az p=mv impulzus nagy értéke egyiittesen azt eredményezi, hogy makroszkdpikus
testek esetén a testhez rendelhetd hullamhossz zérus.
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