Kézirat a ,,Bevezetés a modern fizika fejezeteibe™ c. targyhoz
irta: Markus Ferenc

(BME Fizika Tanszék)
(utols6 maddositéas: 2012. november 20.)
3. szakasz

A specialis relativitas elmélete

Relativisztikus kinematika

A XIX. szazad végén — éppen az elektromagneses fényelmélet kidolgozasa kapcsan —
felvetédott a kérdés: a fény mihez képest terjed véges sebességgel? Ha anyagi
kozegbeli terjedést tekintiink, akkor nyilvan a kdzeghez képest. De mit lehet mondani
a vakuumbeli terjedés esetében?

Az éterhipotézis: végtelen kis striiségli, rugalmas kozeg, amely kozegellenallast nem
okoz, és olyan, mint a szilard test, mert benne transzverzalis hullamok terjednek. Az
allitds az, hogy fény az éterhez képest terjed C sebességgel. Ha ez igaz, akkor a
mechanika tdrvényei szerint egyenértékii rendszerek kozott mégis csak van egy
kitlintetett, az abszolut nyugvoé rendszer, amely az éterhez van rogzitve.

A hipotézis gondolatanak megfeleléen a Foldhoz rogzitett rendszerbeli fénysebesség
mérésével el lehetne donteni, hogy a Fold all-e vagy — akarmilyen sebességgel —
mozog az éterhez képest. A gondolatkisérletben a kovetkezoket kell szem elott
tartanunk. Ha az éterben felvillantunk egy fényforrast, akkor az éterhez képest nyugvo
rendszerben a terjedd fényhulldm At id6 alatt egy CAt gombfeliiletet ér el. Az éterhez
képest, az X tengely novekvo értékei felé v sebességgel mozgd rendszerbdl nézve a
fény a kiilonb6z06 iranyokban megtett utjai:

anovekvo X iranyban:

(c —v)At,

a csokkend X iranyban:

(c + v)At,

az y iranyban:

V2 — v2 At.

A Michelson-féle interferométer Kisérlet

Az | hosszusagh karokat a fentiek figyelembe vételével kiilonboz6 id6 alatt futja be a
fény. A nyalaboszto és a tiikor kozotti vizszintes oda-vissza utat
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c>?—v? ¢ c?
1d6 alatt, mig a nyalaboszto és a tiikor kozotti fliggdleges oda-vissza utat

21 21 - v?
JeZ—p2 ¢ 2c?

id6 alatt teszi meg. A két fénysugar ernyodre érkezése kozotti idokiilonbség

t2:

At =t —t, = é(?)z

A fénynyaldbok egymadssal interferalnak, amelynek kdvetkeztében erdsités abban az
esetben van, ha az idokiilonbségekre At=0, £T, £2T,... all fenn. Masrészt gyengités,
akkor van, ha At= £T/2, £3T/2,...; T a fény rezgésideje. Az interferencia kép az
erny6n lathato. Ezt kdvetden az interferométert korbeforgatva a csikok eltolodasat
kellene tapasztalni. Ehelyett semmiféle csikeltolodas nincs!

Lorentz-Fitzgerald: ,,éterment6” probalkozas. Van éter, de tételezziik fel, hogy az
éterhez képest mozgo test hossza

aranyban megrovidiill a mozgas iranyaban. Belathatd, hogy ez esetben az idokii-
16nbség tényleg zérusnak adodik. De mivel indokolnank ezt a felvetést?

A fentiek szerint, mivel semmilyen mdédon nem lehet eldonteni két inerciarendszerrdl,
hogy melyik all és melyik mozog — a fény terjedése alapjan sem —, ezért, Einstein
javaslata alapjan, az éter létezésének feltételezése indokolatlan. A fény sebessége
barmely egyenes vonali egyenletesen mozgo6 rendszerben C.

A specialis relativitasi elv: az egymashoz képest egyenes vonalu egyenletes mozgast
végz6 rendszerek egyenértékiiek a természeti torvények leirasa szempontjabol.

Felvetodik a kérdés, alkalmas-e a fénysebesség vonatkoztatdsi rendszer
fiiggetlenségének kifejezésére a Galilei-féle transzformacié? Ennek eldontésére
fejezziik ki a fény sebességét a K és a K’ rendszerekben egyarant:

Ax

C:E

és
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B Ax’
At

!

c

Majd tekintsiik a két rendszert 6sszekotd

Ax' = Ax — vAt
Ax = Ax' + vAt
At = At

transzformaciokat. Ezt kovetden a K’-beli ¢’ fénysebesség kapcsolatba hozhatd a K-
beli ¢ fénysebességgel, amelyre a

Ax' B Ax — vAt
At' At

c' =

=CcC—7V

kapcsolatot kapjuk. Ez alapjan egyszertien megallapithatd, hogy a Galilei-
transzformacio a fénysebesség rendszerfiiggetlenségével nem egyeztethetd Ossze.

Lorentz-transzformacio

A kitizott cél olyan K és K’-t Osszekotd transzformacié megtalalasa, amely
onmagaban képes a fénysebesség rendszerfiiggetlenségének biztositasara. Legyen a
két rendszer mozgasat megado valtozosereg:

K rendszer: Ax, Ay, Az, At
K’ rendszer: AX’, Ay’, AzZ’, AU

A két rendszert 0sszeko6td transzformaciotol elvarjuk, hogy

a, Az egyik rendszerben egyhelyli és egyidejii események a masik rendszerben is
egyhelyl és egyidejii legyen.

b, A AX, Ay, Az, At koordinatakat az AX’, Ay’, Az, At’ koordinatak fiiggvényében
ugyanolyan alaku fiiggvény adja meg mint forditva.

¢, A v<<c hataresetben a transzformacié menjen at a Galilei-transzformacioba.

d, A c fénysebesség minkét rendszerben egyezzen meg.

A fenti elvarasoknak megfelel transzformacio alakjat keressiik az alabbi formaban:

Ax = k(Ax' + vAt")
Ax' = k(Ax — vAt)
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Ay = Ay’
Az = AZ' .

Kozvetleniil lathatd, hogy ha Ax’=0 és At’=0, akkor a Ax=0 és At=0 teljesiil. Ez azt
jelenti, hogy ha két esemény a K’ rendszerben egyhelyt és egyidejli, akkor az a K
rendszerben is az.

Alkalmazzuk a formuldkat a fényre. Ekkor teljesiilnilik kell az alabbi 6sszefiiggések-
nek:

Ax = cAt
Ax' = cAt' .

Ezekkel:

v
Ax = kAx'(1 + E)

Ax' = kax (1 —g)

Egyszertsitések utan:

1

172
\’ c2

A fenti 6sszefiiggésekbdl a K és K’-ben eltelt idok is kifejezhetdk.

k =

At =k (At’ + Cv—zAx’)

At' =k (At - C%Ax).

Annak ellenérzésére, hogy teljesiil-e a fénysebesség rendszerfiiggetlensége, inditsunk
egy C sebességli fénysugarat a K rendszerben és nézziikk meg, milyen sebességiinek
addédik a K’ rendszerben.

Ax
. Ax' k(Ax — vAt) Ar c—v
C = = = = = C .
At’ _v v Ax _v
k(at——ax) 1- TE 1-5

Megallapithatd, hogy a Lorentz-transzformacié biztositja a fénysebesség rendszer-
fliggetlenségét.
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Egyidejliség és oksag

Legyen a K’ rendszerben két egyidejii, azaz At’=0, de nem-egyhelyli, azaz Ax’#0,
esemény. A transzformaciods 0sszefliggésekbol kovetkezik:

v
At = k—zAX,
Cc

azaz a két esemény a K rendszerben nem egyideji! Kovetkezésképp megallapithato,
hogy az egyidejliség vonatkoztatasi rendszertdl fiigg — relativ vonatkozas.

Kérdés: nem fordulhat-e meg az ok-okozati 6sszefiiggés? Azaz nem fordulhat-e el
az, hogy az okozat ismeretében visszamegyiink a multba, megvaltoztatjuk az
elézményeket (okot) és 1j okozatot hozunk 1étre? Ehhez azt kellene elérni, hogy az
egyik rendszerbeli (pozitiv) idOtartam a masik rendszerben negativ idétartamnak
adodjék!

Terjedjen egy hatas w sebességgel a K rendszerben. Ekkor a Ax tdvolsagot

Ax
At = —
w

id0 alatt teszi meg. A K’ rendszerbeli megfigyel6 ezt az eltelt id6t
, v vw

At' = k (At —— Ax) = kat (1 - =)
c c

értékiinek méri. Ez akkor lehetne negativ, ha a hatas sebessége és a vonatkoztatasi
rendszer sebességének szorzata nagyobb lenne, mint a fénysebesség négyzete. Ez azt
jelentené, hogy a két mennyiség koziil az egyik biztosan nagyobb lenne, mint a
fénysebesség!

Idodilatacio

A K’ rendszerben tekintsiink két egyhelyli, azaz Ax’=0, de nem egyidejli, azaz At” #
0, eseményt. A K rendszerbdl a két esemény kozotti idot mérve

At
At = kAt' = —
v
-z

adodik.
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A természetben a jelenség a kdvetkezoképpen valosul meg: A milon részecskék — kb.
30km magasan keletkeznek nagyenergian torténd iitkdzésekben — esetén a felezési idd
(At=)t=2-10"s (ez most a K’-beli id3). A mérések tanusaga szerint mégis eljutnak a
Foldfelszini detektorokhoz. Az is tudjuk a mérésekbdl, hogy sebességik a
fénysebességhez kozeli érték: 0,9999c. A fenti Osszefiiggésnek megfelelden a foldi
(K-beli) megfigyeld a részecske élettartamat ~10™ s-nak méri! Igy a részecskéknek
ennyi id6 mar elég, hogy elérjék a Fold felszinét!

Tavolsag-kontrakcio

A K’ rendszerben nyugodjon egy lp= Ax’ hosszisagl rud. A K rendszerben egyidejii
leolvasast végezve (At=0) mérjiik meg e hosszot. Azt tapasztaljuk, hogy

Ax" =1, = kAx

azaz, a K-beli megfigyel6 a rudat

hosszlisagunak fogja mérni.

Sebesség-transzformacio

Mozogjon egy tomegpont Uy’ sebességgel a K’ rendszerben. A K rendszerbeli
megfigyeld ezt

Ax  k(Ax'+vAt)  up+tvw

At k(At’+vAx) 14+ V%

Uy

c? c?

ahol a K’-beli sebesség

Hasonldan az y tengely iranyu mozgésra:
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Ay Ay' Uy 1-=
==

AN [] )
vAx) VU,

Uy
k(At'+ 2 1+C—2

ahol az K’-beli y irdnytl mozgésra

Relativisztikus dinamika

Tomeg, impulzus

crer

valtozasa vizsgalatan keresztiil jutottunk el. Kovessiik most is ezt az utat. Két azonos
tomegl pontszerii (A ¢és B) test nem-centralis iitkozése leirasat tekintjiik a K és a K’
rendszerbol. Eldszor tekintsiik a K rendszerbeli leirast.

u

A testek iitkdzés elOtti €s utani sebességkomponenseit az abrar6l konnyen
leolvashatjuk. A tablazatszerii kigyiijtésben a baloldali oszlop az iitkozés elotti, a
jobboldali oszlop az iitk6zés utani (csillaggal jelolt mennyiségek) sebesség-
koordinatakat adja meg. Az A és B indexek értelemszertien a testekre utalnak.

Wyy = U Wiy =V

Wyy = U Wpy = —U
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Wgx = —V Wpy = —V
Wgy = —U Wpy = U.

Természetesen az iitkdzést a K rendszerhez képest v sebességgel mozgod K’ rendszer-
bl is leirhatjuk. Az iitkozést a K’-beli megfigyelo ilyennek latja:

A

Mekkorak lesznek a sebességek/sebesség-komponensek? Ezek kiszamolasdhoz
igazitsuk hozza a sebesség-transzformacios formulakat. Ekkor ezek gy modosulnak,
hogy

Ax"  k(Ax —vAt)  uy—v

”x‘At"k(A ZES

!

T i
V2
S S O
y r N T vu
At k(At’——UAZx) —z

c

A K rendszerbeli mozgés iranyatol fiiggden a sebesség-komponensek lehetnek:
U, = 1v és u, = tu.

Ezekkel a K’-beli sebesség-komponensek:
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Wy, =0 woy =0

WI _ u WI* _ u
Ay — ) Ay — )
1-— 1->
2V 2V
1o % _
Wy = 2 Wy = 2
1+—2 1+—2
2 2
u 1—”— u 1—”—
wh. = — c2 wh = c2
By — p2 By — p2
1+C_2 1+—2

A nem-relativisztikus dinamikaban a tehetetlen tomeg definicigja soran fontos
értelmezni sebességvaltozasok hanyadosat, hiszen ez kapcsolodik a tehetetlenség
fogalmaval. A mostani esetre ez az elgondolas altalanosithat6. Ekkor az iitk6zések
utani és elotti sebességek Osszehasonlitasaval szamolhato az alabbi hanyados:

2
v
N
|Aw}| v2’
1-=
C

E hanyados mas alakban torténd felirasahoz szamoljuk ki — a jobb kdvethetOségért
részletesen — az alabbiakat:

uZ
wi =
vZ
CZ
12 2
w u
1——=1-
1%
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2
c
l-——=1- 2
c 2
v
(1 + C_z) c?
E lépéseket kovetden képezziik a
uz
_wy (1-%)¢
2
C
W;32 2
\/1_(:2 4v2+u2(1——2)

A <1+C—§) c?

A szamlalobeli gyokjel alatti kifejezést

2
(1 — —2) -tel bévitve, és az
c

héanyadost kiemelve kapjuk:
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v? (1 - v—z)z c2— (1 — v—z) u?
Awy| 1+C—2 c? c?
ry 2 .
A 1_17_2 v2)? v?
¢ (1+—2) c2—4v2—u2<1——2)
c c

Konnyen belathato, hogy a két gyokos kifejezés hanyadosa 1. Ennek kdvetkeztében a
sebességvaltozasok hanyadosara irhatjuk:

W'z
|Awy | 1- c?

’ _ .
2
|Awg | wi

C2

A klasszikus dinamikaban a tomeg definicidja a sebesség-valtozasokon nyugszik. Ha
ezt most is fenn szeretnénk tartani, akkor fel kell tegyiik:

wZ
mp _ |Awy,| 1- c?

my  |Awg| wg'

Az atszorzasok elvégzése utan:

Ertelemszeriien ennek az osszefiiggésnek akkor is teljesiilnie kell, ha a K’ rendszerben
a tomegpont nyugszik, tehat:

Az my a tomegpont nyugalmi tomege. A K’ rendszerben hozza képest v sebességgel
mozgo6 tdmegpont mozgasi tomeg ezért:
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myv
p= >
1 -2

2

Newton II. torvényének relativisztikus alakja:

dp d(mv) d myv

dt — dt  dt 2z

ahol az F fiiggvényt itt is erOnek nevezziik. A konkrét feladat esetében figyelembe
kell venni, hogy az F=F(r,v,t) erét is transzformalni kell!

Az energia

munkara vonatkoz6 AW = FAr illetve az integralis W = [ Fdr alakokban tovabbra
is fenn szeretnénk tartani. Ezért nézziikk meg, mi lesz az elemi munka kifejezése, ha
mozgas soran — a sebességvaltozas miatt — bekovetkezd tomegvaltozast is figyelembe
vessziik:

(m+Am)(v + Av) — mv
Ar

AW = FAr =
r At

= (mAv + vAm) % = mvAv + v*Am.

Masrészt az
my
m =
v 2

formulat érdemes atrendezni. A gyorsitas kezdetére vonatkozo 6sszefiiggés

m2c? — m?v? = mic?,
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illetve a gyorsitas végén
(m + Am)?c? — (m + Am)? (v + Av)? = méc?.

E két kifejezés kiilonbsége az végrehajtott egyszertsitések, tovabba a masod-,
harmad- és negyedrendiien kicsiny mennyiségek elhanyagolasa utan:

mvAv + v>Am = c2Am = A(mc?).
Az egyenlet baloldala éppen AW, azaz igy AW =A(m02), azaz a tdmegpont mozgasi
tomege a végzett munkaval ardnyosan nd. A munkatételt — és konzervativ erotér

esetén a mechanika energia megmaradas tételét — akkor tarthatjuk fenn, ha a kinetikus
energia kifejezése az

E, = mc? + const.

alakot olti. A kinetikus energia nullpontjat meghatarozd konstans értékét ugy kell
meghatarozni, hogy v<<c esetén visszakapjuk az

1
—muv?
2
kifejezést. Az mc? kifejezést kifejtve
2 moc”? 2 1 2
mc* = ——— = MyC° + -myv
12 2
1 — =
C2

lathato, hogy ehhez a konstans értékét —moc*-nek kell valasztani, igy
— 2 2
E, = mc* —myc“.

A konstans azonban nullanak is valaszthato, mert ettdl még a munkatétel érvényben
marad, igy az

E = mc?
az un. sajatenergia, amely nyugalmi helyzetben sem zérus. Mig az

meyc?

energia, az un. nyugalmi energia.
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(— részecskegyorsitok, nuklearis energiatermelés: atommaghasadas, atommagfuzio,
relativisztikus kvantumelméletek)
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