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4. Eloadas



y (cm)

Ar [P]
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Rezgeések: es mi a valosag’”’?
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Tdbb rezgés: linearis szuperpozicié (a mozgasegyenlet linearis)

Atk ", ﬁ AW\ a A AN
?R"lﬁ‘\v/\v I \*' T 4\4\ A "‘W' v*’ VY

EI.3 0.6 0.7 0.8

0.9 1
tis)




Sound intensity (dBgp, )
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Figure 7 Harmonic Flute spectrum H . F

Acos(wt+@,)+ Beos(at +¢,) =C cos(wt + @)



Linearis «— nemlinearis rendszer

|

RC kor, input output

RL kor,

RLC kor,

Stb.
S - — | Lin. rdsz. — — —
N\ _ Nem lin. _\ _

rdsz.
Vizsgalat: Nemlin. hatdsok — torzitas

Frekvencia-tartomanyban “ PJ. HiFi torony nagy hangintenzitasok mellett



Matematikai inga

B = ~ S 5in 1,
¢ /
Q rad
m
T =7
mg nemlinearitas
3
: O
SIN Y = @ ... hatdsa

3! /

@(t) = Acos(wt)+ Bcos(3ar)



A mozgasegyenlet numerikus megoldasa Euler modszerrel

Leonhard Euler (1707-1783) svajci matematikus

A differenciadlegyenletek numerikus megolddsara szolgaldé Euler médszerben a
derivaltakat véges differencidk hanyadosaval kozelitjiik. El0szor az
er0torvénybdl kiszamitjuk az anyagi pont kezdeti gyorsuldsat €s a kezdeti
feltételek ismeretében meghatarozzuk sebességének €s helyzetének kozelito
értékét Ar 1ddvel késdbbi idOpontban, majd az 4j idépontban szamitott

gyorsulassal folytatjuk az eljarast.

i =F(0)

Ismert az ero: [7’( F,v,1) és a kezdeti feltételek:

J

o (t) = F.(r,v,1)
ﬂ m
o (f) ~ Av, _v.(t+AH)-v.(2)
At At

v, =v(0)

—> v.(t+AD) =V () +a (t) Al



Hasonl6an kapjuk meg az anyagi pont helyzetvektoranak x komponensét

v (1) = Ax _ x(t+At)—x(¢)
At At

, ebbol

x(t+At) = x(t)+v (1) At

Ezt az eljarast folytatva, 1épésenként meghatirozhatjuk az anyagi pont
Gj helyzetét és sebességét. Igy tetszbleges idépontban, véges szamd
1épésben megkaphatjuk ezek (kozelitd) ért€két. A szamitis pontossaga
a At megvalasztasatol fiigg; csokkeno Az-vel novekszik a pontossag.

x(t+Ar) = x(t)+v, (1) At +1a (1) (Ar)?

Tovébb nd a pontossdg, ha az 1j helyzet szamitdsa sordn v ()
helyett a Ar idotartam felénél felvett sebességgel, v (f+Af/2)

értékével szamolunk. De ez mar nem az Euler modszer.



Linearis <> nemlinearis differencialegyenletek

Harmonikus oszcillator — linearis
Csillapitott oszcillator — lineéris
Gerjesztett oszcillator — linearis
Matematikai inga (¢ >5° ) — nemlinearis

. . o)
Parabolikus oszaillator — nemlinearis X = —kx — Ax + (1—ax”) cos(ax)

%l cpys

Forrds: Sliz Judit Fizikai szemle 2010/4



Nemlinearis differencialegyenletek

Kettos inga Nemlin. Rugéeré

g
I
I

LLLLLLLHLLL - P S — gerjesztett oszc.
a3 —ar - — —

Forras:Peter Selinger




Rezgetett oszcillator

ds:Tel Tamds -Gruiz Mdrton: Kaotikus dinamika

Faorr



Miért all az esztergalyos a gép mellett és miért nem hagyja ott a
munkafolyamat végéig?

Nemliearitas és zajok!!!

35 T T

30

25

' ! | double periodic

chaotic

5 ] periodic

periodic

{} - l ] I I 1
-5 0 5 10 15 20 25 30

g

Palmai Zoltan: kontinuummechanikai modell a forgacsolas leirasara.




Gazdasagi modellek

Kondratyev ciklus:
1815 1864 1926 1973 2025
Pamut, é%il,j Auta, ?gli?frirz]iaﬁjfés’ IBnit:trenceI:;"lika
Gin, Vasut, Radio, . Mianyagok, Mobil ’
Ujsag (sajto) Telegraf Elektromossag Elektronika Tavkozlés
1789 1844 1893 1954 1997

Nyikolaj Dmitrijevics Kondratyev: 1982 — 1938
Szovjetunié — az els6 5 éves terv




Csatolt oszcillatorok

f 1

I r I ] r I A B
XA
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Merev test forgomozgasa rogzitett tengely koriil

’E \/
O: (szog)elfordulas [rad]

Def.: atlagos szogsebesség [1/s]

(forgd korong
sugar: R) ﬂ
. 40 6(t,)-06(1) o=
R — R
t Ih—4
Ha o=const. ,_9 (t)-0, o o(t)
t T P —

Korong helyzete: ©(t)
s, .o /
Elfordulés szoge: O(t)-60 =wt > t




Ha o+#const.

Def.: pillanatnyi szogsebesség

|
O(t + At)—O(r)

2 A}I—I}O At

Def.: atlagos szoggyorsulas [1/s?]
{

do _olty)-olt)

. = = =1
IBatl At t2—t1 g(ﬂ\

Def.: pillanatny1 sz6ggyorsulas

I

B(0)= Tim w(t + At)— w(r) _ dw

At—0 At dt




Adott: B(t), w, és 6,

wlt)=a, + jﬂ(f)df
0

@(t) =06, + jw(r)dr
0




Ha f=const.

®

(0

Szogelfordulas:

/

O=qw,t+ 1 B’
2
Ha w =0  szogelfordulas:

1 2_c<)t_cz)2
2 2 28

©
I
|
IS3
|
|

w(t)=w, +pt /
=
t
o(t)

\m.\\\t Tﬂ%w,w%%




t
Def.: forgatényomaték [Nm] M =FxF r Y f(’)/rgéstengely
M=FxXF ‘M‘:‘?‘-‘F‘Singo:F-d \ «
/ < >
ero

F rr )
¢ merev test

=



Forgas - dinamika

F=ma
FR =mRa
a, = bR
M =mR*f3

0 vagy I: tehetetlenségi nyomaték

‘ M =06p ‘ (F=ma)




- -

- mereyv test .
/\ TehetetlenSégl IlyOInaték

I; @:Zmiriz
[

Steiner tétel: @ =0 + ms>



Irany:

I -
~
-

~
~
S~

Mozgasi energia:

Munka: W =M - ¢

Pillanatnyi teljesitmény:

-
-

~
~
S~

-

\ N0
=l@a)2
2
%)
W= [M(p)g
@1
P=M-w



Gordiilo mozgads

m, 0

v <l

E, lmvz+—@a)
2
2
E, =lmv2+ 1@‘}——1
2 2 R* 2
Vo =2V




Példa: tiszta gordiilés

F I. F+F;=ma

R r (M =06p)

» . (F-F;)R=60=0"
B R
f
N T S
Omor korong: @—EmR AF
a=——
> 3m
Surlédasi erd: FesFp 1
J Fr=—F

3



Lattuk: impulzusmomentum v. perdiilet

y 4 L) =[i]-[p]-sin(p) =

—

N=L-=

X

p

mvrsin(p)=mvd



Impulzusmomentum megmaradas

M =0p
M =6p = Aa) @wz—wlz@wz—@wlsz—Ll
At I, =1 At At
Perdiilet
M = 4L S M= daL = megmaradas:
At dr —> ~ -

Ha M,=0 = L =const.



Impulzusmomentum megmaradas: példak

g} Rotation axis

(&) () (a) (5




Precesszio

AR
Direction of rotation

(@) ‘5& (b)

dL = Mdt ‘M‘ = mgssin ©

/

dL| = Lsin ©dg = Mdt

o _dg _mgs
T oodt L

| Sarkcsillag

\._ Precesszio _f"
N — l - ."-
—
23y, )
\'\. _/
\ c/
N

szaki sarok




