Vektorok

Vektoron iranyitott szakaszt értlink.

A definicio értelmében tehat a vektort akkor ismerjiik, ha ismerjiik a hosszat és az iranyat.
A vektort kovér kis betlikkel (a, b stb.) jeloljik, megkiilonboztetve az a, b szamoktol,
amelyeket skalaroknak (skalaris mennyiségeknek) neveziink.

A vektor abszolit értéke az iranyitott szakasz hossza. Az a vektor abszolut értékének

jelolése: |a| .

a

Ha a vektor hossza egységnyi, akkor egységvektornak nevezziik. Jelolése: aO, b.
Nullvektor (zérusvektor) az olyan vektor, amelynek a hossza nulla. Jele: 0.

Két vektort egyenlének tekintiink, ha parhuzamos eltolassal egymasba atvihetok
(fedésbe hozhatdk), azaz, ha az eltolas utan kezddpontjuk és végpontjuk is egybeesik.

Miiveletek vektorokkal
Az a és b vektorok a + b Osszegén a kovetkezd vektort értjiikk: a b vektort eltoljuk
onmagaval parhuzamosan gy, hogy kezdépontja az a vektor végpontjaval essék egybe.

Ezutan az a vektor kezdépontjat az eltolt b vektor végpontjaval Osszekotd vektort
képezziik. Ez lesz az a + b vektor (paralelogramma szabaly).

/ / (V)
/ /b
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Tobb vektor 6sszege pl. az abran athaté modon képezhetd: s=a+b+c+d —



Az 6sszeadas kommutativ és asszociativ, azaz
a+b=b+a é (a+b)+rc=a+(b+c).
Két vektor b—a kiilonbsége az a vektor, amely az a végpontjabol indul és a b

végpontjaba mutat. Tehat az x =b —a kiilonbségvektor olyan vektor, amelyre a+x=Db.

Vektor szorzasa szammal

Az a vektor A-szorosan (A valos szam) azt a Aa-val jelolt vektort értjiik, amelynek
abszolut értéke |A]|a|, iranya pedig a irAnyaval egyezd, ha A pozitiv, és azzal ellentétes,

ha A negativ.
a
/ -2a /
-a
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Ha az a(# 0) vektort megszorozzuk a A = Tal szammal, akkor a szorzatvektor hossza
egységnyi lesz. Ugyanis

1 1

—al = |a| =1.

o ] [al

Tehat egy vektor egységvektorat kapjuk, ha abszolut értékével osztjuk:

2



A skalaris szorzat

Az a és b vektorok ab-vel jelolt skalaris szorzata a két vektor abszolut értékének €s az
altaluk kozrezart szog koszinuszanak a szorzata, azaz

ab = |a||b| cos @,
ahol @ az a és b vektor altal kozrezart sz6g. Az a és b vektor skalaris szorzatanak
jelolésére hasznalatos az (a,b) jelolés is.
Az értelmezésbol 1athatd, hogy a skalaris szorzas eredménye egy szam (skalar). Tovabba,
ha a két vektor merbleges egymasra @ =90° |, akkor skalaris szorzatuk nulla, mert
cos @ = 0. Ennek forditottja is igaz. Ha a két vektor skalaris szorzata nulla, akkor a két

vektor egymasra merdleges.
A skalaris szorzas kommutativ és (az 6sszeadasra nézve) disztributiv:

a+tb=b+a é (a+b)e=ac+bc.

A vektorialis szorzas

Az a és b vektorok vektorialis szorzatan azt az axb vektort értjiik, amely meréleges
mindkét vektorra, hossza
|la||b]sin ¢,

ahol ¢ a két vektor altal kozrezart szog. Az a,b,axb vektorok jobbsodrasu rendszert
alkotnak.
axb

a a

Ha a és b parhuzamosak, azaz ¢ =0, akkor |a><b| =0. Ez egyuttal azt jelenti, hogy

axb =0. Tehat két parhuzamos vektor vektorialis szorzata nullvektor.
A vektorialis szorzas nem kommutativ, mert az all fenn, hogy



axb= —-bxa.
A disztributiv térvény viszont €rvényes, azaz
(a+b)Xc=axc+bxXxc.

Megjegyzés: Az értelmezésbdl latszik, hogy axb hossza, az [axb|, az a és b vektorok
altal kifeszitett paralelogramma teriiletével egyenld, ahol |a| a paralelogramma alapja,

|b| sin ¢ a magassaga .
A vegyes szorzat

Az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatan az (axb)c szorzatot értjiik, és ezt abe-vel jeloljiik,
azaz
abc = (a X b)c.

A vegyes szorzat egy skalar (szam), mert axb is és ¢ is vektor, és e két vektor skalaris
szorzatat kell venni.

Vektorok koordinatas megadasa — a vektor mint szimharmas

Vegyiink fel a térben egy O pontot, és e pontbol kiindulo, paronként egymasra merdleges
harom egységvektort. Jelolje ezeket rendre i, j, k ugy, hogy ebben a sorrendben
jobbsodrasti rendszert alkossanak, hasonldan, ahogy a térbeli Descartes-féle
koordinatarendszer X, y, z tengelyei. Ezek a vektorok a bazisvektorok. Mutasson a v
vektor az O pontbol a P(vy,v,,Vv3) pontba. Ekkor v elBallithato a vii,v,j és vsk

vektorok Osszegeként:
V= V1i+V2j+V3k .

A Vv,V,,v3 szamokat a vektor koordinatainak nevezziik, pontosabban az i, j, k bazisra

vonatkozé koordinatinak. fgy a vektort megadhatjuk koordinataival, azaz, ha 3 adott
sorrendll valos szamot megadunk, akkor ez egy haromdimenzios vektort jelent. Az alabbi
jeloléseket hasznaljuk v =Vji+Vyj+Vvik; v=(v,V5,v3). (Az i, j, k egységvektorokat
szokas e, e,,e3 modon is jel6lni.) Pl. A (2,1,4) vektor:




VEKTORMUVELETEK KOORDINATAKKAL
A vektor abszolut értéke
Av= (Vl,vz,v3) vektor abszolut értéke:

V| = v; +v§+v32.

Legyen adott a v = (3,1, —2) vektor. Szamitsuk ki az abszolut értékét!
Megoldas: |[v| = /32 + 12 + (—=2)2 = 14.

Vektorok egyenlésége

A koordinatas alakban megadott vektorok egyenldségét az alabbi modon értelmezziik.
Tekintsiink két vektort
a= ali+32j+a3k = (31,32,33) és
b= b1i+b2j+b3k Z(bl,bz,b3).
Az a és b vektorok akkor és csak akkor egyenldk, ha
a; Zbl, a) =b2, aj =b3,

azaz az azonos indexi koordinataik egyenlok.

Vektorok dsszege (kiillonbsége)
Az a és b vektorok 6sszege (kiillonbsége):
atb=(a; by, a, by, a3 +bs).
Két vektor 0sszegét (kiilonbségét) tehat ugy képezzik, hogy a megfeleld koordinatakat

osszeadjuk (kivonjuk).

Legyena = (2,3,—1) és b = (1,—4,5). Szamitsuk ki a két vektor 6sszegét!
Megoldas: a + b = (3,—1,4).

Skalarral valé szorzas

Az a vektornak a A szammal valo szorzata:
Aa = (Aaq, Aay, as).

A vektort ugy szorozzuk egy szdmmal, hogy mindharom koordinatajat megszorozzuk
ugyanazzal a szammal.



Legyen a = (2,3,1). Szamitsuk ki 4a-t!
Megoldas: 4a = (4-2,4-3,4-1) = (8,12,4).

Az egységvektor koordinatas alakja
A skalarral valo szorzassal fel tudjuk irni a v vektor egységvektorat:

J0 :LV:L:[V_l,V_z,V_sJ_
Mo MMM
Irjuk fel az a = (— 2, 3 ,3) vektor egységvektorat.
Megoldas: Mivel |a| =4+3+9 =416 =4, ezért

a’ :la:l(—Z,\Bﬁ):(—z,ﬁ,éJ
4 4

Skalaris szorzat
Legyen a =(a;,a,,a; ); b= (bl ,by,b5 ) A két vektor ab skalaris szorzata:

ab = albl +a2b2 +a3b3.

Két vektor skalaris szorzatat tehat tigy szamithatjuk ki, hogy a megfelelé koordinatak
szorzatat sszeadjuk.

Megmutatjuk, hogy ez a geometriai definiciobol kovetkezik. Ugyanis a skalaris szorzat
értelmezése szerint

ii=jj=kk=1-1-cosO0=1; ij=ik = jk=1-1-cos90° =0.
Ezeket felhasznalva,
ab = (a1i+a2j+a3k)(b1i+b2j+b3k)= albl +a2b2 +a3b3 .

Legyen a = (6,2,1) és b = (1,—1,2). Szamitsuk ki ab-t!
Megolddas.ab=6-1—-2-1+1-2=6.

Megjegyzés. A skalaris szorzat értelmezésébdl az is kiolvashatd, hogy a két vektor altal
kozrezart sz0g koszinusza:
ab

|al|b|

cos @ =

Ezt felhasznalva, a v = (v;,V,,V3) vektor x tengellyel (vagyis az i vektorral) kozrezart
szogének a koszinusza:
vi Vi
CosQ =——=1—.
V1

Ugyanigy az Y ill. z tengellyel bezart sz6g koszinusza:
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Vv . Vv
cosﬂz—2 ill. cosy=—3.

vl v
Ezeket az eredményeket Osszevetve az egységvektor koordinatas alakjaval, azt kapjuk,
hogy
v = (cos a,cos f3,cos 7/). Az egységvektor koordinatai tehat az n. iranykeszinuszok.

2

Mivel |V0| =1= |V0| , ezért

cos? o +cos? ,8+cos2 y=1.

A V= (— 1,\/5 ,1) vektor egységvektora vO=— (— 1, V2 ,1). Tehat
cosa=—-1/2, cos B=~2/2 ¢és cosy =1/2.1gy av vektor az X, y, z tengellyel kdzrezart
szdgei rendre: 120°,45°,60°.

Vektorialis szorzat

Legyen a=(a;,a,,a3); b=(b;,by,bs). Akkor a két vektor axb vektorialis szorzata:
axb =(abs —asb, Ji—(abs —asb; )i+(a by —azb; k.

azaz
axb= (a2b3 —a3b2,a3b1 —a1b3,a1b2 —azbl).

Megmutatjuk, hogy a vektoridlis szorzatnak ez a kiszamitasi modja a geometriai
definiciobol kovetkezik.

A vektorialis szorzat értelmezése szerint:

ixi=jxj=kxk=0

ixj=k, jxk=1i, kxi=j,

jxi=-Kk, kxj=—i, ixk=—j.

Ezeket felhasznalva,
a><b=(a1i+a2j+a3k)><(b1i+b2j+b3k)=
:a1b2k—a1b3j—a2b1k+a2b3i+a3b1j—a3b2i:
=(aybs —azb, Ji—(ajb; —ash; )j+(ajh, —ayb; k.



A vektorialis szorzat Kiszamitasa a determinans segitségével
A fenti "képletet" nehéz megjegyezni, ezért az a X b vektorialis szorzatot determinans
segitségével szamitjuk ki.
Maisodrendii determinans
Legyen adva az

(a11 a12)

az1 Q22

alakzat (tablazat, késobb majd matrixnak nevezziik). Az indexek azt adjak meg, hogy az

elem melyik sor (elsé index) melyik oszlopaban (mdasodik index) helyezkedik el. A
tablazat elemeibdl alkotott

Q11022 — Az1012
kifejezéssel a tablazat determinansat adjuk meg, és ennek jelolése

|a11 aiz

= a110p; — Ap1045.
ay a22| 11022 — Q21012

Szamitsuk ki a
4 2
3 5

determinanst!
Megoldas:

4 2, e e
; 5|_45 3.2 =14.

Harmadrendii determinans

A harmadrendii determindns kiszamitasat visszavezetjiik masodrendli determinansok
kiszamitasara a kdvetkez6 modon.

a1 A1z 13

Gy, Gy Qo3| = a |a22 a23|_a |a21 a23| |a21 a22|
Hlasz, asz 12laz; aszz Blaz, aszl

az; dzz 04zs

A megjelend masodrendli determinansokat ugy képezzik, hogy a harmadrendi
determinansbol tordljiik azt a sort és azt az oszlopot, amelyben az eldttik allo elem
szerepel. (Pl. Az a;; melletti determinans gy jon létre, hogy kihuztuk az elsd sort és



els6 oszlopot; az a;, melletti Gigy, hogy kihtztuk az els6 sort és a masodik oszlopot — és
negativ eldjelet irunk —, az a;3 mellettinél az elsd sort és a harmadik oszlopot.) Az igy
kapott masodrendi determinansokat mar ki tudjuk szdmitani. Lasd:

9.8 7 5 4 6 4 6 5
g g ‘1‘ |2 1| |3 1|+ |3 2

A determinans segitségével a vektorialis szorzat a kovetkezoképpen irhat6 fel:

i j k
axb=|a; a, az|.
by b, b;

Szamitsuk ki az a = (1,3,2) és b = (2,4,1) vektorok vektorialis szorzatat és az altaluk
kifeszitett paralelogramma teriiletét!

Megoldas:
i j k
axb=|1 3 2[= -3i+3j—-2k=(-33.2).
2 4 1

A Kkét vektor altal kifeszitett paralelogramma teriilete,|@ X b|, azaz
T =+22.

Megjegyzés: Az ax(bxc) szorzatot kétszeres vektoridlis szorzatnak nevezziik.
Ervényes az tin. kifejtési tétel:

ax(bxc)=(ac)h—(abe.
Vegyes szorzat

Legyen a=(a;,a5,a3), b=(b;,b,,b;), ¢=(c;,cy.C3), akkor a harom vektor vegyes
szorzata az alabbi modon szamithato ki:

a a as
(axb)c=abc= bl b2 b3 .
Ci C C3

(Ha elvégezziik koordinatakkal az axb majd az (axb)c szorzast éppen azt az értéket
kapjuk meg, amit a determinans ad.)



Megjegyzés: Az abc vegyes szorzat abszolut értéke a harom vektor altal kifeszitett
paralelepipedon (paralelogramma alapu hasab) térfogatat adja.

[=]

b

Ha a vegyes szorzat értéke nulla, akkor a harom vektor egy sikban van. Az értelmezésbol
az is kovetkezik, hogy abec=bca=cab, vagyis a tényezOk ciklikus cseréje esetén a
vegyes szorzat értéke nem valtozik. Viszont két egymas melletti tényezo cseréje
el¢jelvaltast eredményez, azaz bac =cba =acbh = -abc.

Szamitsuk ki az a = (9,8,7), b = (6,5,4) és ¢ = (3,2,1) vektorok vegyes szorzatat!
Megoldas:

9 8 7
abc=16 5 4|=0.
3 2 1

A harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogata tehat nulla, ezért a harom
vektor egy sikban van.
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