Fiiggvénygorbe alatti teriilet — a hatarozott integral

Tekintsiik az f (X) =x? fliggvényt a [0;5] intervallumon. Adjunk becslést a gorbe, az X tengely €s

az X=5 egyenes kozotti sikidom teriiletére! Jeldljik ezt a teriiletet I-vel! A becslést
legegyszeriibben egy téglalapokbol allo sikidom segitségével végezhetjiik el.
Osszuk fel az intervallumot n részre az

5 5 .5 5
Xg=0, X{=—, Xp=2—, ..., Xj=1—, ..., Xy =N—
n n n n

pontokkal. (Két osztopont kdzott a tavolsag: 5/n)
Sz&mitsuk ki az [XO , X1 ], [Xl , Xp ],..., [Xi 5 Xl ],..., [Xn—l » Xn ] részintervallumok feletti olyan
téglalapok teriiletét, amiknek magassaga a fliggvény értéke a részintervallumok bal végpontjaban.
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Az i-edik téglalap teriilete: [(I - I{ED i
n n
Adjuk 0ssze ezeket a teriileteket! Az alabbi Osszeget kapjuk:

Sgll) = f(XO)(Xl —X0)+ f(Xl)(X2 —X1)+...+ f(Xi)(Xi+1 _Xi)+--~+
2 2 2
+f(Xn_1)(xn—xn_1):O%+(%] %+[2%) %+...+[(n—1)%} %:
3

:5—(1+22 +32 +...+(n—1)2)
n3

A kapott kozelitd dsszeg nyilvanvaloan kisebb, mint I, azaz s, <1 .

Osszegezzilk most a fenti részintervallumok feletti olyan téglalapok teriiletét, amelyeknek
magassaga a fliggvény értéke a részintervallum jobboldali végpontjdban. Végeredményben az
alabbi 6sszeget kapjuk:

3
s,(12)=5—3(1+22 +32 +...+n2).
n

Ez az 6sszeg feliilrol kozeliti I-t, tehat | < S,(12) .

Hasznaljuk az els6é n négyzetszam Osszegére vonatkozo képletet, akkor a kovetkez6t kapjuk:

3 3
s =5 (=th@n-1) = () _5° n(n+1)2n+1)
n’ 6 n3 6



Finomitsuk a felosztast! Mi torténik N — oo esetén?

lim sV = fim 2220 =2 -2
n—oo n—w 6 n n 6 3

(mivel "=1 51 202 o)
n n
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hasonléképpen lim sy R

Azt kaptuk, hogy az I-re vonatkozé alsé becslések és felsé becslések sorozatai egyarant egy véges

szamhoz, g -hoz tartanak, ezért ezt a szamot elfogadhatjuk a teriilet mérészamanak.

Ezt a szémot az X’ fiiggvény [0;5] intervallumon vett hatarozott integraljanak nevezziik és igy
jeloljik:

5
I = I x2dx .
0

A példadban latott modon definialjuk egy tetszdleges f(X) fliggvénynek egy adott [a,b]
intervallumon vett hatdrozott integraljat (azzal a kiilonbséggel, hogy az egyes "kis" téglalapok
magassaga nem az intervallum bal vagy jobb végpontjaban, hanem valahol az intervallum
belsejében vett fliggvényérték).
Egyszerlibb esetekben a hatarozott integral az f(x) fliggvény az F(x) primitiv fiiggvénye
segitségével, a Newton-Leibniz formuldval egyszeriien kiszamolhato:

b

I f(x)dx=F(b)- F(a)

a
Mivel az x3 fliggvény primitiv fiiggvénye F(x) = %3, igy
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25,

0
amely megegyezik korabbi eredményiinkkel.
Bonyolult f(x) fiiggvények esetén, vagy olyan esetekben, amikor a primitiv fiiggvény nem
létezik a hatarozott integral kiszamitasa ténylegesen is a fentiekhez hasonld kozelitd Osszegek
segitségével torténik. A szamitogépek elterjedése és az alkalmazott numerikus modszerek
lehetévé teszik, hogy az integralokat akar tetszdleges, eldre megadott pontossaggal
kiszamolhassuk.



A hatarozott integral fogalma

Legyen f az [a,b] intervallumon folytonos és nem negativ fiiggvény. Ekkor a Descartes-féle
koordinata rendszerben

az y= f(x) egyenletl gorbe,

az [a,b] intervallum, valamint

az X=a és x=b egyenletli egyenesek altal hatarolt sikidomot gorbevonala trapéznak
nevezzik.

Legyen a<b és osszuk fel az [a, b] intervallumot az Xg,X{,X5,...,X, pontokkal n (nem
feltétlentiil egyenld) részre, ahol
a=Xg <X <Xy <..<Xp=Db
Az
[Xi_1,%i ] i=1,..,N
intervallumok halmazat az [a, b] intervallum felosztasanak nevezziik, az X, X, Xy,..., X, pontok

a felosztas osztépontjai. A felosztast o (> 0) -finomsaginak mondjuk, ha

max (X; — Xj_;)=6 i=1,.,n.
I<i<n

A bevezetd példiban a [0;5] intervallumot n egyenld részre osztottuk, ezért a felosztas

finomsaga J,, =5/n volt. Az osztépontok szamat noveltik, o, egyre kisebb lett, sét o, =0,
han—oo.

Legyen (@) az [a, b] intervallum felosztasainak egy sorozata, és &, a @, felosztas finomsiga
(n =1,2,...). Ha lim&,, =0, akkor azt mondjuk, hogy az [a,b] intervallum felosztisainak (@)
sorozata minden hataron tul finomodik.

Legyen az [a, b] intervallum egy @, felosztasa az

a=Xy <X <Xy <..<Xp=Db
osztopontokkal.
Minden [Xi—la Xj ] (i =1,2,..., n) részintervallumon valasszunk egy Xi)k pontot (8.2. abra), és a
részintervallumok f61¢ rajzoljunk olyan téglalapokat, amelyek magassaga rendre

f(xf)> f(x; ), f(x;: )

Ekkor a gorbevonalu trapézt kozelitoleg lefedo téglalapok teriiletosszege
3



I, = f(xl*kxl —Xg )+ f(x;sz — X))+t f(x:Xxn —Xn1)

alakban irhato fel.
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Riemann-féle kozelitd Osszeg

Legyen f az [a, b] intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény. Ha @, az [a, b] intervallum egy

* . , o e ‘
felosztasa az Xg,X[,..,Xp osztopontokkal, és X; € [Xi_l,xi] (i=1,2,..,n) tetszés szerinti valos
szamok, akkor az

I =éf<xi*kxi - Xj_1)

Osszeget az f fiiggvényhez, a @, felosztashoz és az Xik ,X;,..,X: vélasztott helyekhez tartozo
Riemann-féle integralkozelité 6sszegnek nevezziik.

El6fordulhat, (ez az f fliggvénytdl fiigg), hogy a felosztds minden hataron tul valé finomodasa
esetén az |, Osszeg konvergal.

Legyen f az [a,b] intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény. Akkor mondjuk, hogy f az [a,b]
intervallumon integralhaté és hatarozott integralja I, ha az [a,b] intervallum tetszes szerinti,
minden hatéron til finomodo felosztdsahoz tartozo kozelitd dsszegek barmely (I n) sorozata |-
hez konvergal.



Az f figgvény (a, b) intervallumon vett hatarozott integraljat a kovetkezéképpen jeloljik:

b
[ £ (x)ax

(igy olvassuk: "integral a-tol b-ig ef iksz dé iksz"). Az a: az integral als6 hatara; b: az integral
felsd hatara.

Ezt az integralt Riemann-féle integralnak nevezziik. Tekintettel arra, hogy késobb csupan ezzel
az integrallal foglalkozunk a "Riemann-féle" jelzo6t legtobbszor elhagyjuk.



