METRIKA

2D sik, két kozeli pont kozotti tavolsag, Descartes-koordinatakkal felirva:

di* =dx* +dy?

dl? =..(dx1)2 +..(abc2)2 +odxlde® + . dxldx! =

(dxl) +82» (dxz)2 +g12dxldx2 +g21dxzdx1 =

811
2 2
Ezgl]dx dx’ —gl]dx "dx’ B

i=l j=1

8ij =gij(x1’x2) 1

1. 2D sik; Descartes-koordinatakkal felirva:

di* =dx® +dy® =g, dx'dx’

s 1 2
koordinatdk: "x "=x "x""=y

—_—
X

1 0

metrikus tenzor: &; = (0 1) [a g;~k itt mind konstansok]

Gauss-gorbiilet: K (= o = ! ) =0 SiK
mianax 0o




2. 2D sik; polarkoordinatakkal felirva:

di* =dr* +r*dg?’ =gijdx"dxj

/ \
%
koordinatak: "x'"=r "xz"=(p

10
metrikus tenzor: giJ:(o rz) [itt a g,, fiiggvény: 5 ("x'") = g2 (r) =]

1 1 .
Gauss-gorbiilet: K (= —_— = ) =0 SIK
mianax 0o
3
z
3.2Dh liilet; h koordinatikkal felirva:
engerfeliilet; hengerkoordina irv +—
&_/
2 42 2, 2 i g
dl* =dr” +a”de” =g;dx dx
koordinatak: "x'"=r "x*'=¢ L
< a

1 0
metrikus tenzor: &; = (0 az) [a g;-k mind konstansok]

Gauss-gorbiilet: K (= . l) =0 SiK!




4. 2D kupfeliilet; polarkoordinatakkal felirva:
0,
di* =dr® +r*sin’ 6,dg’ = g,dx'dx’
koordinatak: "x'"=r "x= g —

r

1 0
metrikus tenzor: &; = (0 “in? 6 ) [itt a g,, fiiggvény: g, (r) = r?sin’ 0,1
0

- 1 1 .
Gauss-gorbiilet: K|= = =0 SIK!*
min Rmax () T
*kivéve a csucsot, ahol K-nak szingularitdsa van. 5

5. 2D gombfeliilet; gombi koordinatakkal felirva

dl* = a*d6* + a* sin” Odg?

AP>

C 1 2
koordinatak: "x "=6 "x "=

@
a? 0

metrikus tenzor:  &; = ( 0 a?sin’ 6] [a g,, fiiggvény: g,,(0) = a’sin” 6]

Gauss-gorbiilet: K (= L 1) _ L GORBULT!




n-dimenzidés sokasag (pl. 2D feliilet, 3D tér, 4D téridg, stb.) metrikaja:

ds® =g11(dxl)2 +g22(dx2)2 +o+gndx'de® ¥ .=

= S g<<dxidxj =g--dxidxj
534,

j=1

A metrikat (a fenti egyenletet) a sokasag “lakoi” mérésekre alapozva fel tudjak
allitani:

1. A sokasagot bekoordinatazzak az x/, x?, ..., x" (tetszOlegesen) felvett
koordinatakkal.

2. Két kozeli pont kozott megmérik a ds tavolsagot, és ugyanakkor regisztraljak a
két pont kozotti dx’ koordinata-kiilonbségeket is.

3. A 2-es 1épést megismétlik sok kozeli pontpéarra. Osszességében rengeteg adatot
Osszegytjtenek.

4. Ezekbdl az adatokbol megallapitjdk a g; = g; (xk) fliggvényeket (a metrikus
tenzor elemeit).

De: hogyan tudjak a “lakok” megallapitani, hogy sokasdaguk gorbiilt-e?

Gauss-gorbiilet (2D feliilet egy adott pontbeli gorbiiltségét kifejezé szam):

b
Ry R

min~ "max

K =

R.in €8 R, az adott ponton 4t a feliiletre fektetett merdleges sikokkal vett
metszetgorbék (eldjelesen értelmezett) gorbiileti sugarai koziil a legkisebb és
a legnagyobb.

K elénye: a feliilet tényleges gorbiiltségét fejezi ki (nem modosul az értéke, ha a
feliiletet deformaciomentes alakvaltozasnak tessziik ki) (pl. a feltekert ujsag: sik)

K hatrénya:

(1) nem alkalmazhat6 3D, 4D, stb. sokasagokra, csak 2D feliiletre!

(2) aK fenti definialaséhoz kiilsé (nem “laposlényi”) néz6épont kell (R, és R
fogalmat a laposlények nem értik)

max




Theorema Egregium (Gauss, 1828):

Recept a laposlények szamara, hogy hogyan szamolhatjak ki K-t az altaluk is
kimérhet6 g; =& (xk fiiggvényekbol.

_ L 202g12 _ 9’8 _‘72822
2g| ox'ox® (5)62)2 (axl)z

+ 812 -(&811)(‘9822) _2(5’8121)(a822)+(2f98112 _(98121 )(2&&22 _agzlz) _
42 |\ ax" \ ax? ox o' ox ox ox ox
[ 2
_8» (&gll)(zaglz _5322)_(‘9811) _
4 \ox' N ax® o' ox*

2
_&u (&822)(2‘9&2 _07g1|)_(‘7822)
4¢% |\ ox? o' ox? ox'

>
Pay
H»—t
i
N~
-

ahol g =detg; =g,,8» - g122 [csak 2D feliiletre alkalmazhato!]
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n-dimenzids sokasag gorbiiltségét kifejezo mennyiség:
a Riemann-tenzor (Riemann, 1854)

Ezt is ki tudjak szamitani a sokasag “lakoi” a g4 (xy) metrikus tenzorbol:

o 0 /J’Oi/ J l;l{l a Ty apo
R puv = — 1 = Ly Ly — Loy,

dx ax"”

r oo . .
,és g ametrikus tenzor inverze.

1 g oy 08 v
ahol Iw;xv =7gaa gvo + g i gll
; ot ax¥ ox®

[tetsz6leges dimenzidju sokasagra alkalmazhato!]
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TOVABBI PELDAK

A sokasagunk legyen a 4D térido’!

1"

6. 4D téridd a vilagiirben, nagy tomegektdl tavol; kockaracs-halézat,
szinkronizalt orak:

ds* =(cdr)® - dx* - dy* - dz =gaﬁdx“dx/3

koordinatak: "xo"= t ||x1u=x ||x2n=y "x3"=Z
¢ 0 0 0
. 0O -1 0 O
metrikus tenzor: 8up =
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1
Riemann-tenzor: R guv =...= 0 SIK (GORBULETLEN) TERIDO)!
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7. 4D téridd a vilagiirben, nagy tomegektol tivol; gombhéj-halozat,
szinkronizalt orak:

ds’ =(caft)2 —dr* -r*df* —r* sin® 0dg* =gaﬂdx“dxﬁ

" 3n_

0u= 1||=r ||x2|l=9 "y

koordinatak: "x t "x @
¢ 0 0 0
s -1 0 0
metrikus tenzor: g, =
Lo 0 —r? 0

0 0 0 -r’sin’é

Riemann-tenzor: R%guy =...=0 SIK (GORBULETLEN) TERIDO
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8. Gombszimmetrikus, dllo tomeg koriili téridd; Schwarzschild-koordinatakkal

felirva:
-1
2GM 2GM .
ds’ =(1- . )(cdt)2 -(1- : ) dr* -r*d6* -r* sin® 6de®
cCr cCr
koordinatak: "x°"=¢ "x'"=r "x*'=0 "x’"=¢
2GM
(1- . )02 0 0 0
cCr
26M !
metrikus tenzor: g, = 0 —(1— G2 ) 0 0
cCr
0 0 —r? 0
0 0 0 —r’sin’6
Riemann-tenzor: R%guv =...= 0 GORBULT TERIDO!
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9. Gombszimmetrikus, allo tomeg koriili téridd; Painlevé-Gullstrand-
koordinatakkal felirva:

ds’ =(1- 2GM )(ch)2 2 2™ catar - dr® - r2d6* - r* sin® 6dg?

c’r c’r
koordinatak: "x°"=T  "x'"=r "x*'=0 "x’"=¢
2GM 2GM
(1 - )02 - 0 0
c’r r
2GM
metrikus tenzor: 8,5 =| - -1 0 0
r
0 0 -r’ 0
0 0 0 -r’sin®6
Riemann-tenzor: R%puy =...=0 GORBULT TERIDO
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Kitéro:

1. Az id6t nyugodtan mérhetjiik méterben. ct, =1,

“A film kétoras volt.” = “A film 2.16 milliard kilométernyi ideig tartott.”

2 A . d srhetiiik méterb 'GM[kg] M
. A tomeget 18 nyugodtan merhetjuk meterben! T= [m]

“A Fold tomege M-=6x10%kg.” = “A Fold tomege M.=4.4mm.”
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10. Forgo fekete lyuk (+ a Nap + a Féld) koriili téridd; Doran-koordinatakkal
felirva, az egyenlitoi sikban:

2M 2M 2M.
ds* = (1 - )de -2 [T dTdr + 2( a)de(p +
r r-+a r
2M, 2 2Ma?
+2a zirzdrd(p—%drz —( 2 +az + a )d(pz
r-+a r-+a r
koordinatak: "x’"=T  "x'"=r "x’"=¢
| 2M 2Mr 2Ma
r r* +a’ r
trikus t g 2Mr r2 a 2Mr
meirikus tenzor: aB = |~ - — -
p r2+a2 r2+a2 I”2+Cl2
2Ma 2Mr 2 , 2Ma*
-y T +a +
r r-+a r
Riemann-tenzor: R%guv =...=0 GORBULT TERIDO!
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A gorbiilt téridé néhany megfigyelheto kovetkezménye

1. gravitdcios lencsehatds (nagy tomegek - pl. galaxisok - begorbitik a
fénysugarak utjat)

demonstracio hazilag:
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A gorbiilt téridé néhany megfigyelheto kovetkezménye

2. a bolygok perihéliumanak vandorlasa (a Nap koriil a bolygok NEM
ellipszispalyan keringenek)

A naprendszerben a Merktrnal a legerdsebb
az effektus: ~43”/évszazad
~ 437/(417 korbefordulas)

[A legkdzelebbi Merkur-atvonulas: 2016. majus 9.]
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A gorbiilt téridé néhany megfigyelheto kovetkezménye

3. a GPS-nél relativisztikus korrekciora van sziikség (a Fold tomege begdrbiti a
téridot)

Nem egy az egyben a mitholdak atomorai altal
mutatott idot kapjak meg a vevokésziilékek,
hanem a relativisztikus korrekcidkkal (spec.rel. +
alt. rel.) modositott értékeket. [Relativisztikus
korrekciok nélkiil naponta ~10km tavolsagmérési
hiba gytilhetne 6ssze.]
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