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1. szakasz

Rugalmas hullamok

A rugalmas hullamok tanulméanyozéasa eldtt sziikséges roviden attekinteniink a
kontinuumok kis deformécidk esetén érvényes altaldnos mozgasat. A Helmholtz-féle
kinematikai alaptétel: a deformalhat6 test elegendden kicsiny térfogatanak altalanos
helyzetvaltozasa Osszetehetd egy transzlaciobodl, egy rotaciobol és harom egymasra
merdleges irdnyban valé megnyulasbol, ill. 6sszehtizodasbol (dilataciobol, ill.
kontrakciobol).

A tétel bizonyitdsdhoz induljunk ki a kovetkezébdl. A rugalmas kozeg kiszemelt
Py(0,0,0) pontja kis kornyezetének r vektorral megadott P(x,y,z) pontja végezze az
s(&,m, () elmozdulast (lasd az abrat).
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A Py pont kdrnyezetében az elmozdulas vektor komponenseit Taylor-sorba fejthetjiik:
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harmadikban — + E%x és + 55 y — zérusosszegli kifejezésparok bdvitésével,



valamint a zarojelek labanal 1évé ( index elhagyésaval az elmozduldsok az alabbi
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alakba. A zardjelezés kiemeli, hogy az elmozdulds harom 6sszetevore bonthatd. Az

Stransz — (60» 770)(0)

vektor komponensei a transzlaciés mozgas x, y €s z iranyba vett elmozdulasait irjak
le. A fenti egyenletekben allo elsd szogletes zardjelbeli 0sszefliggésekben megjelend
kifejezések rendre a harom térbeli irdnyhoz tartozo

o =2 (B, sy = (B, = (2%

szogelfordulasokat adjak meg. Ezek zart alakban tigy is irhatok, hogy

1
oPp = Erots.

A vektorszorzas hasznalataval ellendrizhetd, hogy a formulak elsd zardjeles kifejezé-
sei az rotacioval kapcsolatosak:

Srot = [5‘P:r] = 0 XT.

Ha ezt az elmozdulast elosztjuk a hozza tartoz6 rovid 6t idétartammal, akkor a
kinematikabol ismert v = w X 1 sebesség kifejezésre jutunk.

A masodik szogletes zarojelben allo kifejezések a teljes elmozdulds deformaciobol
szarmaztathat6 részei:



fdef = ExxX t ExyY t ExzZ
Ndef = EyxX + EyyY + &y,Z

cdef = E5xX T E5yY t+ £5,2,

ahol az itt bevezetett mennyiségek rendre:
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A mennyiségekbdl képezhetd a deformacids tenzor (nyulasi vagy dilatacids tenzor),
amely lathaté médon mindig szimmetrikus:

_on

Exx Exy Exz
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Igy a deforméacidhoz tartozo elmozdulas

Sdeform = Er.

Ezzel a Helmholtz-féle kinematikai tételt be is bizonyitottuk.

A kontinuumok mozgasegyenlete
A kontinuumok mozgasegyenletének leszarmaztatdsdhoz Newton II. axiomdjat ter-

jesztjiik ki. Az igy kapott egyenletet a kontinuumok Cauchy-féle mozgasegyenletének
nevezik. Ennek integralis alakja

jgadV=deA+f ofdv,
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ahol a a gyorsulas, T a (szimmetrikus) fesziiltségtenzor



Oxx Oxy Oxz
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a feliileti er6kho6z (huzo és nyird erdk), mig az f tomegegységre hato erd a térfogati
er6khoz tartozik. Az egyenletet uigy kell olvasni, hogy a pdV tomegelem ,,m-szer a-
ja” a padV kifejezés, amely a tomegelemre haté TdA feliileti erdk és a of dV térfogati
erdk egyiittes kovetkezménye. Ezt koveti a teljes térfogatra és a térfogatot koriilvevo
felilletre vald integralas. A feliileti integralt a Gauss-tétel értelmében térfogati
integralla alakitva, majd az integralast ,.elhagyva” a mozgasegyenlet differencialis
alakjahoz jutunk

oa = divT + of.

A fesziiltségtenzor és a deformaciotenzor kozti osszefiiggés:
az altalanos Hooke-féle torvény

A rugalmassagtani feladatok megoldasahoz meg kell mondani, hogy mi a kapcsolat az
E deformécidtenzor és a T fesziiltégtenzor kozott, azaz mi a kapesolat az elmozdulas
¢s az erdhatds kozott? Ez 1ényegében a konstitutiv (anyag-)egyenlet megkeresését
jelenti, csak a kiilonbozot térbeli iranyultsdgok miatt bonyolultabb kapcsolat varhato.
Ha homogén izotrdop testek vizsgalatara szoritkozunk (és most itt féleg az izotropia a
lényeges), akkor fétengelyrendszerben — ebben a rendszerben eltiinnek a vegyes
indexti tenzori kifejezések, az azonos indexek helyére egy index irhaté — a
fesziiltségek és elmozdulasok kapcsolatai az alabbi modon fogalmazhatok meg:

oy = agx + bey, + cg,
gy, = agy, + be, + cey
0, = ag; + bey, + cgy,

ahol az a, b és ¢ paraméterek kapcsoljak 0ssze a kiillonbozo fizikai mennyiségeket. Az
izotropia miatt b = c (az elsd index-szel szemben a masik ketté egyenrangu), igy pl.

ox = (a—b)ex + b(ex + &, + &5).

Itt szokds az a és b egyiitthatok helyett a 2u = a — b és A;, = b jeloléseket hasznalni.
Az igy bevezetett allandok kozds Osszefoglald neve: Lame-allandok. A harom
egyenletre Osszefoglalva:

o, =2ug+AL(ex &, +&). (I=xY,2)

A fétengelyrendszerrdl attérve — kihasznalva, hogy a fesziiltségtenzor és a defor-
macidtenzor szimmetrikus — kapjuk:



Oy = 2UExy + )LL(exx + &y + szz) = 2UEy, + 1,0
Oyy = 2UEyy + AL(exx + &y + SZZ) = 2U&y, + 1,60
O,; = 2UE,, + AL(exx + &y + sZZ) = 2ue,, + 4,0

Oxy = Oyx = 2UExy, Oyz = Oz = 2UEy,, Oxz = Ogy = 2{UExz .

A fentieket egy zart formulaban 6sszefoglalva irhatjuk:

T = 2uE + 2,6.

A rugalmas test mozgasegyenletei

Szilard testek esetén kis s elmozdulasokat feltételezve a pa kifejezés

B 0%s
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lesz. A kovetkezd 1épésben a fesziiltségtenzor komponenseit az elmozdulds vektor
komponenseivel fejezziik ki:

Oxx = 2UExy + A (exx + &y + SZZ)
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Az x iranyt elmozdulashoz tartoz6 mozgasegyenlet ezt kovetden ugy irhato, hogy

2
0“6 00y 00y, 00,
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Behelyettesités utan:

0% une+( +“a(ag+an+aq)+

Hasonldan szamolhatok ki az y és z iranyu elmozdulasokhoz tartozé mozgasegyenlet:
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92 02 02
Itt a rovidités végett célszerii bevezetni a A= 922 + 972 + 572 Laplace-
operatort. Az eredményeket egy zart formuldba Osszefoglalva irhatjuk. Ezt az
egyenletet a rugalmas testek mozgasegyenletének nevezik:

0%s
057 = uls + (u + A, )grad div s + of.

Gyakorlati okokbdl (a mérhetéség miatt) célszeriibb a Lamé-allandok helyett az E

Young-modulus és a vp Poisson-szam hasznalata. A paraméterek kozotti kapesolatok
az alabbiak szerint fejezhetdk ki:

_ pu(Zp + 34;) o AL
u+a P2+




Sikhullamok végtelen Kiterjedésu, szilard izotrop kozegekben

Tételezziik fel, hogy nem hatnak tomegerdk (f = 0) és a deformaciobol eredd
jelterjedés x tengely iranyt. Ekkor a % és % parcialis derivaltak zérusok, igy a fenti

mozgasegyenletek az alabbi alakokra egyszertisodnek:
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jelolést. Ezekkel mindkét esetre felirhatjuk a
2 2
ot? 0x?
egydimenzids hullamegyenletet. Ennek altalanos megoldéasa

Pt = £t =)

illetve

Pt = f(t+5)

alakokban irhatok fel, ahol f az argumentumok tetszéleges fiiggvénye! A megoldasok
fizikai jelentése a kovetkezd. A t; idoben az X; helyen keltiink egy zavart: f(t; — % .

Ez a zavar megjelenik az X, helyen t’ = % id6vel késébb, tehat t, = t; +t'.
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ami egy +x irdnyban terjedd zavar. A masik megoldas a —x irdnyban terjedé zavarhoz
tartozik. A hullamfeliiletek sikok.

A harmonikus vagy szinuszos sikhullam egyenlete:

Y(x,t) = Asin [a) (t — ;) + 6],

amelyik az id6ben és a térben is periodikus folyamat. A szogletes zarojelbeli kifejezés
neve fazis. Az A az amplitid6, az w a korfrekvencia, a § a kezddfazis. Két

hulldmhegy tavolsdga A és fenn all a 2w = w%, amibdl a A =§ vagy a ¢ =vAa
Osszefiiggések allapithatok meg.

Ekkor a mar lathat6, hogy a korabban kiszamolt ,,.c” mennyiségek a kiilonb6zé modon
terjedd hullamok terjedési sebességét jelenti. Longitudinalis hullamok esetében

_2ut+ A E(1—vp)
“long = T T eI+ v (A —2vp)’

mig transzverzalis hulldmokra

U E

Ctranszv = |

o J20(1+vp)

Foldrengés-hullamok tanulmanyozasabol a foldkéregre vp = 0,29. Hosszi vékony
rad esetére, ahol a harant iranyu kontrakci6 elhanyagolhaté — vp = 0, akkor



Clong =

Gombhullamok

Gombszimmetrikus esetre — szimmetria okokbol az (r, 8, @) koordinatak koziil csak
az r-t6l valo fliggés marad meg — az szoritkozva a Laplace-operator alakja

0%y 209 10’
or2  ror ror?

A = (r),

amivel a hulldmegyenlet alakja

1 02
c2 0t?

lesz. Ennek az egyenletnek egyarant megoldésai a

62
(ry) = EP) (ry)

1 r
Y0 =—f(t—)

WGty = f (t47)

fiiggvények. Ezeket nevezik gombhulldim megoldasnak. Jol latszik, hogy a
kozépponttol valo tavolsaggal a fizikai mennyiség értéke az r tavolsaggal forditott
aranyban csokken. A hullam intenzitdsa meghatirozésa szempontjabol ennek a
ténynek nagyon fontos szerepe lesz a késObbiekben.

A hur rezgései
A nyugalomban 1év6 q keresztmetszeti hur F erdvel feszitett két pontja: A(X,0,0) és
B(x+dx,0,0). Ha az AA elmozdulds (¢,m,0), akkor BB’ komponensei (§ + Z—idx, n+
Z—Z dx,{ + % dx). Az A’ és B’ pontok koordinatai

0§ an

A:x+§,n,(a< B :x+dx+€+adx,n +adx,(

—dx.
+0xx



Az A’B’=ds ivelem kozelitéleg a Pitagorasz-tétellel a kovetkez6 mddon szamolhatd

2

0 2 /9 2 /0 d
ds? = (dx + —gdx) + (_de) + (—cdx) ~ dx? (1 + 2—€>
0x 0x dx ox

A masodrendiien kicsiny mennyiségeket elhanyagolva és gyokvonast elvégezve a

0¢
ds ~ (1 + —) dx
ax

kifejezést kapjuk. A relativ megnyulas tehat egyszeriien megadhatd
ds —dx 0¢
dx ox

Az F feszitd erdn kiviil hat még a megnytlasbdl szdrmazo erd is. Igy az A’ helyen a -x
iranyban haté er6 a Hooke-torvény szellemében (a relativ deformacié a mechanikai
fesziiltséggel aranyos, €s az ardnyossagi tényezd a Y oung-modulus)

mig a B’ helyen a x irdnyban

erd hat. Ezzel a pqdx tdmegre vonatkozé mozgéasegyenlet

LIS R
QU4 5z = — BG4t

amelybdl az egyszeriisitések utan a

92§ E 9%

ot? o 0x?
hullamegyenlet adoédik. Ez a kompresszidhoz tartozd longitudinalis hullam. Ez
lathatdéan hur esetén ugyanugy megjelenik, mint ahogy azt az 4ltalanos megoldasban

mar tapasztaltuk. A nyujtasbol szarmaz6 transzverzalis komponensek a harant iranyu
y ¢és z kitérésekhez tartoznak. A részletes szamolast mellézve e két esetre a
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0°n _0d’n  0°¢ 0%
otz podx2’  0t? p0x?

hullamegyenletek érvényesek, ahol a o fesziltség o = g. Innen a kétféle hullam

terjedési sebessége egyszertien leolvashato:

_|E
Clong - 0
€s
c _ o
transzv — 0 .

Hullamok szuperpozicioja, interferencia, allohullamok

A tapasztalat szerint Két hullam taldlkozasakor a hullamok 6sszeadddnak. Ezt a tényt
linearis szuperpozicionak nevezik és elvként megfogalmazva ugy hangzik: Lineéaris
rendszerekre megfogalmazhat6 altaldnos elv, amely a hullamok esetén azt mondja ki,
hogy egy adott pontban a kolcsonhatd hullamok kitéréseinek algebrai Osszege
eredményezi az eredd hullam kitérését. Pl. az y; és y, harmonikus hullamok esetére,
ha

yl - Alsin ((Ult - kle + 61)
€s

Vo = AZ Sin(a)zt - kzxo + 62),

akkor az eredd hullam az
Y=Yty

Ez az alapja az interferencia jelenségének, amely definicié szerint olyan hullamtani
jelenség, amely akkor kdvetkezik be, ha két kiilonboz6 forrasi koherens hullam
eredménye lehet erdsités vagy gyengités, esetleg teljes kioltas attdl fliggden, hogy a
hullamok azonos vagy ellentétes fazisban talalkoznak.

Az el6z6 definicidban egy masik fontos fogalom jelent meg: a koherencia, amely
hullamok kozotti viszonyt jellemzi. Két azonos frekvenciaji hulldm akkor mondhato
koherensnek (0sszetartozonak), ha faziskiilonbségiik egy adott helyen idében allando.
Ha két koherens hulldm taldlkozasardl besz¢liink, akkor a hullimok olyanok, amelyek
faziskiilonbsége allando. Kovetkezésképp csak az azonos frekvencidju hullamok
képesek az interferenciara.

Az interferencia jelenségére az elektrodinamikdban még tjra visszatérink és az
hullamok elhajldsa kapcsan tovabbi kovetkeztetéseket tesziink. Késobb a
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kvantumelméletben latni fogjuk, hogy e jelenség ¢és fogalom milyen latvanyos
csavarral jelenik meg az anyaghullamok vonatkozasaban.

Most azonban azt szeretnénk megérteni, mi torténik akkor, ha egymassal szemben
haladé hullamok taldlkoznak. Ilyen fordulhat el kozeg hataron torténd visszaverddés-
nél. Ekkor un. allohullamok alakulhatnak ki. Az all6hullam definicidja: egymassal
szemben halad6 egyenlé amplitadoji, frekvencidji és polaritdsit  hullamok
interferencidja esetén fellépd jelenség. A kialakult allohullam két alapvetd
jellegzetessége, hogy egyrészt a rezgd test kiilonb6z6 pontjai nem egymas utan,
hanem egyszerre végzik rezgésiiket, masrészt bizonyos pontok nyugalomban vannak
(ezek a csomopontok) — illetve pl. az elektroméagneses hulldmok esetén a
csomdpontokban zérus az elektromagneses tér —, masok pedig maximalis kitéréssel
végzik rezgésiiket (ezek a duzzadasi helyek).

Fourier-soros vagy Bernoulli-féle megoldas

Ezeket kovetden térjiik 4t arra a problémara, amikor is egy az x tengelyen a (0, 1)
intervallumon elhelyezkedd | hosszisagii huron alléhullamok alakulnak ki. Az
érdekesség az lehet, hogy a hatérfeltételek miként modositjdk a szabadon terjedd
hulldammegoldést, azaz az oda-vissza szaladé hulldmokon kialakulé allohulldmok
milyenek. A leir6 egyenlet a hulldmegyenlet

Y _ 0%
dt? dx?2

Keressiik a megoldast olyan szorzat alakban, hogy az egyik fiiggvény (U) csak a hely,
a masik (V) csak az id6 fiiggvénye

Y(x,t) = UV (L)

legyen. Behelyettesitve ezt a hulldmegyenletbe az

u’ 1V

U c?V

egyenlet szarmaztathato, ahol a vessz0 az X szerinti, a pont a t szerinti differencialéast
jelenti. Mindjart lathat6 a szorzat formaban feltételezett megoldas hozadéka, a két
fliggd valtozo (U és V) szeparalhatd. A két oldal akkor lehet barmely X és t értékre
egyenld, ha ugyanazzal a konstanssal egyenlék. Valasszuk a konstanst —k?-nek, igy

U" = —k?U
¢s

V = —k2c2v.

Az els6 egyenlet megoldasa
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U(x) =Asinkx + Bcoskx.

Az allbhullamokra vonatkoz6 hatarfeltételek: U(0)=U(1)=0, amelybdl a B=0 mellett a

kovetkezik. Ezt felhasznéalva V-re vonatkoz6 megoldas

V(t) = Csinkct + D cos kct,

ahol a k = k,, helyettesités valamint a hullamszam, frekvencia és terjedési sebesség
kozotti kapcesolat figyelembe vételi utan a

k,ct = 2mv,t

irhato. A k, alakjat beirva kapjuk, hogy a haron kialakulé lehetséges frekvencia-
értekek

(o
VvV, =n—,
n 21
vagy a lehetséges hulldmhossz-értékek
1 c 21l
"y, n’

Azaz nem lehetnek akarmilyenek, st egy rend szerinti diszkrét értékeket vehetnek
fel. Szokas ugy is hangsulyozni, hogy a haron csak a fél hullamhossz egész szamu
tobbszorosei jelenhetnek meg

A
l—Tl?.

Ez a jelenség vilagosan mutatja, hogy a ,,diszkrét fizikai mennyiség viselkedés”
megjelenése mar mechanikai problémakban is jelentkezik. Eppen ezért semmi
meglepd nem lesz abban, ha késébb az elektrodinamikaban és a kvantumelméletben is
talalkozunk hasonld megoldasokkal! Végiil a rezgd hur tetszéleges pontjanak
hatarfeltételekkel illesztett idobeli megoldasa

(0]
_nm T
Y(x, t) = Z (ansm X cos 2nv, t + b,sin T xsin 21y, t),

n=1

ahol az a,, és b,, egyltthatok a rezgés amplitudojat hatarozzak meg.
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