BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

1. Feladatok rugalmas és rugalmatlan iitkozések targykoré-
bol

Impulzustétel, impulzusmegmaradas torvénye

1.1. Feladat: Orai megoldasra 1. feladat Egy m =4 kg tomeg( kalapacs vy = 6 m/s sebességgel
érkezik a szog fejéhez és Ar = 0,002 s alatt fékezbdik le, mikozben a szog behatol a faba. (A
sz0g tomege elhanyagolhat6 a kalapacs tomegéhez viszonyitva.)

(a) Szamitsuk ki az atlagos fékezd erdt!

(b) Szamitsuk ki a szog ttjat a faban!

(c) Mekkora munkat végzett a fa a sz6gon?

Megoldas:

(a) A szogre hat6 atlagos fékez6 erd

AP Av
=—=m—=—12000N 1.1.1
Ar A ’ (1.1.1)
ahol a negativ eldjel a fékezd hatést fejezi ki.
(b) A sz0g atlagos gyorsuldsa a sebességvaltozasdval szamolhat6 ki. Amenniyben a szog nem
deformélddott az iités alatt, a kezdeti sebessége meg kell hogy egyezzen a kalapacs sebességével.

Ezért a sebesség megvaltozdsa Av = —v,. A szog gyorsuldsa ezért

Ay
=_— =-3000 2 1.1.2
a= 3000m/s”, ( )

amit felhaszndlhatunk a szog 4ltal megtett it meghatarozasahoz.

1
s=v0t+§at2=07006m=6mm. (1.1.3)

(c) A faaltal végzett munka a sz6gon:

W=Fs=-T72]. (1.1.4)

1.2. Feladat: (HN 8B-27) A kezdetben nyugalomban 1év6 5 kg tomegi testre 5 masodpercig 6
N éllando6 erd hat, majd az erd 3 s alatt egyenletesen zérusra csokken. Mekkora sebességet ér el

a test?
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Megoldas: Jelolések: m=5kg; t; =5s; F =6 N és t, = 8 s a masodik iddintervallum vége.
A test impulzusvaltozdsat kell kiszamoljuk. A 0 <t <7, =35 s idGintervallumban az impulzus-
valtozas

Al = Ft; =30kgm/s. (1.2.1)

A masodik szakaszon az er6 id6beli fiiggése

F(t)=

(D, (1.2.2)

A maésodik iddintervallumon torténd impulzusvaltozds az egyenes alatti teriilettel egyszertien

szamolhatd, amely

F
AL = E(IZ—I]) =9kgm/s. (1.2.3)
A teljes impulzusvaltozas
Al = Al + AL =39kgm/s, (1.2.4)
amelyet a tomeggel osztva a végsebességet kapjuk:
Al
v=—=7,8m/s. (1.2.5)
m

1.3. Feladat: (HN 8C-42) * Egy 8 kg tomeg(i test nyugalmi helyzetbdl indulva F = At — Bt? erd
hatdsdra gyorsul, ahol A =24 N/s és B=1,2 N/s2.
(a) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora maximalis sebességet ér el a tomeg miel6tt Gjra megéllna!

(b) Mennyi id6 mulva kovetkezik ez be?

Megoldas:
(a) A test impulzusvaltozasa
t t 1 1
Al= / F(t)dt = / (At—Bt*)dt = A"~ —Br’. (1.3.1)
Innen a sebesség
11 1
v(t) = —(sA" - =Br). (1.3.2)
m 2 3
A sebesség maximuma akkor van, ha a gyorsulds zérus, azaz most
A
r=—. 1.33
B (1.3.3)
A behelyettesitések utdn a maximalis sebesség
1 A
max:__:6;94m/ . 1.34
" 6m B? ° ( )

(b) A maximadlis sebesség elérése t = 20 s idé mulva kovetkezik ez be.
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1.4. Feladat: (HN 8C-43) * A 2,5 kg tomeg(i test nyugalmi helyzetbdl indulva F = At erd
hatdsdra gyorsul, ahol A = 0,75 N/s2.
(a) Hatdrozzuk meg a test sebességét 15 mdsodperccel az er$ alkalmazdsa utdn!

(b) Mekkora dllando erével lehetne elérni ezt a sebességet?

Megoldas:
(a) A test gyorsuldsa
1
a=—At*, (1.4.1)
m
amellyel a sebesség
t t 1 171 15
v(t) = / a(r)dr = / —Adr = — [—Aﬁ} =337,5m/s. (1.4.2)
0 0 m m |3 0
(b) Ha az er6 allandd, akkor
F
v=at = —t, (1.4.3)
m
ahonnan az erd
my
F = - = 56,25N (1.4.4)

kell legyen ekkora sebesség eléréséhez.

1.5. Feladat: Orai megoldasra 2. feladat Egy M = 80 kg tomegii ember jégen egy helyben
allva eldob vizszintes irdnyban egy m = 20 kg tomegi goly6t. A goly6 az embert6l mérve vy = 20
m/s sebességgel tdvolodik. Mekkora az ember v,, sebessége a jéghez viszonyitva? (A jég és az

ember kozotti surlddési erd elhanyagolhatéan kicsi.)

Megoldas: Jelolje v, a golyd jéghez viszonyitott sebességét. Az impulzus megmaradés miatt
Mvy =mv,,. (1.5.1)

A goly6 és az ember relativ sebessége pedig

Vo =Vu+Vuy (1.5.2)
A két egyenletbdl
m
Vy = Yy Vo (1.5.3)

Behelyettesitve a szamértékeket vy, = 4 m/s adodik.
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Rugalmatlan iitkozések

1.6. Feladat: Az m tomeg( v, sebességii test tokéletesen rugalmatlanul iitkozik az M tomegt
allo testtel. Mekkora lesz az litkdzés utani egyiittes sebességiik? Mekkora édtlagos er6hatas 1ép

fel koztiik, ha az litkozés ideje (a becsapddastodl szamitva az Osszeragadasig) ¢.

Megoldds: Az impulzus megmaradds miatt:
mvy =(m+M)v, (1.6.1)

ahol v az Osszeragadt testek egyiittes sebessége. Az litkozés utdni egylittes sebesség ezért

m
V= m+Mvo' (1.6.2)

s 2 2z

Az iitkozés kozben fellépd atlagos erShatds pedig: F = %, ahol AP az m tomeg( test impulzus

impulzusvéltozasa:

m? mM
Vo—myvgy=—
+M m+M

A negativ eldjel arra utal, hogy a m tomegt test impulzusa csokken. Az F erd nagysiga igy

AP =mv—myy = Vo. (1.6.3)

M
F=-"7_10 (1.6.4)
m+M t
Hasonl6 meggondoldsokbdl az M tomegl testre
mM v,
F= — 1.6.5
m+M t ( )

erd hat, amely eredmény pont azt mutatja, hogy a kolcsonhaté erék parosaval 1épnek fel: azonos

nagysaguak és ellentétes irdnyuak.

1.7. Feladat: Két azonos m tomeg( test azonos nagysagu v, sebességgel halad, az egyik az
y tengelyen, a mésik az x tengelyen, mindkét esetben a pozitiv irdnyban. Az origdban a testek
tokéletesen rugalmatlanul iitkoznek. Mekkora lesz az egyiittes sebességvektoruk és annak nagy-

saga?
Megoldas: Az y tengelyen mozgd test impulzusvektora

py = m(0;vo), (1.7.1)
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az x tengelyen mozgé test impulzusvektora pedig
Px = m(vo;0). (1.7.2)
Az litk6z€s utani 2m tomegi egyiittes test impulzusa e két impulzusvektor 0sszege, azaz
P =py+px = m(vo;vo). (1.7.3)
Az dsszeragadt test sebességvektora pedig

v-Y _ (E-@>. (1.7.4)

a sebesség nagysdga:

Vo. (1.7.5)

1.8. Feladat: (HN 8A-4) Egy m tomeg( v, sebességgel mozgé test vele egyenld tomegt, erede-
tileg nyugalomban 1€vé testbe {itkozik és Osszeragad vele. Hatdrozzuk meg a kinetikus energia

(K — Ky) /Ky relativ megviltozasat!

Megoldas: Az iitkozés tokéletes rugalmatlan, igy az impulzus megmarad, a kinetikus energia

viszont nem. Az impusumegmaradas az
mvy = 2my (1.8.1)

egyenlettel fejezhetd ki, amelyben v az Osszeragadt testek végso egyiittes sebessége. Innen

Vo
=—. 1.8.2
v=2 (182)
A kezdeti K kinetikus energia
1
Ky = Emvé. (1.8.3)
A végso kinetikus energia pedig:
1 1
K= E2mv2 = vag. (1.8.4)

A kinetikus energia (K —Ky) /K relativ megvéltozdsa:

K-K, 1
=—. 1.8.
e 5 (1.8.5)

A negativ eldjel arra utal, hogy az {itkz€s mechanikai energiaveszteséggel jar.
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km
Y
m i
O—> i
Vo a0
‘o\v‘
1. abra.

1.9. Feladat: (HN 8B-11) Két, m illetve km (k allandd) tomegii test egyenlS v, sebesség-
gel halad mer6leges irdnybdl a [l. dbrdn lathaté médon kozeledik egymdshoz, Osszeiitkozik, és
Osszeragadva mozgnak egyiitt tovabb. Fejezziik ki a végsebességiik irdnyat meghatarozé 6 szo-

get a k segitségével!

Megoldas: Az iitkozés kozben megmarad a testek lendiilete az x és y irdnyban egyrant. Az

p=( " (1.9.1)
- kmv, ' .

Az Osszeragadt testek 6ssz lendiiletébd]l meghatarozhaté azok sebességvektora is:

_ | _ Vo 1
V= m(1+k)  1+k <k) ' (1.92)

Az [I. abran jelolt 6 szog meghatdrozhat6 a V sebességvektor komponenseivel:

Osszeregadt testek 0ssz lendiilete

tg@z%:k. (1.9.3)

X

1.10. Feladat: (HN 8B-14) Két, m illetve km (k allando) tomegl test egyenld vy sebességgel
halad a +x és —x irdnyban. Utkozésiik utdn 6sszeragadva haladnak tovabb.

(a) Hatarozzuk meg az adott paraméterek fiiggvényében, hogy mekkora az 6sszeragadt testek v
sebességének nagysdga €s irdnya?

(b) Mekkora a v/v, ardny, ha k =2?

Megoldas:

(a) Az iitkozés folyamatdra érvényes a lendiiletmegmaradas torvénye:

mvy—kmvy = (1 +k)mv. (1.10.1)
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Az egyenlet bal oldala a részrendszerek iitk6zés el6tti lendiileteinek 6sszegét irja le, mig a jobb
oldal az 6sszeragadt testek Osszlendiiletét jeloli. Az egyenletbdl meghatarozhat6 az dsszeregadt

testek egyiittes sebessége:
1+k

V=TV (1.10.2)
Az eredménybdl lathatd, hogy k > 1 esetben az Osszeragadt testek —x iranyba haladnak, mig
k < 1 esetben az ellenkezé irdnyba.

(b) k=2 esetben a sebességek aranya

— =_3. (1.10.3)

1.11. Feladat: (HN 9B-7) Fabdl késziilt M = 800 g tomeg( ballisztikus ingatestbe vizszintes
irdnybol m = 20 g tomegli 6lomsorétet 16ttiink. A lengésbe jové ingatest 2 = 10 cm magasba
emelkedik.

(a) Mekkora v k6z0s sebességgel indul az ingatest-sorét rendszer?

(b) Mekkora v, sebességgel csapddik az ingdba a goly6? A sorét K kinetikus energidjanak

hanyadrésze veszett el, azaz forditédott a fa deforméldsara, ill. felmelegitésére?

Megoldas:
(a) Az 0Osszeragadtinga-sOrét rendszer 0ssz mozgasi energidja teljes egésszében dtalakul helyzeti

energidva mikozben /& magassdgba emelkedik:
%W+MM:WHMmm (1.11.1)
mely egyenletbdl az egyiittes sebesség
v=1/2gh. (1.11.2)

Behelyettesitve a szdmadatokat v ~= 1,414 m/s adddik.
(b) A goly6 becsapddédsara az impulzus megmaradas tételét alkalmazhatjuk a sorétszemek se-
bességének meghatirozasara:

mvy = (m+M)v. (1.11.3)

Az egyenlet segitségével meghatiarozhatjuk a sorétszemek sebsségét:

m+M
Vo =

V. (1.11.4)
m
Behelyettesitve a szamadatokat vy ~ 57,98 m/s adodik. A kezdeti kinetikus energia
1
K:azim%m31&L (1.11.5)
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mig az iitkdzds utan

1
E, = E(m+M)v2 ~0,82]. (1.11.6)
A mechanikai energidnak az iitk6z€s sordn a
AK E\-E,
AK_ ~97.6%. 1.11.7
X E, 6% ( )

része veszett el, illetve alakult 4t hGenergiava.

1.12. Feladat: Egy 2m tomeg( test surl6dds mentesen csuszik le a hurokhoz illeszkedo lejtén
a . dbranak megfeleléen. Mekkora H magassagbol inditsuk a testet, hogy a tokéletesen rugal-

mas litk6zés utdn a pélya aljan 1év6 m tomegi test végighaladjon a hurkon?

2m

H R

2. abra.

Megoldas: A test mozgasat harom szakaszra oszthatjuk:
(a) A 2m tomegii test lecsiiszik a hurok aljdra az iitkozés elotti pillanatig. A 2m tomeg( test H

magassagbol valo lecsuszdsra a

1
2mgH = 52mvg (1.12.1)

mechanikai energia-megmaradést kifejezd egyenlet irhat6 fel, amelybdl az iitkozés el6tti sebes-

vo=+/28H. (1.12.2)

ség

(b) Ezutdn a 2m tomegii test rugalmatlanul iitkozik az m tomegii testtel, majd osszetapadva mo-
zognak tovdbb. Az A m tdomegi testtel valo tokéletesen rugalmatlan iitkozésre az impulus meg-

maradasanak tételét alkalmazzuk
2mvy = 3mvy, (1.12.3)

ahonnan az iitk6z€s utani v, sebesség

2 2
V1=§V0=§\/2gH. (1124)
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(c) Végiil az dsszetapadt 3m tomegii test feljut a hurok tetejére és éppen dthalad a tetéponton.

A 2R magas hurok tetején az Osszeragadt 3m tomegi test v, sebessége az

1 1
53mv% = 53mv§+3mg 2R (1.12.5)

egyenletbdl hatarozhaté meg. Innen a v, tetGponti sebesség

/8
vy = §gH—2gR. (1.12.6)

sz 7z

A tetSponton val6 dthaladashoz sziikséges minimalis sebességet a test €s a hurok kozott fellépd
nyomadsi erd eltlinése hatdrozza meg. Ekkor a testet csak a sulyerd tartja korpalyan, azaz
2

Sm% = 3myg. (1.12.7)

Behelyettesités utdn a minimalis inditdsi magassag

27
H=§R. (1.12.8)

Rugalmas iitkozések

1.13. Feladat: Mutassa meg, hogy a kemény asztallapon pattogd m tomegii golyé hosszi id6

atlagaban mg er6vel nyomja az asztallapot!

Megoldds: Ha a goly6t & magassagbdl leejtiik, az v = \/2gh sebességgel csapddik be az asztal-
lapba. Tokéletesen rugalmas iitkozéskor a sebesség nagysidga nem, csupan az irdnya valtozik

meg az ellenkezdjére. Ennek megfelelen a goly6 impulzusvéltozasa
AP =mv—(mv) =2mv =2m~/2gh. (1.13.1)

Két titkozés kozott eltelt Ar id6 (mely a mozgas sordn felléps atlagos erdhatas kiszamoldsahoz

sziikséges) kétszerese a szabadon esd test 7 magassagbol torténd esési idejének, azaz

Ar=2, ]2 (1.13.2)
g

Igy az dtlagos er
AP 2m/2gh
F=—=—"Y°2> = mg,
At 2 2h

8

(1.13.3)

ami a feladat allitdsaval megegyezik.

2014. november 17. 12


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

1.14. Feladat: Egy L oldaléld hasdbban az oldallal parhuzamosan, v, sebességgel mozog egy
m tomegt részecske.

(a) Mekkora atlagos erével nyomja a reészecske a szembenlévo falakat?

(b) Mekkora az 4tlagos nyomads, ha a mozgésra merdleges lapok feliilete A?

(c) Hogyan valtozik a megoldés, ha N részecske teszi ezt?

Megoldas:
(a) A részecske impulzusvaltozasa a fallal vald iitk6zés soran AP = 2mv,. Két egymast kovetd

titkozés kozott eltelt id6 pedig At = % Az titkdzések sordn fellépd atlagos erd tehat

AP 2mvy _mvg
At %L L

Vo

(1.14.1)

(b) A falakon ébred6 atlagos nyomas:

o

ny,

=7 (1.14.2)

p:

=[x

(c) N részecske esetén a falakat nyomo Fy erd, illetve py nyomds megsokszorozodnak:

2 mv2

my,
Fy=N—2" =N—2", 1.14.3
N L 9 PN LA ( )

(Megjegyzés: Utobbi eredmények szolgalnak a kinetikus gazelmélet alapjaul!)

1.15. Feladat: (HN 9C-32) Fiiggdleges siku, R sugaru korré hajlitott, merev huzalon a ra flizott

m tomegl gyongy a B. dbran lathaté modon lecstszik. A korpélya oldalsé pontjabdl nyugalom-

3. abra.

ban 1évd gyongy pusztin a gravitacid hatdsdra lecsuszik és rugalmasan iitkozik a kor legmélyebb

pontjdban nyugalomban 1év6 3m tomegii masik gyonggyel.
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(a) Az R sugdrral kifejezve hatdrozzuk meg, hogy milyen magasra emelkednek a gyongyok az
itkdzés utdn!

(b) Az iitk6zEs utdn a gyongyok surlédamentesen folyamatosan tovabb mozognak és Gjra rugal-
masan iitkoznek. Hatdrozzuk meg, hogy mennyi a gyongyok sebessége kozvetleniil a masodik

itkOozés utan!

Megoldas:
(a) A B.(a) dbra az R magassagbdl lecsiszo vy sebességili és m tomegli gyongy a 3m tomegl
(b) (c)
;» ____R“_.
01
wow ) %
1 "2 |
-— _—> hi : 5
m- 3m
4. 4bra.

gyonggyel val6 iitkozésének pillanatdt mutatja. Az litk6zés pillanatdig az R magassagbdl lecsu-

sz6 gyongy potencidlis energidja atalakul mozgdsi energiava:
L
ng:Emvo. (1.15.1)

Ezért az m tomegli gyongy sebessége vy = 1/2gR. A rugalmas iitkozés folyamatdra az impulzus
megmaradds mellett fenndll a mechanikai energia-megmaraddsa is. A B.(a) és B.(b) dbrdkon

bejelolt pozitiv irdnyok alapjan felirhatjuk az iitkdzés elotti és utdni lendiiletek mérlegét.
MV —moVy = —mMywy +mow,. (1.15.2)

A mechanikai energia-megmaradasa pedig a

1 1 1 1
Emlv%+§m2v§ = §m1w§+§m2w% (1.15.3)

egyenlettel fejezhet6 ki. Az (C137) és (CI1573) egyenletek egy éltalanos, egyenes menti rugal-
mas iitkozést irnak le. Esetiinkben m; = m, my = 3m, v; = vy, vo = 0 és wy, valamint w, ismeretlen
paraméterek. Atalakitva az (CI372) és (I123) egyenleteket:

my(vi+wy) =my(wy+v2), (1.15.4)

my (Vi —w?) = my(w—13) (1.15.5)

adédnak. Elosztva egymdssal a két egyenletet és felhaszndlva az a®>—b* = (a+b)(a—b) aznossigot
Vi—W1 =Wr—V) (1156)
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adodik. Az (TT56) és (TT3) egyenletekbdl kikiiszobolve a w, sebességet,

2 _
=2, e (1.15.7)
my+my my+ny
addédik. Analég médon
o) _
wy= i, T, (1.15.8)
my+my mp;+mp

Esetiinkben az iitkozés utdni sebességek (ldsd a B.(b) dbrdt) w; = w, = 2-nek adédnak. Mivel
a gyongyok sebessége az iitkozés utdn azonos, a gyongyok tomegiiktdl fiiggetleniil ugyanolyan
hy = h, = h magasba emelkednek (l4sd a B.(c) dbrdt). Az emelkedési magassdgot a mechanikai

energia-megmaradds segitségével szamolhatjuk ki. Az m tomegli gyongy esetében
mv(z) = —mgR. (1.15.9)

Az emelkedési magassag tehat h =R /4.

(b) Az (TI57) és (CI5R) egyenleteket felhasznalhatjuk a masodik iitkdz€és utdni sebességek
meghatdrozasdhoz is. Ebben az esetben a ,,beérkezd” sebességek nagysidga megegyezik az elsd
itkozés utdni sebességek nagysdgaval. Behelyettesitve az értékeket, a masodik iitkozés utan
wi =V és wy =0 adddik rendre az m és 3m tomegli gyongyok sebességére. A sebességek nagy-
sdga pont akkora, mint amekkora sebességgel kozvetleniil az elsd iitkozés eldtt talalkoztak a
gyongyok. Ez az eredmény nem meglepd, hiszen az (I'T52) és (I'T53) egyenleteknek két fiig-
getlen megolddsa van, melyek mindegyike kielégiti a lendiilet és energia-megmaradas torvényit.

1.16. Feladat: Orai megoldasra 3. feladat A B. dbran lathaté surlédasmentes palya A pontja-
bél elengediink egy testet. Végigcsiszva a B pontban iitkozik egy masik testtel.

(a) Mekkora v sebességgel ér az A pontbdl inditott test a B pontban 1év0 testhez?

(b) Milyen magasra emelkedik a mdsik test, ha az iitkdzés tokéletesen rugalmas (m, = mp/2,
h=1.8m)?

5. 4bra.

Megoldas:
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(a) A h m magasbdl kezd6 sebesség nélkiil induld, strléddsmentesen lecsiszo test sebessége
felhasznalva az energia-megmaradas elvét v = /2gh = 6 m/s.

(b) A tokéletesen rugalmas iitkozés esetében az
MAV = MAV4 +MpVp (1.16.1)

impulzus-megmaradds mellett érvényes a mechanikai energia megmaradasa is:

1 1
Emsz = EmAvf‘+§va123. (1162)
Az egyenletekben v, €s vp az A illetve B testek {itkozés utdni sebességét jeloli. Figyelembe véve,

hogy m4 = mp/2, e két egyenlettel a B test iitkozés utdni sebessége:

2 2

vp=—=v=—+/2gh=4m/s. (1.16.3)
33
A B test emelkedési magassaga pedig
2
hg=-2=0,8m. (1.16.4)
28

Altalanos iitkozések

1.17. Feladat: h; = 1,25 m magasbol m = 1 kg tomegt goly6 a Ar = 0,05 s id6tartamu kélcson-
hatds utdn h, = 80 cm magasra pattan vissza. Mekkora atlagos erdt fejtett ki a talaj a golyora

ezen iitkozés alatt?

Megoldds: A h; magassagbodl esd test

Vi =+/28h (1.17.1)

sebességgel csapodik be, mig a h, magassagba feljuto test a talajrol

Vo =1/28h, (1.17.2)

sebességgel pattan vissza. Az iitk6zés alatt a teljes impulzusvéltozas
AP =mv;—(—m»,). (1.17.3)

A talaj és a goly6 kozt ébredd erd ezért

P % _ m(\/ZghlA‘;\/ZghQ). (1.17.4)

Behelyettesitve a szdmadatokat F' = 180 N adddik.
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Folytonos kozegek impulzusvaltozasa

1.18. Feladat: (HN 8A-33) A 600 I/perc hozamu és 20 m/s sebességli vizszintes irdnyu vizsugar
fliggbleges falba iitkozik, s szdmottevd freccsenés nélkiil szétteriil rajta. Mekkora erdt fejt ki a
vizsugdr a falra? (A viz sfir@isége 1000 kg/m?.)

Megoldas: Jelolések: 1 =600 I/perc = 10 1/s = 0.01 m3/s, v =20 m/s és o = 1000 kg/m>. A falra
At 1d6 alatt
Am =npAt (1.18.1)

tomeg esik €s all meg. A beérkezd viz teljes impulzusvaltozdsa
AP =vAm=vnoAt. (1.18.2)
A falon ébredd erd

AP
F:E:vnQ:2OON. (1.18.3)

1.19. Feladat: (HN 8A-34) Egy nyugvo turbinalapatba vizsugdr iitkozik. A lapat a vizsugdr

irdnyat az B. 4bran lathat6 mdédon megforditja. A viz sebessége mind az iitk6z€s el6tt, mind

6. abra.

az iitkozés utdn v. Hatdrozzuk meg a lapatra hat6 erdt, ha az idSegységentként becsapddo viz
tomege !

Megoldés: Az idSegységentként becsapddo viz tomege

_Am

=—. 1.19.1
1= ( )
A beérkezd viz impulzusa I, = mv, a tdvozéé I, = —mv. Az impulzusvaltozis:
Al =2mv, (1.19.2)
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amellyel az ébredd erd:
Al A2 A
e, Nl Y (1.19.3)

F=r="A At

1.20. Feladat: (HN 8A-40) Egy 3000 kg tomegi rakéta meghajtisu irhajé egy helyben lebeg a
Hold felszine felett, ahol a g = 1,63 m/s?. Mekkora sebességgel bocsitja ki a rakéta a hajtéanya-
got, ha 2 kg/s sebességgel fogyasztja a fitbanyagot?

Megoldas: A kezdeti 1épésben tételezziik fel, hogy a  id6pillanatban az m rakéta v sebességgel
halad felfelé. Ekkor az impulzusa:
Iy =mv (1.20.1)

A t+ At id6pillanatban a Am kidramlott gdzzal kevesebb — azaz m— Am —, sebessége Av-vel n6
—azaz v+ Av. Ha kidraml6 gaz sebessége a rakétdhoz képest u — lefele iranyban —, akkor a Am
kidramlott gaz sebessége az all6 megfigyel6hoz képest: v—u. A t+ At id6pillanathoz tartoz6
impulzus:

L =m—-Am)(v+Av)+Am(v—u). (1.20.2)

A At alatti impulzusvéltozas:
Al =L -1, =mAv—ulAm. (1.20.3)

Az m tomeg( rakétdra hat6 ers: F =—mg. fgy az impulzus tétel értelmében:

Al Av  Am
F=-mg=—=L-11=m——u——-o. 1.20.4
ME= A TR TN T A, ( )
Felhasznélva a feladat szovegét, hogy a rakéta all, azaz ﬁ—;’ =0, u= %’f, valamint a rakéta tome-

gének idbbeli valtozdsat m(t) = my— ut (my a kezdeti tomeg), felirhato:

(mo— pr)g = puu(t), (1.20.5)

amelybdl

mo— it 3000—-2¢

2
Vildgos, hogy egyre kisebb kidramlasi sebességre van sziikség a csokkend tomeg miatt. A7 =0
idopillanatban u = 2445 m/s.

u(t) =

g=1,63 (1.20.6)

1.21. Feladat: (HN 8B-41) A 130000 kg tomegi rakéta fiiggdlegesen helyezkedik el a kilovo-
allason.
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(a) Mekkordnak kell lennie a hajtémiivek toléerejének ahhoz, hogy a rakéta 17 m/s? gyorsulds-
sal induljon felfelé?

(b) Hany kg/s a hajtéanyag fogyasztds akkor, ha a hajtégdz rakétdhoz viszonyitott sebessége
2100 m/s?

Megoldas: Jelolések: m = 130000 kg; a=17 m/s? és u = 2100 m/s.
(a) Az indulas pillanataban
ma=F —mg (1.21.1)

a rakéta mozgésegyenlete. Innen a toléerd

F =m(a+g)=3,51-10°N. (1.21.2)

(b) Ez a tolderd az u sebességgel kidramlo6 gaz kovetkezménye, azaz

FAt = (Am)u, (1.21.3)
amelybdl a hajtéanyag fogyasztas
Am F
— = —=1671kg/s. 1.21.4
N gls ( )

1.22. Feladat: Orai megoldasra 4. feladat (HN 8C-48) Egy fiiggblegesen 16g6, m tomegi
hajlékony [/ hosszusdgu lancot dlland6 v sebességgel engediink le az asztalra az [1. abran l4thaté

moédon. Adjuk meg az id6 fiiggvényében, hogy mekkora er6t fejt ki a 1anc az asztalra!
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Megoldis: A hosszegységenkénti tomeget jelolje A = 7; ar id alatti stillyedés hossza x = vr. Igy

m

ennyi id0 alatt m(r) = A\x = vt tomeg van az asztalon, amely

N, = ?vtg (1.22.1)

erovel nyomja az asztalt. Ez az ébredd erd egyik része. A masik rész ahhoz kotddik, hogy a v

sebességll dx hossz megall. Ennek a hossznak az impulzusvaltozasa:

2

Al=\dxv = ?vmv g @Az. (122.2)
A megallitasbol eredé masik rész
Al my?
Ny=—=—-. 1.22.3
2= T ( )
Az Osszes erd tehat )
N="rg+ ™ (1.22.4)

[ )

1.23. Feladat: (HN 9C-47) A Foldhoz viszonyitva v sebességli és idéegységenként j tomeget
szallitoé vizadram csapddik a turbinalapétra. Az iitkdzés hatdsara a turbinalapét egyenesvonalu
mozgésba kezd, mig a vizdram v/4 sebességgel visszafelé halad a F6ldhoz képest.

(a) Mekkora sebességgel mozog a turbinalapat?

(b) Hatdrozzuk meg v és u fiiggvényében, hogy mekkora er6 hat a mozg6 lapétra?

Megoldas:
(a) Az u sebességgel mozgd turbinalapaton fordul meg a vizaram. Figyelembe véve a relativ
sebességeket fenndll, hogy

1
v—u=u+Zv. (1.23.1)
Innen a turbinalapat sebessége
3
u=gv. (1.23.2)

(b) Ha m tomegt viz fordul meg, akkor annak impulzusvaltozasa
5
Al =2m(v—u) = va. (1.23.3)
A Ar id6 alatt a turbinalapatra beérkez6 tomeg

vV—u

m= i, (1.23.4)
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amellyel az impulzusvéltozas

25
Al = ﬁ,uvAt. (1.23.5)
Az ébredd erd Al 5
= — = — 8 12 .
A 3M (1.23.6)

2. Feladatok a gravitasios ero targykorébol. Kepler torvényei

Centralis erotér. Potencialis energia

2.1. Feladat: (HN 16B-16) A "szinkron" miihold akkora sebességgel kering korpalyan, hogy a
foldi megfigyeld szdmara nyugalomban 1évonek latszik.

(a) Magyarazzuk meg, miért csak az egyenlit sikjdban 1év6 palyédn lehetséges az ilyen mozgas!
(b) Hatdrozzuk meg a pdlya sugarat a Fold kozéppontjatdl mérve!

(c) Hatarozzuk meg azt a legtdvolabbi szélességi fokot, ahonnan ez a mihold a Fo6ldrél még
lathatd!

Megoldas: Jelolések: m a miihold tomege; M a Fold tomege; T a Fold forgdsanak periddus ideje;
R a miihold t4dvolsaga a Fold kozéppontjatdl; Ry a Fold sugara.

(a) A kormozgés a Fold forgastengelye koriil kell torténjen, amelyhez kizarélag e tengelyre me-
réleges er6 sziikséges. A Fold a centruma felé vonzza a testeket. Az elsd feltétel csak akkor
teljestil, ha a test az Egyenlitén van.

(b) A miihold tn. geostaciondrius palyan kering, azaz szogsebessége megegyezik a Fold forgas-

hoz tart6z6 w = ZT” szogsebességgel. A keringd miihold mozgédsegyenlete

mM

2 _

2.1.1)

A szdgsebesség behelyettesitése és az egyenlet dtrendezése utdn az R sugar

MT?
R=1/ 74 — =42170km. 2.1.2)
T

(c) Az szélesség kor, ahonnan a mithold még lathat6

R
cos@z%zO,lSll — 0=281,3". (2.1.3)
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2.2, Feladat: (HN 16B-31) Egy nem forgdé gémb alaku bolygd tomege M, sugara R. A bolygé
felszinérdl radialis irdnyban egy részecskét 16nek ki /M /(2R) sebességgel. Szamitsuk ki mek-

kora tavolsagra jut el a részecske a bolygd kdozéppontjatdl?

Megoldas: A mechanikai energia megmaradas tételét kell alkalmazni — figyelembe véve, hogy

az "eljutds" zérus pillanatnyi sebességet jelent —

I 5, mM mM
SV Y =Y (2.2.1)
ahol R’ a kérdéses tavolsag. A sebesség behelyettesitése utin
4
R = §R_ (2.2.2)

2.3. Feladat: Orai megoldasra 5. feladat (HN 16B-34) Jelolje M illetve R a Fold tomegét
illetve sugarét.

(a) Mekkora az a minimadlis v, sebesség, amellyel az egyenliton fiiggblegesen kil6tt test a Fold
felszinétdl éppen két foldsugarnyi magassdgig emekedik? A Fold forgdsat és a 1égkori surlodast
ne vegyiik figyelembe.

(b) A Fold forgdsat is szamitasba véve, novekszik, csokken vagy vdltozatlan marad-e az a, kér-

désre adott valasz szamértéke?

Megoldas:
(a) A mechanikai energia megmaraddsanak tételét alkalmazva
mM 1 , mM
_ + — = - —- 2. .1
TR M T TR 2.3.1)

egyenlet irhat6 fel, amelybdl a kérdezett sebesség:

4 vM
=1/5— =9152m/s. 2.3.2
Vo 3R 9152m/s (2.3.2)

(b) A Fold forgasa csokkenti ezt az értéket, mert a kinetikus energidban a sebesség négyzete van.
A forgashoz tartozé v, sebesség érintd iranyu (a kilovésre merdleges), amivel a kezdd sebessé
g f g y g g

négyzete: vj+v7; mindig nagyobb mint vg.

2.4. Feladat: (HN 16B-36) A Fold felszinén egy testet emeliink.

(a) Hatdrozzuk meg annak a munkdnak a nagysdgit, amivel egy 100 kg tomeg(i hasznos terhet
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1000 km-rel a Fold felszine felé lehet juttatni!
(b) Hatdrozzuk meg azt a tobbletmunkdt, ami ezen a szinten a hasznos teher korpélyara 4llitasa-

hoz sziikséges!

Megoldas: Adatok: v = 6,67 - 107" Nm?*/kg?; m = 100 kg; h = 1000 km. A Fold tomege:
M =6-10% kg; sugara: R=6,37-10° m.

(a) Az 4dltalunk végzett munka

R+h R+h
mM mM mM mM
W = ——dr=|yv—— =y —y——=1,42-10%]. 24.1
/R T dr {er TR T VReRC D ( )

(b) Az R+h sugdarnyi tdvolsdgban keringés feltétele, hogy az

mM V2
= 242
TR+ "R+ h (2.4.2)
fenndlljon. E keringéshez tartozé tobblet energia
1 1 mM
Epn=—mv* = —y——=2.7-10°T.* 2.4.
kin 2mv 2’7R+h ) O J ( 3)

* Megjegyzés: Tekintettel arra, hogy a Fold forog, és igy a rakéta nem all6 helyzetbdl indul,
ennél kisebb energidra van sziikség. Nem véletlen, hogy a kil6vé dllomasokat az Egyenlitéhoz

kozel igyekeznek telepiteni.

2.5. Feladat: (HN 16B-37) Mutassuk ki, hogy egy alland¢ stiriségii bolygé feliiletérdl a szokési

sebesség a bolygd sugardval ardnyos!

Megoldas: A gomb alaku bolygé térfogata:

4R’
V= 37T, 2.5.1)
tomege:
4R3
M=o o " (2.5.2)
A szokéshez minimadlisan sziikséges kinetikus energia
3
1, mM  mp*r 4R?T
— = = = 253
YW EY =T, me— (2.5.3)

Egyszertsitések utdn:

/8
V= g’)/Qﬂ'R, (2.5.4)
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2.6. Feladat: (HN 16C-47) * A B. abran lathat6 kicsiny test €s vékony rid mindegyikének
tomege m. A pontszer test a rdd vonaldban fekszik. A test L tdvolsdgban van a 2L hosszisagu

rid végétdl. Mekkora a kicsiny m tomegii testre hat6 gravitacios erd?

I I
L 1 2L I

I
I
m

8. abra.

m

Megoldds: A rid hosszegységnyi tomege A = 77,

igy a dx hosszhoz tart6z6 dm tomeg
dm = \dx. (2.6.1)

Legyen a dm tomeg x tdvolsdgra az m tomegd testt6l. A két test kozott hat6 eré nagysdga

d
dF =y=5". (2.6.2)
A teljes erd
3L 2 3L 2
mAdx m 1 m
F — =YV— | —— =—-. 263
/L e T I xIL 7312 ( )

2.7. Feladat: Orai megoldasra 6. feladat (HN 16C-58) Egy ember a Fold felszinén guggul6
helyzetbdl tomegkdzéppontjat 7 magassaggal tudja emelni. Szamitsuk ki annak a legnagyobb (a
Fold atlagstirtiségével azonos stirliségii) kisbolygénak a sugarét, amelyrdl ez az ember ugyan-

ilyen sebességgel felugorva elszokhetne, azaz elhagyhatnd annak vonzaskorzetét.

Megoldds: A h magassagba ugré ember kezdGsebessége

v=1/2gh. (2.7.1)

A kisbolygd M tomege a p stirliséggel és az R sugarral kifejezve

4R
M=o T (2.7.2)

A kisbolygdn v sebességgel felugré emberre a mechanikai energia megmaradds tételét alkalmaz-

zuk azzal az ismerettel, hogy a tdvolban a sebessége — igy a kinetikus energidja — zérus, masrészt

a tavoli pontban zérus a potencidlis energia. Felirhatjuk tehat, hogy
I, mM

Emv —’}/7 = 0, (273)
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amelybe a fenti tomeget behelyettesitve és az egyenltet a sugarra dtrendezve kapjuk:

R=] 3gh (2.7.4)
4o

2.8. Feladat: * Az M tomeg( R sugard bolygd egyenletes o tomegstirtségt.

(a) Hogyan valtozik az m tomeg( kicsiny testre hatd erd a bolygé belsejébe valé haladds sordn?

(b) Hogyan véltozik a potencidlis energia a bolygon beliil?

Megoldas:
(a) Ha az m test a bolygd belsejében, annak kozéppontjatdl r tavolsdgra van, akkor a gravitacios
erdhatdsba a bolygénak csak az r sugaron beliili része ad jarulékot. Ezért el6szor ezt a tomeget

kell kiszamolni. A bolygé stirlisége

M
=— 2.8.1
0 R (2.8.1)
amelybdl az r sugarhoz tartozé M(r) tomeg
M 4, r
M(r) = %R%r gr 7T=Mﬁ. (2.8.2)
Mostmar alkalmazni tudjuk a gravitacids er6torvényt
M(r)r mMZ; ¢ r
F=—" z(r)- =B M (2.8.3)
r- o r r-or Rr

azaz a kozépponttdl valé tavolsdggal linedrisan valtozik. (Az r/r vektor a radidlis egységvektor.)

(b) A bolyg6 felszinén a potencidlis energia végtelen tdvoli ponthoz képest

M
U,(R) = —’ymT. (2.8.4)

Ehhez az értékhez képest az r sugarnyi tavolsagnal

" r 1 ] 1 o1 1
U,(r)—Uy(R) = ’ WmMﬁdr: EfymMﬁ R:—va———va—. (2.8.5)

Igy az a gravitici6s potencidl az r pontban a végtelenhez képest

mM 1 1 mM
Uy ==+ M s =57 (280

Megjegyzés: Lathatd, hogy — taldn nem meglepd médon — a bolygd kozepén is véges a potencidlis
energia értéke
3 mM

U,0) = —577. (2.8.7)
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2.9. Feladat: A VIFIZ nevd, R = 40020 km sugarti és M = 6 - 10** kg tdmeg(i bolygé felszinétdl
R tavolsagban v, sebességgel keringd {irhajé palydjardl letér és a bolygd felszinébe csapddik.
Mekkora a becsapédds sebessége? (v = 6,67 - 107! Nm?/kg?)

Megoldas: Az tirhaj6 2R sugaru keringésére érvényes, hogy

2
Vo mM
— =Y 29.1
mor =V IR (2.9.1)
ahonnan Y
vy = Tog (2.9.2)

Masrészt érvényes a mechanikai energia megmaradas tétele, az a kezdeti kinetikai és potencialis
energidk Osszege egyenld a végss kinetikai €s potencidlis energidk 6sszegével, azaz

1 2 mM 1 , mM

—my, =—my —y——. 293
7™ AT SR 2 v R ( )

Ebbdl €s a v, sebesség belyettesitével a becsapddasi sebesség

V= \/v0+2”y— \/ TR = 3535m/s. (2.9.4)

Kepler torvényei

2.10. Feladat: M tomegt csillag koriil m tomegl bolygd kering ellipszis pdlydn (- a csillag
rogzitettnek tekinthetd) a B. dbra szerint. Az ellipszis fél nagytengelyét jeloljiik "a"-val. A
bolyg6 az Ry = R4 naptdvolban (A) v, sebességgel halad.

(a) Mekkora a napkozeli (B) tdvolsag?

(b) Mekkora a bolygé sebessége?

(c) Mekkora munkat végzett a gravitacids erdtér?

(d) Abrézolja grafikonon a potenciélis energia értékeket (A, B)!

Megoldas:

(a) Az ellipszisre nagytengelyére fennall6 6sszefiiggés

Rp+R, =2a, (2.10.1)
ahol Rp a napkozeli tdvolsagot jeloli. Innen ez a tdvolsag

Rp=2a—Ry. (2.10.2)
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B Vo, M

9. abra.

(b) Centrélis er6térrdl 1évén szd, fenndll az impulzusmomentum megmaradas tétele, vagyis
mRsvy = mRgvg, (2.10.3)

ahol vg a B pontbeli (napkozeli) sebességet jeloli. Innen

Ravo  Ruvg

= = . 2.10.4
"= Ry 2a-Ry (2.104)
(c) Az er6tér altal végzett munka
Lo, 1, 1 5 R
W = EI’I’ZVB— Emvo = Emvo (m -1 >0. (2105)

(d) Az A és B pontokbeli potencidlis energia értékeket a [0. dbra mutatja.

U0

10. abra.

3. Feladatok merev testek fizikajanak targykorébol

Forgatonyomaték, impulzusmomentum, impulzusmomentum tétel
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3.1. Feladat: Orai megoldasra 7. feladat (HN 10B-4) Egy F = fii+ f,j+ .k (fi=2N; f, =3
N; f. =0 N) er6 hat egy testre. A test a z koordindtatengely mentén fekvo forgdstengellyel van
rogzitve. Az erd azr =4i+5j+0k (x =4 m; y =5 m; z =0 m) pontban tdmad. Hatidrozzuk meg a

forgatonyomaték nagysagat és iranyat!

Megoldés: A forgatonyomaték definiciéja M =r X F szerint a

i j Kk
M=|x y z|=0fL—zfi+GEfi—xf)i+f—yfok (3.1.1)
K L

determindns kiszdmolasat kell elvégezziik. A szdmszeri adatok behelyettesitésével forgatonyo-
maték vektor
M = 0i+0j+ 2k, (3.1.2)

azaz a vektor nagysdga 2 Nm, irdnya a z tengely irdnyitdsdval megegyezik.

3.2. Feladat: Egy "L" hosszusagu kotél végén 0,2 kg tomegii test fliggdleges sikban kormozgast
végez. A pdlya csicsdn a kor kozéppontjara vett perdiilet fele akkora, mint a palya aljan, ahol a

tomeg kinetikus energidja 4 J. Mekkora az "L"?

Megoldas: Jelolések: m = 0,2 kg, E =4 J, valamint v, az also, v, a felsé pontbeli sebességek.

Mivel a pdlya alsé pontjan ismerjiik a kinetikus energiat, igy az

1
E=—m’ (3.2.1)
2
Osszefliggésbdl az alséponti sebesség
2E
vy =1/ — =V40m/s = 6,32m/s. (3.2.2)
m

Az impulzusmomentum N = (L =)mvL definici6jabdl kovetkezik, hogy a felsé pontban tigy lehet

a fele az als6 impulzusmomentumnak, ha a felsGponti sebesség

vy = % = V10m/s =3, 16 mis. (3.2.3)

A két sebesség valamint az alsé és felsd pontok magasssdga kozotti kapcsolatot a mechanikai
energia megmaraddsat kifejez6 osszefiiggéssel teremthetjiik meg:
1 1
Emvﬁ = Emv§»+mg -2L. (3.2.4)

Az also és felsd pontok kozotti tdvolsdg 2L. A behelyettesitések utdn a kotél hossza

L=0,75m. (3.2.5)
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3.3. Feladat: Orai megoldasra 8. feladat (HN 10C-48) A [[Il. 4bra egy G stlytd homogén hen-
gerre fliggbleges irdnyban haté F er6t mutat. A henger és a feliiletek kozotti nyugalmi sdrléddsi
egyiitthaté p = 0,5. Fejezziik ki a G fliggvényében azt a legnagyobb F erdt, amely még nem
inditja meg a henger forgasat!

11. abra.

Megoldds: Jelolje N, a also érintkezési ponton felfele mutatd tdmaszerdt, F;; a balrdl jobbra mu-
taté surlédasi erdt ugyanitt. Legyen N, a falndl jobbrol balra mutaté tdmaszerd, mig az itt hatd

felfele mutat6 surlodasi er6 Fy,. E mennyiségek kozotti kapcesolat

Fy = pNy (3.3.1)

F:v2 = /LNZ (332)

A henger akkor van egyenstlyban, ha a hat6 er6k ereddje és forgatdnyomatéka zérus. Azaz eldjel

helyesen — pozitiv az az erd, amely balrdl jobbra, illetve alulrdl felfele mutat — a fiiggdleges

irdnyban
0=F-G+N,+Fy, (3.3.3)
a vizszintes irdnyban
0=F;—N,. (3.3.4)
A forgatényomatékra
0=FpR+FoR-FR (3.3.5)

A fenti 6t egyenletbdl kell az F erdt kifejezni. A B3 és strl6dési erdk behelyettesitésével

7 s

illetve az B39 egyenletben az R-rel val6 egyszerisités utdn kapjuk:

0=F—G+N, +uN,, (3.3.6)
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a vizszintes irdnyban
0= uN,—N,. (3.3.7)

A forgatonyomatékra
0=pNy+uN,—F (3.3.8)

A B3 egyenletbdl N,-6t kifejezve és a B36 valamint a B3R egyenletekbe helyettesitve

0=F-G+(1+u*)N, (3.3.9)

0=+ 1)N, - F (3.3.10)

adddik. Az N, eliminalasaval az F' er6

+1
_ _HptD) o (3.3.11)
20+ pu+1
A 11 =0,5 behelyettesitési értékkel az F er6 maximalis értéke
F =0,375G. (3.3.12)

3.4. Feladat: (HN 13B-7) Homogén tomor henger cstszas nélkiil gordiil le a o szog alatt hajlé
lejtén. Bizonyitsuk be, hogy a csiszast gatlé nyugalmi tapadasi surlddasi egyiitthat6 legkisebb

értéke tga/3 kell, hogy legyen! (A henger tehetetlenségi nyomatéka 6 = %mRZ.)

Megoldés: A hengerre az mg sulyerd, az N = mgcos « tdmaszerd és az F; tapadasi surlddasi erd

hat. A mozgésegyenletek a haladé mozgasra

ma =mgsina—Fy, 3.4.1)
és a forgdmozgdsra
03 = F;R. (3.4.2)
A tiszta gordiilés feltétele az
a=Rp. (3.4.3)

Osszefliggéssel fogalmazhaté meg. A harom egyenletbdl az F; er6 alakja

mgsinq

F, = . 3.4.4)
mR?
1+
Figyelembe véve, hogy a tapadasi er6 maximalis, ha
F; = umgcos a, (3.4.5)
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igy ezt behelyettesitve a minimadlis p tapaddasi egyiitthat6 értékére — felhaszndlva a tehetetlenségi
nyomaték kifejezését —

mR2
6 3

mg sin o tg tg

= = 3.4.6
1+ ymgcosa 1+ (G40

1

adddik. Q.E.D.

3.5. Feladat: Egy tomor hengert és egy vékony fald csovet egyszerre engediink el egy adott
hajlasszog lejtd tetejérdl. Mindkét targy tisztdn gordiil.

(a) Hatarozza meg a henger tomegkoz€éppontjanak gyorsuldsat!

(b) Hatdrozza meg a cs6 tomegkozéppontjanak gyorsuldsat!

(c) Milyen messze gurul el a cs6, mig a henger s, utat tesz meg?

Megoldas: Jelolje o a lejtd hajlasszogét, 6, a henger és 0., a cs6 tehetetlenségi nyomatékat, F; a
tapadasi surlodasi er6t. Az m és R a gordiild test tomege és sugara. (0, = %mRz; 0., = mR?)

A lejtdén legordiild test mozgdsegyenlete a haladomozgésra
ma =mgsina—F;, 3.5.1)
és a forgomozgasra — 0 a gordiild test tehetetlenségi nyomatéka —
06 = F,R. (3.5.2)

A tiszta gordiilés feltétele az
a=R5. (3.5.3)

Osszefiiggéssel fogalmazhaté meg. E harom egyenletbdl a gyorsulds

a= sina. 354
- I%g (3.5.4)
(a) A henger gyorsuldsa
2
ap = me gsina = —gsina. (3.5.5)
m+ 2 3
(b) A cs6 gyorsuldsa
1
= ——gsina = ~gsina. (3.5.6)
m+ 23 2
(c) A henger az s, utat
2
PR L (3.5.7)
ap
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1d6 alatt teszi meg. Ezalatt a cs6

= —d,— = =5, (3.5.8)

utat tesz meg.

3.6. Feladat: Egy jojo kiils6 R sugara tizszerese bels6 r sugardanak. A jojo orséja koriili tehe-
tetlenségi nyomatéka jé kozelitéssel 6 = %mRz, ahol m a joj6 teljes tomege. A fondl vége nem
mozog.

(a) Szamitsa ki a joj6 tomegkodzéppontjanak gyorsuldsat!

(b) Hatdrozza meg a fondlban ébredd er6t!

Megoldas: Jelolés: a kotélers K és r=R/10.

(a) A joj6 tomegkdzéppontja koriili forgdsra vonatkozé mozgasegyenlet
05 =Kr, (3.6.1)
azaz a kotélerd hozza 1étre a 3 szoggyorsuldsu forgdst. A haladé mozgdasra felirhatd, hogy
ma=mg—K. (3.6.2)

A halad¢ és forgdmozgds kozotti kapcsolat (tiszta gordiilés)

a=rp. (3.6.3)
A hdrom egyenletbdl a gyorsulas
g 1
= =_—g. 3.64
(b) A kotélers
K >0 (3.6.5)
= —mg. 6.
5178

3.7. Feladat: Egy elhanyagolhat6 tomegli merev ridra harom pontszerd testet erésitettek. Az
egyik végén csapagyazott rid fiiggbleges sikban lenghet.

(a) Mekkora a tehetetlenségi nyomaték a csapagyra nézve?

(b) Mekkora lesz az also test sebessége a rud fiigg6leges helyzeten valé dthaladasakor, ha a 172,

abran lathato helyzetbdl kezddsebesség nélkiil elengedjiik?
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12. abra.

Megoldas:
(a) A felfiiggesztési pontra vonatkozé tehetetlenségi nyomaték:

0= my}=2mb*+3m(2b)* +m(3b)* = 23mb’. (3.7.1)

(b) A testek helyzeti energidjanak 0sszes megvaltozdsa:
AE;, =2mgb+3mg-2b+mg-3b = 11mgb. 3.7.2)
E helyzeti energiavéltozas alakul forgasi energidva:

1
AE, = Eewz, (3.7.3)

amelybdl behelyettesités utdn a szogsebességre kapjuk:

[22g

Az m tomeg test sebessége az alsé pontban:

220b
v=Rw=3bw=3 2—? (3.7.5)

3.8. Feladat: Homogén tomor tarcsa sugara 6 cm, tomege 1,5 kg. Nyugalombdl indul a motor

altal kifejtett 0,6 Nm forgatényomaték hatdsara. Mennyi id6 alatt éri el az 1200 1/perc fordulat-

1

szamot? (0 = 3mr?)

Megoldds: Jelolések: r=6 cm = 0,06 m, m=1,5 kg, M =0,6 Nm és f = 1200 1/perc = 20 1/s.

A forgdmozgés alapegyenlete szerint

08=M, (3.8.1)
ahonnan a 3 szoggyorsulds
M  2M
B= 5 3" 222,21/s°. (3.8.2)
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A szdgsebesség €s a fordulatszam kozotti osszefiiggés

w=2rf,
masrészt
w = ft.
A kérdéses fordulatszam eléréséhez sziikséges 1d6
2
1292 o s6ss.
5B

(3.8.3)

(3.8.4)

(3.8.5)

3.9. Feladat: Egy r =20 cm "tehetetlenségi" sugard, m = 40 kg tomegi kerék sugara R =30 cm.

Az R sugarhoz tartozé keréktomeget hanyagoljuk el.) Fiigg6legesen helyeztiik egy vizszintes

27 2

tengelyre. Egy M = 2.0 kg tomegl testet erdsitettiink a szélére tekert kotélre a [3. &brdnak

megfelel6en. Hatdrozza meg a kerék elengedés utdni kezdeti szoggyorsuldsat! (A kerékre: 6 =

mr?.)

13. abra.

Megoldas: Jelolés: a kotelben €bredd er6 K. A kerék forgémozgésara felirhatjuk, hogy

08 =KR,
mig az m tomegl test haladé mozgéséra
Ma=Mg-K.
A tiszta gordiilés feltétele, hogy
a=Rp.

E harom egyenletbdl a kiszamolt szoggyorsulds
f= MgR MgR
" 0+MR? mr2+MR?
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3.10. Feladat: Egy lendkerék fordulatszdma 60 rad/s-rél 180 rad/s-ra ndovekedett a rajta tortént
100 J munkavégzés kovetkeztében.

(a) Mekkora a tehetetlenségi nyomatéka?

(b) Ezt kdvetden egy 3-szor nagyobb tehetetlenségi nyomatéku 4ll6 kereket nyomunk a lendke-

rékhez. Mekkora lesz a kialakul6 kozos fordulatszam?

Megoldas: a, A végzett munka a kinetikus energiat véltoztatja meg, azaz

1 1
W= Eﬁwg—iewf, (3.10.1)

ahol w; a kezdeti, w, a végsd szogsebesség, 0 a tehetetlenségi nyomaték. Innen a tehetetlenségi

nyomaték

2W
——— =0,00694kgm’. (3.10.2)
Wy — Wi

0 =
b, Az impulzusmomentum megmaraddsa miatt
Ow, = (0+36), (3.10.3)

amelybdl
1
W= qwr= 45rad/s. (3.10.4)

3.11. Feladat: Egy m tomegd, 0 = %mR2 tehetetlensési nyomatéku kereket wy szogsebességgel
megforgatunk és zérus kezddsebességgel a . stirlédasi egyiitthat6ja talajra engedjiik.

(a) Mennyi 1d6 mulva fog tisztan gordiilni a kerék?

(b) Mekkora utat tesz meg ekdzben?

Megoldas:
(a) A kerék és a talaj kozott €bredd pumg strlédasi er6 kezdi halad6 (transzlaciés) mozgdsa-
ban gyorsitani a kereket, masrészt az surlédasi erd miatt ébredd forgatonyomaték fékezi forgd

(rotaciés) mozgasaban. A kerék haladé mozgdsara érvényes dinamikai egyenlet
ma = pumg, (3.11.1)

ahol a poziztiv elGjel a sebesség novekedését fejezi ki. Mig a forgdmozgasra felirhaté egyenlet

— a forgdmozgds alapegyenlete — a
08 =M =—pmgR, (3.11.2)
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ahol a negativ eldjel azt fejezi ki, hogy a sirlédasi erd altal 1étrehozott forgatonyomaték csok-

kenti a szogsebességet. Ezekbdl a kerék a gyorsuldsa és (5 szoggyorsuldsa

a=ug (3.11.3)
és R
B:—%. (3.11.4)
A v(t) sebesség és az w(t) szogsebesség egyszerlien
v(t) = ugt (3.11.5)
és P
w(t):wo—/m;g ‘. (3.11.6)
A tiszta gordiilés feltétele, hogy az
v(t) = Rw(t) (3.11.7)
feltétel teljesiiljon, azaz
R
Lugt =R (wo—%z). (3.11.8)
A 0 behelyettesitésével a kérdezett eltelt id6
R
= 240 (3.11.9)
3ug

(b) Az ekdzben megtett 1t

§s=—at"=—ug =— . (3.11.10)

3.12. Feladat: A [4. abran lathaté médon az m tomegt 0 = %mR2 tehetetlenségi nyomatéku
korongot egy lejtdn 7 magassagban elengediink. A lejtd tapadési strlddasi egylitthatdja i, ezért
a korong itt tisztan gordiil. A palya masodik fele viszont surléddsmentes.

(a) Mekkora sebessége és szogsebessége van a korongnak a lejt6 aljan?

(b) Milyen 4’ magasra megy fel a strléddsmentes emelked6n a korong?

(c) Mennyi a lejtd tetején a korong impulzus momentuma?

Megoldas:
(a) A korong a lejtdn tisztan gordiil, ezért sebesség €s szogsebesség kozott fenn dll a v =Rw. A

mechnikai energia megmaradés tétele miatt:
h ! 2 ¢ 19 2 (3.12.1)
mgh = —mv™+—-0w". A2.
s1=M T
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14. abra.

A két Osszefiiggés segitségével kifejezhetd a sebesség

4
V= ggh (3.12.2)
és
1 /4
=—1/=gh. 3.12.3
w=x1/38 ( )

(b) A lejtd jobb oldala strlédasmentes, ami azt jelenti, hogy a test a lejtén felszalad A’ és ott egy-

helyben forog w szogsebességgel. Azaz transzlacios kinetikus energidja alakul csak 4t helyzeti

energiava:
1
mgh’ = Emvz. (3.12.4)
Innen az emelkedés magassaga
2
K= §h' (3.12.5)

(c) A lejtd tetején forgd korong az impulzusmomentuma:

1 1 /4 gh
= = — R2— — = R —_—_. 12
N =0w 2m F: 3gh m 3 (3.12.6)

3.13. Feladat: Egy R =10 cm sugard, m = 1 kg tomegil tomor korong (0 = %mRZ) tisztan
legordiil egy 7 = 0,3 m magassagu lejtés palyan. A lejtd aljan nekiiitkozik a [3. 4bran l4thaté
fékezérugonak, amelynek iitkozbje és a pélya ezen szakasza surléddsmentes. A k =400 N/m
rug6dllanddji rugé nyugalmi hossza ly = 20 cm.

(a) Mekkora a korong sebessége €s szogsebessége a lejt6 aljan?

(b) Mekkora a korong impulzusmomentuma a rugé dsszenyomodésa utdn?

(c) Mennyivel nyomddott dssze a rugd?
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O

15. abra.

Megoldis:
(a) A korong a lejtdn tisztan gordiil, ezért sebesség €s szogsebesség kozott fenn dll a v=Rw. A

mechnikai energia megmaradas tétele miatt:
h=tm s Lo (3.13.1)
mgh=—mv~+—-0w". 13.
s1=M T

A két osszefiiggés segitségével kifejezhetd a sebesség

[4
V= ggh:2m/s (3.13.2)
= 1\/4 h = 20rad/s (3.13.3)
W=/ 38h= . 13.

(b) A lejt6 jobb oldala sirléddsmentes, ami azt jelenti, hogy a test a rugét 6sszenyomja és ott

egyhelyben forog w szdgsebességgel:

11 /4 [oh
= = — Rz— — = R - = lk 2 . 1 4
N =6w SR % 3gh m 3 0,1kg m~/s (3.13.4)

(c) A fentiek szerint a transzlacids kinetikus energidja alakul csak at rugalmas energiava:

Lo 1k(l 1? (3.13.5)
~—my = — - . A0,
PR

Innen az 6sszenyomddas mértéke:

2
A=lo—l=1/%=0,1m. (3.13.6)
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3.14. Feladat: Egy R sugard, m tomegli homogén tomegeloszlasi nem forgd kereket tengelyre
merdlegesen v, sebességgel meglokiink és a p surlodasi egyiitthatdju talajra engedjiik. A kerék
tehetetlenségi nyomatéka 0 = %mRZ.

(a) Mennyi id6 mulva fog tisztan gordiilni a kerék?

(b) Mekkora utat tesz meg ekdzben?

Megoldas:
(a) A kereket a talajra engedve a v, sebességgel ellentétes F; = —umg surlédasi erd hat, amely
egyrészt csokkenti a sebességet, masrészt a kerék kozéppontjara forgatonyomatékot ad, amely a

kereket forgdsba hozza. A transzlaciéra vonatkozé mozgasegyenlet

ma = F; =—pumg, (3.14.1)
amelybdl a gyorsulds
a=-—/g. (3.14.2)
Igy a kerék sebessége a
v(t) =vo—pugt (3.14.3)

fliggvény szerint valtozik. A forgémozgdsra a forgdmozgds alapegyenlete irhat6 fel, amely —

figyelembe véve a forgatonyomaték elGjelét —
05 = umgR. (3.14.4)

A tehetetlenségi nyomaték behelyettesitésével, valamint az egyenlet rendezésével a szoggyorsu-

las 5
HE
=2 3.14.5
B= (3.14.5)
A kerék szogsebessége az
2
wit)= 184 (3.14.6)
R
fliggvény szerint véltozik. A tiszta gordiilés feltétele, hogy a
v(t) = Rw(t) (3.14.7)
Osszefliggés teljesiiljon, azaz a
_ p2h8
Vo— gt _RTt (3.14.8)
fennélljon. EbbdI a tiszta gordiilésig eltelt idot kifejezve kapjuk, hogy
=0 (3.14.9)
3ug
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(b) A megtett tt az

1
s= v0t+§at2 (3.14.10)
négyzetes uttorvénybe helyettesitve
5 2
s= >0 (3.14.11)
18 pig

3.15. Feladat: ** A m tomeg(i R sugard homogén korongot forgastengelye koriil wy szogsebes-
séggel megforgatunk, majd lapjaval — a tengely merSleges a feliiletre — a sik asztalra helyezziik.
A korong és asztal kozott p surlédési tényezd van. Feltételezve, hogy korong egyenletesen
nyomja az asztalt, mennyi id6 mulva all meg a korong? (A korong tehetetlenségi nyomatéka
0 =1mR?)

Megoldés: A feladat megolddsdnak kulcsa az eredd forgatonyomaték kiszdmoldsa. Vezessiik be

a feliileti tomegstrtiséget, amely
m

0= (3.15.1)
A korongbdl tekintsiink egy r sugard dr szélességii korgytrit. Ennek tomege

dm =n2rndr. (3.15.2)
A korgyliri érint6je mentén ébredd dF; surlodasi erd

dF;=pudmg, (3.15.3)
amely erd a korgy(rl kozéppontjira vonatkoztatva

dM = pudmgr = 2wungr’dr (3.15.4)

forgatonyomatékot hoz létre. A korongra hat6 teljes forgatényomaték

R , . 27 ; 2
M= [ 2mrungr-dr= ?/ng* = gung. (3.15.5)
0
Felirva a forgdmozgas alapegyenletét
2
06 =M = gung (3.15.6)
a szogsebesség kiszdmolhato:
4 g
=-—. 3.15.7
s 3R ( )
A megillasig eltelt id6
3 woR
= 20 o 2H0T (3.15.8)
B 4pg

2014. november 17. 40


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

Impulzusmomentum megmaradasa

3.16. Feladat: (HN 12B-28) A 6. dbrdn l4that6 két tomor tdrcsa sugara R, egyik tomeg m,
a masiké 3m. A bemutatott modon sturlédasmentes csapdgyazdssal kozos tengelyre vannak sze-
relve. A felsé tarcsanak wg kezdd szogsebességet adunk, majd nagyon kis magassagbdl raejtjiik
a kezdetben nyugalomban 1évd alsé tdrcsdra. A tdrcsdk — a kozottiik fellépd surlddas hatdsara —
végiil kozos w szogsebességgel egyiitt forognak.

(a) A megadott mennyiségekkel fejezziik ki a végsd w szogsebességet, és

(b) a tarcsdk egymadson val6 sirlédédsa kozben keletkez6 h6mennyiséget!

(c) Mi lenne az egyenesvonald analogonja ennek a forgdsi "iitkozésnek"?

16. abra.

Megoldas:
(a) Kiilsd forgatonyomatékok hidnydban az impulzusmomentum megmaradds tételét alkalmaz-

hatjuk. Kezdetben a 3m tomegi test forog wy szogsebességgel. Az impulzusmomentum
1
Ni =030 = E3m}fe2wo, (3.16.1)

ahol 65,, a 3m tomegi test tehetetlenségi nyomatéka. Az Osszetapadds utdn egyiitt forog a két

test, az egyiittes impulzusmomentum

1 1
N> = (0 + 03w = (EmR2+ §3mR2)w, (3.16.2)

ahol 6,, az m tomeg test tehetetlenségi nyomatéka. Mivel N = N,, igy

1 1 1
E3mR2w0 = (EmR2+ §3mR2)w, (3.16.3)
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amelybdl
3
w=Zw. (3.16.4)
(b) A kezdeti kinetikus energia
E = 193mw3 = l3m}ezwg = gmszg (3.16.5)
2 4 4 ’
mig az Osszetapadds utdn
E, = l(em+e3m)wz = Ly = 2mszg. (3.16.6)
2 4 16

A két energia kiillonbsége, amennyi energia hé formdjaban jelenik meg:

3 9 3
AE=E,—E, = Zmszé —~ Emszg = Emszg. (3.16.7)

(c) Az egyenesvonalu analogon: a 3m tomegl v, sebességii test litkdzése a nyugvé m tomegl

testtel. Ekkor a kozos sebesség:

V= =1y. (3.16.8)

3.17. Feladat: (HN 12C-50) A 1. abra egy ry sugard korpalyan v, sebességgel vizszintes
surléddsmentes feliileten mozgd m tomegl testet mutat. A testre rogzitett és kicsiny lyukon
atvezetett fondl biztositja a centripetélis er6t. Most a fonalat lassan hizzuk ugy, hogy a test az
ro/2 sugard korpdlydra keriiljon. Szdmitsuk ki az m, az rq és v, fiiggvényében

(a) atest végsd sebességét és

(b) a fondl 4j helyzetve hiizdsa sordn végzett munkét!

(c) Mutassuk meg, hogy a végzett munka egyenld a test kinetikus energidjanak megvéltozdsaval!

Megoldas:
(a) Mivel jelen esetben a mozgds sordn mindvégig a kotélerd sugdriranyu, azaz centrélis, igy az
impulzusmomentum megmaradésdnak tétele alkamazhat6

mvgre :mv%. (3.17.1)

Ebbdl a test végsd sebessége
v="2v. (3.17.2)
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17. abra.

(b) A munka kiszdmoldsdhoz el6szor a K kotélerst egy kdzbenso r sugaru palyéra kell megadni.

Ehhez egyrészt Gjra alkalmazni kell az impulzusmomentum megmaraddsanak tételét
mvory = MVr, (3.17.3)

masrészt fel kell irni a korpalyan valé mozgésra a

K:mv7 (3.17.4)

mozgasegyenletet. E kettdbdl az origd felé mutaté K kotélerd

K=m—r. (3.17.5)

A végzett munka — figyelembe véve az erd és a radidlis egységvektor ellentétes irdnyat —

/2 2,2 1 11°7? 3
W= —/ro m%dr = Emvérg lﬁ} . = Emv(z). (3.17.6)
(c) A kinetikus energia megvaltozdsa
1 2 15 3 5
AE, = 5m(2v0) - Emv0 = Emv0 =W, (3.17.7)

ahogy annak lennie is kell.

Forgasi energia

3.18. Feladat: Az L hosszisagi m tomeg( rdd fiiggblegesen 4all, az alsé pontja sirléddsmen-

tes csapaggyal csatlakozik a talajhoz. Az egyenstlyi helyzetbdl kimozdul és a talajba csapddik.
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Mekkora a rid szogsebessége a becsapddds pillanatdban? A rud tehetetlenségi nyomatéka a rid

végére vonatkoztatva 6 = %mLz.

Megoldas: A talajszintet valasztva a potencidlis energia zérus pontjanak a rad — a rud tomegko-

zéppontjadnak — potencidlis energidja 4116 helyzetben

L
Eplzmgz, (3181)
mig a fekvé helyzetben
E,=0. (3.18.2)
A kezdeti kinetikus energia
E, =0, (3.18.3)

mig a végsd kinetikus energia a forgasbol szdirmazé

1
Ep= zewz. (3.18.4)
A mechanikai energiamegmaradas tételét alkalmazva (E,,, + Ey = E);; + Ej,) kapjuk, hogy
L 1 ,
—=—fw". .18.
mg> 29w (3.18.5)

A tehetetlenségi nyomaték behelyettesitése és az egyenlet rendezése utdn a szogsebességre

w=14/— (3.18.6)

adddik.

3.19. Feladat: * Az L szdrhosszisigu, szaranként m tomegl 1étra egyik laba a falndl all, mig
a masik ldba surléddsmentesen csiszhat a vizszintes talajon. A kezdetben 2« szdgre szétnyitott
létra széra csuszik, és a 1étra teljesen szétnyilva a talajba csapodik. Mekkora a létra szdrainak
szogsebessége a becsapddds pillanatdban? (A rig végpontjara vett tehetetlenségi nyomatéka

tml2)

Megoldas: A 1étra a becsapddas pillanatdban csak forgdmozgast végez. Ez beldthatd, ha végig-
gondoljuk a kovetkez6t. Ha a 1étra cstcsa — a két szar taldlkozdsi pontja — v, sebességgel halad,
akkor csusz6 talppont sebessége 2v,. A csucspont a becsapddds pillanatdban csak fiiggdleges
mozgéast végez (v, = 0), igy a csiszo talppont sebessége ugyancsak zérus. Azaz a létra egyetlen

pontja sem végez haladé mozgést. A kezdeti helyzeti energia alakul 4t forgasi energidva:
L 1
2mg§cosa:2§9w2. (3.19.1)
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Egyszer(sités és atrendezés utan mindkét rid szogsebessége

38
=2, 19.2
wy\[ 7 (3.19.2)

3.20. Feladat: * A h magassagu toronyugro a pallé szélén all és 6sszegornyedés nélkiil — merev
ridként — a vizbe fordul. (A ldba a pallén nem cstiszik meg a d6lés soran.) Mekkora szdgnél

valik el a pall6tol?

Megoldés: Jelolje o azt a fiiggblegessel bezart szoget, amelynél éppen elvélik a pall6tdl a to-
ronyugré ldba. Els6 1épésként szamitsuk ki mekkora ebben a pillanatban a szogsebessége. A

pall6 szintjét tekintve a potenciélis energia zérus pontjdnak a kezdeti helyzeti energia

L
E, = mg=, (3.20.1)
mig a dolt helyzetben
L
E, :ng cosq. (3.20.2)
A kezdeti kinetikus energia
Ey =0, (3.20.3)

mig az elvilas pillanatdhoz tartoz6 forgasbol szarmaz6 kinetikus energia
L
Ep, = Eﬁw . (3.20.4)

A mechanikai energiamegmaradas tételét alkalmazva (E,; + Ey = E,;» + Eio) kapjuk, hogy

L L 1
mgo =mgy cosa+§9w2. (3.20.5)

A tehetetlenségi nyomaték behelyettesitése €s az egyenlet rendezése utdn a szogsebességre azt

w= \/?%g(l—cosa). (3.20.6)

A rud tomegkozéppontjdnak sebessége

L /3
V= Ew = ZgL(l —CoS ). (3.20.7)

7 2

Az elvalas pillanatdban — egyetlen er6ként — az mg sulyerd radirdanyu (radidlis) komponense hat

kapjuk, hogy

és tartja korpalyan a riad tomegkozéppontjat, azaz

2

)

<

m

=mgcosq. (3.20.8)

~
Sllgl
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A sebesség behelyettesitése és az egyszerisitések utan
3
cosa = 7 (3.20.9)

adédik, amelybdl az elvalds pillanatdhoz tartozé szog o = 64,62°.
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