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ELOZETES:

A Christoffel-szimbolumok szemléletes definicidja (Id. Thomas Moore):

aéa _ ‘y -
axf = Lap®y (1)

1. MIT JELENT AZ "ABSZOLUT DERIVALT", EGY d VEKTOR IRANYDERIVALTJA EGY U
ERINTOVEKTORRAL JELLEMZETT GORBE MENTEN?

. . - ; e . dx®
A gorbét az x* (1) paraméteres alak irja le. A gérbe érint6vektora tehat: u® = %. Van egy

d vektorteriink is ugyanezen a sokasagon. Kérdés: milyen iitemben viltozik az d vektortér,
mikdzben haladunk az adott gérbe mentén?

da ( )= da“ 5t dé, da” L ge dxP 0é, ()] =
i d/la“_d/l ey B el ey e
da > da 2 da% >
=——é ta uBI‘;/B y =" ta YuPTyy (E-I_ }f‘ﬁayuﬁ)ea. (2)

Tehat az abszolut derivalt (gorbe menti derivalt) a-komponense:

(Z—f) = S+ TP, (3)

Megjegyzés: az "abszolut derivaltra" a - szerintem nagyon logikus és szemléletes - (Z—;)a
jelolést Moore haszndlja, a %{1 kifejezést6l valé megkiilonboztetésre. (A kett6 csak a lokalis
Descartes-koordinatarendszerben ugyanaz!) Szinte mindenki mds az egyaltaldan nem
szemléletes Dd;jljeldlést hasznadlja ugyanarra, amire Moore a (Z—j{)a—t. Masik megjegyzés: az
"abszolut derivalt" kicsit megtévesztd név, azt sugallja, mintha itt valami kilénleges, a
‘normalis' derivalttdl eltérd differencidlszamitasrol lenne sz6 (a ngeldlés isezta

benyomast erdsiti), holott ez maga a derivaltja egy vektornak (ezért jobb az egyszer(i és

. da\% . ...
szemléletes = jelolés).



2. MIT JELENT EGY a VEKTOR "KOVARIANS DERIVALTJA", V, a*?

Fejezziik ki, mennyit valtozik egy vektor két kdzeli pont kdzott:

Descartes-koordinatarendszerben ezt varnank:

dd = daté, = 2% dx2é (4)

- " gxa ue
De ez altalanos esetben nem jo, mert a bazisvektorok is helyrél helyre valtozhatnak, azaz a
koordinatdk flggvényei lehetnek (Id. (1)). Az altaldnosan érvényes képlet:

5 . . , Oa* . de,
a = a~e =aa”e a~de, = ——ax—e ar ——ax— = =
d d( # ﬂ) da* u +atd u Ox® dx*® u +at dx< dx“ [(1)]

da* az u art 3 da* az Y art 3
= 3xa dx“e, + a*dx"I, e, = ax_“dx e, +a’dx“l;,e, =
aa“ u -
— = Y 24
= (axa + [ a )dx €y (5)
A zardjelben levé kifejezés az, ami a fenti Descartes-koordinatarendszerbeli targyalasban
2 dak . . , s, . s s . . , . - .
szerepl6 a Py kifejezés szerepét atveszi. A zardjeles kifejezést hivjuk az a vektor "kovarians

derivaltjanak", vagy "abszolut gradiensének" (az utébbi pl. Moore széhaszndlata):

_ 6a” u
Vaa“ = (3x_‘7‘ + l"yaay (6)

Precizebben: az V,a* szimbdlum az d vektor x* koordindta szerinti kovaridns derivaltjdnak
u-komponensét jeldli.

Hogy az (5) alatti bekezdés még szemléletesebb, érthet6bb legyen, vegyiik az (5) elején és
végén levd vektornak mondjuk a f-komponensét:

(dd)P = [(g% + Tfoa) dx“é’u]ﬁ. (7)

A jobb oldal - mivel vektorok sulyozott 6sszegének S-komponense egyenl6 a vektorok -
komponensének sulyozott 6sszegével - igy irhatd:

dat R B dat L A\B
[<ax“ + F)f‘aay) dx“eﬂ] = (W + F)f‘aay) dx*(é,)" =
dak daP
= (# + F]f‘aay) dx*8f = (a% + Ffaay) dx® (8)

Ezt visszahelyettesitve (7) jobb oldalara:



B
(da)f = (% + Ffaay) dx®, (9)

ami taldn még kozvetlenebbiil és szemléletesebben mutatja, hogy a kovarians derivalt (6)

. .. .. v . _ daf B
képlete - ami itt most a u 6sszegzbindex [-ra cserélése miatt a V,af = Py + Fyaa” alakot

Olti - miért helyes.

A fenti levezetések filozofidja ('filozofia#l') szerint (amit az (1) tiikroz) a vektorkomponensek
sima parcialis derivaldsa azért nem mdkodik, mert két kiilénb6zé helyen levé vektort
akarunk 6sszehasonlitani (ti. a komponenseiket), marpedig a masodik vektor helyén mar
mdsok a bazisvektorok!

Van egy masik filozéfia (Id. Poisson, nevezziik ezt 'filozéfia#2'-nek), amelyben a Christoffel-
szimbdélumok nem az (1) egyenlet szerint vannak definialva. Eszerint a gondolkoddasmaéd
szerint is a vektorkomponensek sima parcidlis derivaldsa azért nem mikodhet, mert eleve
két kiilbnb6z6 helyen levd két vektort akarunk dsszevetni, de ez azért probléma, mert a két
vektor két kiilonbozé 'vilagban' (tangenstérben) Iétezik!

Eszerint a gondolatmenet szerint a levezetés a kovetkez6képpen megy (Poisson nyoman):
Azt szeretnénk kideriteni, hogy egy d vektormez8 mennyit véltozik egy P ponttdl egy Q
pontig. Ehhez azonban a Q pontbdl az ottani d(Q) vektort 'transzportalni' kell a P -be, hogy
ott kdzvetleniil 6sszehasonlithassuk az eredetileg is P-ben levé d(P) vektorral (ill. a
komponenseiket 6sszehasonlithassuk). Tehat:

da)* = (i)’ — @@’ = @@)" - @@’ +@-®)" - @w)” (o

A masodik |épésben cselesen hozzdadtuk és ki is vontuk a kifejezéshez a (&(Q))ﬁ tagot. Az
elsé két tag egy olyan kilonbség, amelyben a két helyen levé vektor -komponensét
‘naivan’' kivonjuk egymasbdl. Ez nem lesz egyenl6 a vektor valdédi megvaltozasanak -
komponensével - akar a 'filozofia#l'-gyel, akar a 'filozofia#2'-vel indokolhatjuk ezt -, csak
Descartes-koordinatarendszerben. Mindenesetre ez a koordinatadifferencial igy irhato:

daP

R B o B
(@@)" —(aP))” =daf = e dx©. (11)
A (10) jobb oldalan levé harmadik és negyedik tag 6sszevonva egy nagyon hibrid, 6szvér
kulonbséget adnak: a Q-ban levd vektor P-be transzportalt valtozatanak f-komponensébdl
(ahol a vektorkomponenseket a P-ben levé koordindtarendszerben allapitjuk meg!) kivonjuk
ugyanezen vektortér eredeti Q helyen levé vektoranak f-komponensét (amit a Q-ban levé
koordinatarendszert felhasznalva allapitunk meg!). [Végsé soron itt deriil fény a '#1 és #2

filozéfiak' kbz6tti sszhangra, mert ez a (dr (P))ﬁ - (Ei(Q))B kiilbnbség azt vildgitja meg,
hogy a P és Q kézott mennyit vdltoztak a koordindta bdzisvektorok, csakugy, mint az '#1
filozéfidban'.] Ez a fajta filozéfia ezen a ponton vezeti be a Christoffel-szimbdlumokat, azzal

a kijelentéssel, hogy a (c—iT(P))B - (Ei(Q))B kilonbségtél megkoveteljik, hogy a linearis
legyen a két pont tdvolsagaban, azaz dx%-ban is, és a P-beli eredeti vektormezé
koordinataiban, azaz (&(P))y—ban is:



(@) - (@W@)" =1t axa(acp))’ (12)

Ez most a Christoffel-szimbdlumok definicidja! Tanulsagos dsszevetni a - szerintem -
szemléletesebb, elegansabb (1) definicidval. A (11)-et és (12)-t behelyettesitve (10) jobb
oldaldba a (10) igy irhat:

B B
(dd)f =25 dx® +T%,dx?(d(P))" = (‘;% + rfyay) dx®, (13)

ez pedig megegyezik a (9) egyenlettel. Tehat a 'filozofia#2' is elvezet minket a kovarians
derivalt (6)-os képletéhez.

A fentiekben az d kontravarians vektor kovarians derivaltjarél volt szé. Egy b kovaridns
vektor, ill. egy T tenzor kovarians derivéltjara az aldbbi - (6)-hoz hasonlé - képletek addédnak
(nem vezetem le Gket, de kdnnyen levezethet6k azzal a triikkel, hogy a szorzat derivaltjanak
Leibnitz-szabalyat alkalmazzuk):

ab
v,.b :M—Z—Fgﬂby (14)
v .ThY = T’y 8 79r L oY 7Be _ e phY 15
066_axa+a(p 8+a(p §  tast ¢ (15)

ahol az utébbi esetben konkrét példanak egy kétszeresen kontravarians, egyszeresen
kovaridns tenzort valasztottam. Skaldrmez6 kovaridns derivaltja nagyon egyszer(: az f
skaldarmez6 egykomponensi mennyiség (a sokasdg minden pontjaban 1-1 szdm), az értéke
egy adott pontban fliggetlen attdl, milyen koordinatarendszert haszndlunk, tehat nem okoz
bonyodalmat, hogy kdzben a koordinatabazisvektorok pontrél pontra vdltozhatnak. Tehat:

Vof = 55 (16)
A g metrikus tenzor kovaridns derivaltja zérus. Ezt egy zsenialis érveléssel lathatjuk be. (A
metrikus tenzor kétszeresen kovaridns tenzor, kovarians derivaltjanak képletét a (15)
mintdjara konnyd felirni, 3 tagbdl fog allni, amelyek koziil az elsé egy parcidlis derivalt, a
masik kett6ben pedig a Christoffel-szimbdlumok vannak.) Tudjuk, hogy a metrikus tenzor
komponensei Descartes koordindtarendszerben 0-k és 1-esek (térid6ben: Minkowski-
koordindtarendszerben 0-k, 1-esek és (-1)-esek). Tehat konstansok, nem fiiggnek a
koordinataktdl (ezekben a konkrét koordinatarendszerekben!). Vagyis ebben a Descartes- (v.

)
Minkowski-) koordinatarendszerben ;x“f
Christoffel-szimbdélumok is nulldk. Tehat ebben a koordinatarendszerben

= 0. Ugyanebben a koordinatarendszerben a

Vugaﬁ = 0. (17)

[Fontos megjegyzés: a Descartes-, ill. Minkonwski-koordinatarendszerrel nem korlatoztuk a
targyaldsunkat gorbiletlen sokasagra! llyen lokalis koordindtarendszerek gorbiilt sokasagon
is tetsz6leges pontban felvehetdk!] A (17) viszont tenzoregyenlet, egy tenzor nullasagat

fogalmazza meg, ami ha egy bizonyos koordinatarendszerben teljesiil, akkor barmilyen mas



koordinatarendszerben (pl. polarkoordinatakban, stb.) is teljesil! Tehat a metrikus tenzor
kovarians derivaltja zérus.

3. VISSZATERUNK AZ ELSO PONTHOZ, EGY d VEKTOR ADOTT, 1 ERINTOVEKTORRAL
JELLEMZETT GORBE MENTI IRANYDERIVALTJAHOZ, AMIT MOST MAR MAS MATEMATIKAI
FORMABAN IS KI TUDUNK FEJEZNI

) . . dx®
(A gorbe érintévektora, mint fent: u* = L.)
da

-

et . o i C o da\H
Allitas: az abszolut derivalt (gorbe menti derivalt) u-komponense, (d—;l) ,azu®V,a#

szimbdélummal is leirhata.

Bizonyitas:
dx%® (dat dat da\*
a === boay) = 224 K oyya = (_)
u*v,a 0 (axa+r‘yaa ) 0 + [ ,atu ) (18)
ahol az utolsé |épésben (3)-at hasznaltuk fel. g.e.d.

A fenti kifejezést Stephani (p. 133) Ugy hivja, hogy "az d kovarians derivéltja az il irdnyaban".

4. M| A GEODETIKUS? MI A GEODETIKUS EGYENLET?

A. definicié: Egy gdrbét akkor neveziink geodetikusnak, ha két régzitett pont kézétt az
extremdlis hosszt valdsitia meg.

A metrikus egyenlet:
dl? = gpxxF. (19)

Tehat egy A-val paraméterezett x*(A) gorbe - vagy vilagvonal - hossza adott P és Q pontok -
vagy események - kdzott:

L= [0 |tgap 57 i d, (20)

dx®

dar’
id6szer( vagy térszer(-e. Az | gérbehosszt akarjuk extremizalni, ez pont olyan feladat, mint
amikor a 'legkisebb hatds elvét' szdmoljuk mechanikdban. Azaz a (20) integral belsejében

levé négyzetgyokos kifejezést tekintjuk 'Lagrange-fliggvénynek':

ahol x% = és a négyzetgyok alatti elGjel attdl fligg, hogy (téridében) a vildgvonal



L(x%, x%) = /igaﬁ X% xP (21)

és felirjuk ra az Euler-Langrange egyenletet:

d oL oL

aioze axe O (22)
Az egyenletet megoldva (elég hosszadalmas szdmolas, |d. Thomas Moore, 8. fejezet) azt
kapjuk, hogy

d2 a dxPdx¥ _

—= Ty = 0. (23)
Ez a geodetikus egyenlet. Ezt az egyenletet elégiti ki egy gorbe x*(A) implicit formaban
felirt alakja, ha az a gorbe extrém tavolsagot valdsit meg két adott pont kozott. A (23)
szemléletes jelentése: leirja, hogy a geodetikus vonalak milyen kinézetiiek egy adott
koordinatarendszert alkalmazo 'térképen'.

B. definicid: Egy gorbét akkor neveziink geodetikusnak, ha az érintévektora a gérbe mentén
pdrhuzamos eltoldst szenved.

A B definicié mas széhasznalatokkal azt mondja, hogy ha egy gorbe geodetikus, akkor (a) az
érintévektora nem valtozik a gérbe mentén, vagyis (b) az érintévektoranak az 'abszolut
derivaltja' zérus, vagyis (c) a gérbe érintévektordnak irdnyderivdltia magdnak a gérbének a
mentén zérus! A (3) egyenlet alapjan, az d vektor helyébe is az % vektort irva:

(&) =2 4 rguruf = o. (24)

C = — dx% o ooi .
Mivel i a gorbe érintévektora, azaz u® = ——, a (24) masodik egyenlésége igy irhato:
& da

d2 4 re @ dxP dx¥

aaz " UBY aa aa =0, (25)

vagyis a B definicid is eljuttatott benniinket - rendkivil egyszerien - a (23) geodetikus
egyenletig. Ezzel bizonyitottuk, hogy a geodetikus fenti A és B definicidi ekvivalensek. A (23)
formaban irt geodetikus egyenlet csatolt differencidlegyenlet-rendszert ad arra az N db
x*(A) fuggvényre, amely a gorbét az adott koordinatarendszerben leirja. (N a sokasag
dimenziészama.) A geodetikus egyenletet - ha nem az x*(A) fuggvényekkel akarjuk felirni,
hanem szemléletes tartalmukat szeretnénk demonstralni - a (18) 0sszefliggések segitségével
az alabbi rendkivil elegans alakokban is felirhatjuk:

Z—Z =0, aholu®* = %, (geodetikus egyenlet) (26)
vagy:
u®vV,ut = 0, aholu® = ax? (geodetikus egyenlet) (27)

aa



5. MIT JELENT EGY a VEKTORMEZONEK EGY 1 VEKTORMEZO SZERINTI LIE-DERIVALTIA?

Friedman nagyon szemléletes képét kdvetve az U vektormez6t egy staciondrius
folyadékdramlds sebességtereként képzeljik el. A szemléletes kép szerint ez a folyadék
képes magaval sodorni valamit. Hogy mit, arra mar a kiilonb6z6 magyardzatok mas és mas
interpretaciot javasolnak.

Az alapvetd személetes kép és egyben a Lie-derivalt definicidja: egy d vektormez4t egy adott
pontban Ugy Lie-derivaljuk az i szerint, hogy az d vektormez8nek az adott pontban levé
elemét, az ottani d vektort a folyadékdramlassal egy kicsit elsodorjuk, és 6sszehasonlitjuk az
elsodort d vektort azzal a vektorral, ami az d vektormez8 elemeként eredetileg ezen az Uj
helyen 'vart minket'.

Speciilis példa: El6zetes példaként (Friedmant kévetve) nézziink egy olyan d vektormezét,
amelyrél ki fog deriilni, hogy az U szerinti Lie-derivaltja zérus! Ehhez tekintsiink két kdzeli

folyadékrészecskét, melyeknek a palydja 1::(1:) illetve 7(t), és most specidlisan az a egy olyan
vektort jelentsen (egyeldre egyetlen egyet), hogy a két folyadékrészecskét a kezdé
idépillanatban ésszekétd vektor ennek az d vektornak egy konstans skaldrszorosa, ed legyen
(ahol € kicsi). Ezek utan elhatdrozzuk, hogy - ebben a specidlis példaban - Ggy csindlunk az a-
bél egy teljes vektormezét, hogy el8irjuk, hogy a ed vektor minden idépillanatban
"lekovesse", ahogy a két folyadékrészecske tovabbaramlik, és mindig 6sszekésse Gket. Errél
a specialisan kigondolt d vektormez8rél fogjuk kimutatni, hogy az U szerinti Lie-derivaltja
zérus. Tehat a most leirtak szerint megkoveteljik, hogy a

7(t) + ec‘i(?(t)) = 7(t) (specialis példa az a vektormezére!) (28)

relacié minden id6pillanatban (a e-ban linedris pontossagig) teljesuljon.

A (28)-et komponens alakban is felirhatjuk:

Tekintsiik a fenti egyenletet a kezd6 id6pillanatban, és derivdljuk t szerint! Az eredményt
komponens alakban irom fel, azaz a bal oldalon és a jobb oldalon kapott vektornak is
valamely a-komponensét fejezem ki. A (28) bal oldalat t szerint derivélva kapjuk:

(d_f)a te (d“(r(”)) = (@) +e a"’(?)‘; d(d’?ﬁ = (@@®)* + EuBZ;L; (29)

dt

A (28) jobb oldalat is t szerint derivaljuk:
2\ @ N4 e .l .l «
<Z—:) = (17(7’)) = [b(F+ ea(r))]a ~ (u(r))a + eaf inﬁ (30)

ahol a 2. [épésben (28)-at hasznaltam, a 3. |épésben pedig a Taylor-sorfejtést, amelyben az
€-ban linedris tagot hagytam csak meg. Ebben a specialis példaban tehat - amelyben a (28)
teljesil -, a (29) jobb oldala egyenld a (30) jobb oldalaval:



(17(?))“ + euf Z;L; = (ﬁ(?))a + eaf ngZ' (31)

tehat
poat _ pout _
ub ———a axﬁ_o' (32)

A (32) bal oldaldn lathaté kommutator-kifejezést definicid szerint az U és az a vektorok Lie-
zdrdjelének hivjuk, ami maga is egy kontravarians vektor:

U,dl% =uf— —af — (33)

da”® ou®
oxB oxB’

A 'Lie-zardjel' masik neve: az d vektortér U szerinti Lie-derivdltja (ami ebben a példaban
zérus).

(Lgd)® = [8,d]% = uf 2% — gf 2 (34)

vagy elegansabban, a komponens-jel6lést elhagyva:

Lyd

[u, d]. (35)

Egy kontravarians d vektor Lie-derivaltja tehat maga is kontravarians vektor. (Altaldban is
igaz, hogy barmilyen tenzor u szerinti Lie-derivaltja maga is ugyanolyan rend( tenzor.) Be
lehet ugyanis latni kozvetlen, algebrai Uton, hogy a (34) jobb oldalan alld, parcidlis
derivaltakat tartalmazé kifejezés mas koordinatdkra vald attéréskor ugy transzformalddik,
mint egy kontravarians vektor, dacara annak, hogy a parcialis derivalas mdvelete
6nmagaban nem tenzorképz6 mivelet. Ezek utan, mivel tudjuk, hogy a (34) jobb oldala
tenzor (azon belil kontravarians vektor), a parcidlis derivaltakat nyugodtan atirhatjuk
kovarians derivaltakra:

(Lzd)* = uPVga® — aPVpu® (36)

és ennek segitségével a komponens-jeldlést elhagyasaval a (35)-hez hasonlo, alternativ
vektorialis formaban is megfogalmazhatjuk a Lie-zardjelet, ill. a Lie-derivaltat:

Lzd=[udl=u-Vda—a-vu (37)

Nézzik meg még egyszer a (28) egyenletet! Azzal, hogy ezt az egyenletet minden id6pontra
megkéveteljiik, azt irjuk el8, hogy az az d vektor, amit az U sebességter( dramlas sodort az 7

helyrél az 7 helyre, megegyezzen azzal az d vektorral, ami mér eredetileg (az d vektortér

elemeként) azf helyen van. A mesterkélt példankban ezért lesz az d-nak u szerinti Lie-
derivaltja zérus, de ez csak ebben a példaban van igy. Viszont ebbdl megérthettik, mit csindl

a Lie-derivdlds miivelete: az a vektortér i pontban levé elemét sszehasonlitja azzal az a

vektorral, amit az U folyadékdramlds sodort az 7 helyrél az 7 helyre. Hogyan sodor el egy
folyadékaramlds egy vektort?? Specialis példankban ezt ugy vizualizaltuk, hogy az dramlas a



folyadékrészecskéket (a sokasag pontjait) sodorja el, a vektorunk pedig két kozeli
folyadékrészecskét 6sszekots szakasszal volt definidlva.

Nézzlk az altalanos, preciz targyalast. Itt Hraské targyalasmaddjara épitek, csak 'fuvallat' szé
helyett a folyadékaramlasi képet haszndlom, ill. szemléletesebb jeldléseket alkalmazok.
[Latni fogjuk, hogy ebben a kicsit formaibb targyaldasban |ényegében ugyanarrdl van szé,
mint Friedmannal. Csak ott, az d vektormez§ specilis volta miatt a (28) egyenlet id6 szerinti
derivalasaval kapott (29) és (30) kifejezések - kicsit konfuz mdédon - mintegy forditott logika
szerint m(ikddnek, mint alabb a (41), (42) kifejezések fognak.]

Azzal a kijelentéssel kezdjiik, hogy adva van két kontravarians vektormez6, d és 1, és az u-t
egy olyan vektortérnek képzeljiik el, amely a sokasag minden pontjat infinitezimalis
id&tartam alatt egy masik kozeli pontba sodorja:

A 7:’) =7+ eu(r),
komponens-alakban:
x% 5o ¥ =x%+ eu®(x) (38)

ahol € nagyon kicsi. Itt hangsulyozzuk, hogy a fenti 6sszefliggés nem koordindta-
transzformdcio, hanem 'ponttranszformacid’, amely az adott koordindtarendszerben helyezi
dt a sokasdg pontjait. (Ezt a matematikai kijelentést fejeztiik ki sokkal szemléletesebben
fentebb azzal, hogy a sokasagot folyadéknak képzeltiik el, az i pedig a folyadék
sebességtere, tehat leirja, hogy a folyadékrészecskék hogyan sodrddnak odébb. Tehat a
'ponttranszformacio’ azt jelenti, hogy maguk a sokasag pontjai sodrédnak odébb. Ebben a
szemléletes képben, ahol U sebességteret jelent, €, mint a (38)-bél lathatd, egy
infinitezimdlis id6tartamként foghato fel.) Ha a folyadékra valamilyen gorbét is
odaképzeliink, amelyet Ugy kapunk, hogy konkrét folyadékrészecskéket kotlink 6ssze a
képzeletiinkben, akkor az aramlas egy-egy ilyen gérbét is odébbsodor. Példaul egy x*(1)
paraméteres alakban megadott gorbe A paraméterdl pontjat az aramlds (38) szerint az

XA =x*(A) + eu“(x(l)) (39)

koordinatdju pontba sodorja. A gérbe érintévektora az eredeti A paraméter(i pontban a% =

dx® "y . . .
% volt, ezt a folyadékdramlds az Uj pontban (39) szerint az

dx*() _ dx*() , _ou*dxP) _

~a _
a (/D_ dA da Eaxﬁ dl

a* () + €2 abf (1) (40)

érintévektorra sodorja at. [Figyeljik meg, hogy d itt pontosan ugyanazt a szerepet tolti be,
mint a fenti, Friedman-féle példaban, ahol tényleges kozeli folyadékpontokat 6sszekotd
vektorként értelmeztiik.] Mivel a gorbe érint6vektora a kontravarians vektor prototipusa,
biztosak lehetiink benne, hogy a (40) egyenlet egyben azt a szabdlyt is leirja, hogy bdrmilyen
d kontravarians vektort egy U sebességtérrel jellemzett folyadékaramlds milyen a
kontravarians vektorba 'sodorja el'. A (40) képlettel leirt d vektor az 7 pontban van, tehat
jelélhetjik 5(5)—mal, és (40) alapjan komponens-alakban igy irhatjuk - most mar
elvonatkoztatva barmilyen A-paraméter( gorbétél:



a%(?) = a®(@) + e 25D 48(7) (41)
dxP

Ezt a vektort kozvetleniil 6sszehasonlithatjuk azzal a vektorral, amely az eredeti (nem

odébbsodort) d vektormez8 elemeként van jelen az 7 pontban! Erre a vektorra a kdvetkez6t
irhatjuk fel:

da®(7)
oxB

a®(F) = a®(7 + (@) = a®*(®) + euf (7) (42)
ahol Taylor-sorfejtést alkalmaztam, és az e-ban linearis tagot hagytam meg, a magasabb
fokuakat nem.

A Lie-derivaltat ezek utan (komponens-alakban) a

> _ a“ Tz —da Tz
(L) = 20 (43)
képlettel definidljuk. Ez a definiciéd nagyon szemléletes (az eredetileg ott lev6 vektort
osszehasonlitjuk az odasodort vektorral). (41)-et és (42)-t behelyettesitve a definicids
képletbe ezt kapjuk:

da®(7)
oxB

_ ﬁ - du? 17:)
af (7) 220 (44)

(Lgd)® = uf(¥)
ami pontosan megegyezik a fenti (34) képlettel, tehat innentdl kezdve itt is ugyanugy fel
lehet irni a (33), (35), (36), (37) alakokat. Figyeljiik meg, hogy bar a definicidban a (41) és
(42) kivondasakor két ;’)-pontbeli d vektort hasonlitottuk 6ssze, a végsé képletben csak az
eredeti 7 pontban levé d és i vektorok szerepelnek.

Most nézziink egy masik levezetést a Lie-derivalt képletére, Stephani alapjan. Nagyon
érdekes, hogy ennek bizonyos elemei szoges ellentétben allnak az el6z6 targyaldsmoddal. Az
el6bb hangsulyoztuk, hogy a (38) nem koordinatatranszformacio - a probléma soran
semmilyen koordinatarendszer-valtds nem torténik -, hanem 'ponttranszformacié’, azaz
magukat a sokasag pontjait sodorja odébb az elképzelt aramlas. A Stephani-
targyaldasmddban ennek az ellenkezgjét képzeljiik: itt is van a sokasagon definidlva egy d
vektormez6, és itt is van egy U 'sodréddsi mez6', csakhogy itt nem azért tudjuk az d
vektormezd P pontbeli és (azennek infinitezimalis kozelében levd) P pontbeli elemét
osszevetni, mert az d(P)-t az aramlassal elsodortatjuk a P pontba, hanem minden d vektor
marad a helyén, a sokasag pontjai is maradnak a helyiikén, csak képzeletben az U 'sodrédasi
mez8' minket (a 'megfigyel6t’) sodor el a P pontbdl a P pontba, és mikézben sodrédunk,
magunkkal vissziik a P pontbeli lokdlis koordindtavonalakat a P pontba! (Ld. az alabbi
abrat.) Itt tehat az d vektormez6t nem sodorjuk odébb, de mivel a P pontban lokélisan most
mar az a koordinatarendszer is rendelkezésre all, ami a P-ben van, igy az c‘i(ﬁ) vektor
komponenseit ebben az odatolt koordinatarendszerben leolvasva mar jogosan tudjuk ezeket
a komponenseket az d(P) vektor komponenseivel dsszevetni, hiszen 'ugyanarra a
koordinatarendszerre vonatkoznak'! Nézziik a részleteket.



elsodort
koordinata-
vonalak

11 vektortér

A fenti abrardl leolvashatd, hogy ha a P pont koordinatai x%, akkor a P pont koordinatai:
X% = x% + eu®(xP) (45)

(vo. (38)1).

Ide sodorja el a 'megfigyel6t' a P-bdl a 'folyadékaramlas’, és ide viszi 6 magaval a P-beli
koordinatarendszert. Ez a P pontban egy olyan koordinatatranszformaciénak felel meg,
melynek Uj, vessz6s koordinatai - amelyek az odasodrasbol szarmaznak - a kovetkezéképpen
fejezhet6k ki az eredetileg ott levd vessz6tlen koordinatakkal:

x% = x% — eu®(xP) (46)
mint az a fenti dbra alapjan konnyen végiggondolhatd. Hogy a kontravarians vektorok
transzformacids egyutthatdjat megkapjuk, vegyik (46) mindkét oldalanak parcidlis

derivaltjat x# szerint:

ax¥  a e ou(P)
axB — B oxB

(47)

A P pontban tehat ott van az &(13) vektor, amelynek komponenseit a vessz8s és a
vessz6tlen koordinatakkal is felirhatjuk, és a kett6 kozott a kontravarians vektorok
transzformacios szabalya teremt kapcsolatot:

a(P)_

(s - %&f))[ o0+ e ) -

( 55 — eagiép)) -af(x" + ew¥ (P)) =

da® (P) ou”* (P)

= a®(P) + ew’ (P)—_~ ﬁ(P) (48)
ahol a 2. egyenl6ségnél felhasznaltam (47)-et és (45)-6t, a 3. egyenl&ségnél Taylor-sorfejtést

irtam fel, az e-ban linedris tagot megtartva, végiil a gombdlyl és szogletes zardjelben levé



tagokat beszorozva és az e-ban ismét csak a linearis tagokat megtartva kaptam a
végeredményt.

Mivel a® (P) a vektortér P pontban levs elemének a a-komponense, de egy "olyan
koordinatarendszerben leolvasva, mint amilyen a P pontban is van", értelmesen vonhatjuk
ki bel6le a*(P)-t, a vektortér P pontbeli elemének a-komponensét (a P pontbeli
koordinatarendszerben leolvasva). Ezt a kiildnbséget e-nal elosztva kapjuk, definicid szerint,
a vektortér U szerinti Lie-derivaltjat a P pontban:

a® (B)-a%(P)
€

(Lzd)* = (49)

A (43)-mal 6sszevetve lathatd, hogy a kétféle definicié a Lie-derivaltra formalisan nem
egészen ugyanaz. A (49) jobb oldalat (48) alapjan atirva adédik, hogy:

da®(P) _
oxB

ou®(pP)

(La@) = uP (P) o

af (P)

(50)

ami viszont a (44)-mal pontosan megegyez6 alak, tehat 'megnyugodhatunk’. (A jobb oldal
elsé tagjaban az 6sszegzbindexet atirtam y-rél f-ra.)

Hogyan irhatjuk fel egy f () skaldrmezd u vektormez§ szerinti Lie-derivaltjat? A skalar
egykomponens(i mennyiség, egy adott 7 pontban egy adott, j6l definialt szdm, amelynek
értéke fliggetlen attél, milyen koordinatarendszert hasznalunk annak a pontnak a
kijelolésére. (VO. ezt azzal, amikor egy vektor komponenseit akarjuk leolvasni; ott nagyon is
szamit, milyen lokdlis koordinatabazisra vonatkoztatjuk azokat a komponenseket.) Ezért

amikor a folyadékaramlas az 7 pontbdl az 7 pontba sodorja a skaldrmez6 7-beli elemét,
akkor erre az odasodort értékre egyszerden irhatjuk, hogy

f(F) =r@ (51)

(V0. ezt a (41)-es 6sszefliggéssel!) Ezt a skalar szamot kdzvetlenil 6sszehasonlithatjuk azzal
a skalar értékkel, amely az eredeti (nem odébbsodort) f skaldrmez6 elemeként van jelen az

7 pontban. Ez utébbi értékre a kbvetkezst irhatjuk fel, Taylor-sorfejtéssel (vo. (42)):

~ - — > - - d d
f(F) =f(F+ei®) = f(@ + euf (P ;x(;) (52)
A Lie-derivaltnak a korabbiakkal konzisztens definicidja ebben az esetben (vo. (43)):

£yf = [OIO

€

Tehat a skalarmez6 Lie-derivaltjara a kovetkezé képlet adddik (vo. (44)):

o\ OF (7
Laf = uf ()LD (3)



Hogyan irhatjuk fel egy b(#) kovarians vektormezd i vektormezd szerinti Lie-derivéltjat? Az
eredményt nem vezetem le, pl. Hraskonal szerepel az érthet6 levezetés. [A levezetés azon az
Otleten alapszik, hogy ha egy kovarians vektormez&nek a skaldrszorzatat képezziik egy
kontravarians vektormezd@vel, akkor mar tudjuk, hogy az eredményil kapott skaldrmezé Lie-
derivaltjara a (53) képlet lesz érvényes.] A kovaridns vektormezd Lie-derivaltjdra a kovetkezd
képlet adddik (vo. (44)):

ouP @)
x4

d

(Lab) = uf (@ ’;‘;i:) + bp(P) (54)

Altaldnos T tenzormez6 Lie-derivaltjdra ezek utan mar kitalalhaté a szabaly [nem vezetem
le; a levezetésnek az az alapétlete, hogy megfelel6 szamu kontravaridns és kovarians vektor
szorzatara alkalmazzuk a szorzat derivalasanak Leibnitz-szabalyat]. Egy kétszeresen
kontravarians és egyszeresen kovarians tenzor konkrét példajan bemutatva (a képletben
minden mennyiség az * pontban van értelmezve, ezt most mar kiildn nem jellém):

af s
af 59Ty 5B ou” 5 ouf aB ou
L)y = S Ty o T 5 T T s o (55)

5. MIT JELENT A KILLING-VEKTOR?

(Ezt a részt Poissontdl adaptalom.)

Ha egy T tenzormez6 U vektormezd szerinti Lie-derivéltja zérus, és i egy gorbe
érintévektoraként értelmezhetd, akkor azt mondjuk, hogy a T a gérbe mentén Lie-
transzportalédik. Valasszuk ezek utdn a koordinatarendszeriinket Ugy, hogy az emlitett
gorbe az egyik - mondjuk a j-edik - koordindtavonallal egybeessen. (Gorog bet(ivel az olyan
indexeket jeldltem, amelyek 1-t6l a dimenzidszamig barmilyen értéket felvehetnek,
"futdindexek". Itt a konkrét koordinata jelolésére latin betds indexet hasznalok.) Ez azt
jelenti, hogy a gérbe mentén az 6sszes x% koordinata konstans (a # j), egyediil x/ valtozik,

, — . , P dx“ . s
és az u komponensei (emlékeztet6: u® = E) ebben a koordinatarendszerben olyanok,
hogy u/ = 1, az dsszes tébbi komponens nulla. i komponensei tehat mind konstansok,

. ouP . . .y « . . e
vagyis ;7 = 0, tehat (55) jobb oldalabdl csak az els6 tag marad meg, és az 6sszegzésbél ott
is csak a & = j jarulék:

ap
aT",
oxJ

(LﬁT)aﬁ = (Lie-derivalt a j-koordinatavonal mentén) (56)
14 J



Azt kapjuk tehat, hogy ha a tenzor Lie-transzportdlodik egy j-koordinatavonal mentén, akkor
aTaf
oxJ
komponensei nem fliiggnek az egyik koordinatatdl, akkor a tenzor Lie-derivaltja nulla lesz
'azon koordindtavonal mentén' (precizebben: az azon koordinatavonal érintévektora - mint
vektortér - szerinti Lie-derivalt lesz nulla).

= 0. Megforditva: ha egy tenzormez§ olyan, hogy az adott koordindtarendszerben a

Most ne akarmilyen tenzornak, hanem konkrétan a g metrikus tenzornak tekintstik a Lie-
derivaltjat valamilyen k vektormez§ szerint:

(£29) .5 = K*Vubap + GupVak* + gauVpk* (57)

ahol visszatértem a parcialis derivalt helyett a kovaridns derivalt jel6lésekre. (Ezt
megtehettem; indoklas: (36) folott). Kordbban lattuk, hogy a metrikus tenzor kovaridns
derivdltja nulla (1d. (17)). (57) tehat igy irhaté:

(Lﬁg)aﬁ = gugVak" + Ga,Vpk* = Vokg + Vpk, (58)

ahol az utolsd, nagyon kompakt és elegdns alakot Ugy kaptuk, hogy a (kovarians derivalds
szempontjabdl konstansnak tekinthet6) metrikus tenzort bevittiik a kovarians derivalt jel
mogé, és a k kontravarians indexét leszallitottuk vele.

Tegylik fel, hogy az adott koordinatarendszerben a metrikus tenzor komponensei nem
fuggnek a j-koordinatatdl. Az (56) alatti bekezdés értelmében, ha ezek utdn a k vektormez6t
ugy definialjuk, hogy éppen a j-koordinatavonalak érintévektoraibdl alljon, tehat k* = 6]-“,

akkor a metrikus tenzor k szerinti Lie-derivaltja nulla lesz:

(£29) 5 = Vakp + gk =0 (59)

Az ilyen k vektormezét Killing-vektormezének nevezziik, a (59) egyenletet pedig, amely az
ilyen vektormezdkre teljesil, Killing-egyenletnek. Fontos latni, hogy a (59) egyenlet tenzor-
egyenlet, tehat ha egy bizonyos koordinatarendszerben igaz, akkor akdrmilyen
koordinatarendszerben igaz. Marpedig, mint [attuk, a (59) abban a specidlis

koordinatarendszerben igenis igaz, amelyben g nem fligg az egyik koordinatatol, k pedig az
ezen koordinatahoz tartozé koordinatavonalak érint6vektora. Nem mindig van a
koordinatarendszer-valasztassal olyan szerencsénk, hogy a g-rél kiderdl: valamelyik
koordinatatdl nem fligg. Azonban a (59) Killing-egyenlet ebben a koordindtarendszerben is
mikodik: ha azt talaljuk, hogy egy k vektormezé eleget tesz ennek az egyenletnek, akkor az
a k - bar ez esetben nem fog egybeesni egyetlen koordinatavonal érint§jével sem - Killing-
mezd lesz, azaz a g metrikus tenzor Lie-derivaltja k szerint nulla lesz.

A Killing-vektormez6 fogalma nagyon hasznos, mégpedig azért, mert mozgasallanddkat
lehet a segitségével talalni. A mozgdsdllandd olyan mennyiség, amely egy geodetikuson
mozgo objektum vildgvonala mentén végig ugyanazt a szamértéket veszi fel. (Nem
térid6ben, hanem térben: a 'mozgdsallandd’ olyan mennyiség, amely egy geodetikus vonal

mentén végig ugyanaz a szam.) Konkrétan: ha egy k vektormezé Killing-mez6, akkor az U -



k skalarszorzat megmaradé mennyiség (mozgasalland6) a geodetikus mentén. Itt U a
[ T dx® . N . . . .
vildgvonal érintévektora (u® = %, tehat pl. tdmegpont esetén a négyessebesség), k pedig

a k vektormez§ 'kovarians valtozata' (Id. az (58) alatti bekezdést).
Az el6z6 bekezdés vastaggal irt allitasat most bizonyitjuk:

a(u ) K) = H(uaka) = Vﬁ(uaka) % = vﬁ (uaka)uB =
= ko uPVpu® + u*ufvgk, = 0 (60)

Az els6 egyenl6ségnél felhaszndltam (16)-ot, azaz azt, hogy egy skalar mennyiség valamely
koordinata szerinti parcialis derivaltja ugyanaz, mint az ugyanazon koordinata szerinti
kovarians derivéltja. A masodik sorban all6 egyenl&ség bal oldalan az elsé tag a (27)
geodetikus egyenlet miatt nulla, a masodik tag pedig azért, mert egy szimmetrikus tenzor
(u*uf) és egy antiszimmetrikus tenzor (Vgkg) szorzata csak zérus tud lenni. [Azt, hogy Vgk,
antiszimmetrikus tenzor, az (59) Killing-egyenletbdl [atjuk.]
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