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11. gyakorlat

Szükséges el®ismeretek: e�ektív potenciál centrális er®térben, körpálya stabilitása, radiális irányú kis rezgések, csatolt

rezgések, normálmódusok és sajátfrekvenciák;

Feladatok órai munkára

F1. Egy m tömeg¶ test vízszintes síkban súrlódás-
mentesen mozoghat. A testet két egyforma, D rugó-
állandójú rugóval az ábrán látható A és B pontokhoz
kapcsoltuk. Ekkor a rugók nyújtatlanok, hosszuk L.

a) Mekkora er® hat a testre, ha az AB szakaszra
mer®legesen x távolsággal kitérítjük? Hogyan közelít-
het® ez az er® kis kitérések esetén?

b) Mekkora a rezgésid® 2 cm-es amplitúdó esetén,
ha 1 cm-es amplitúdónál a rezgés periódusideje 2 s, és
AB ≫ 1 cm?

F2. Két pontszer¶, m és M tömeg¶ testet ideális
fonállal összekötünk, a fonalat pedig egy vízszintes,
súrlódásmentes asztal közepén lév® lyukon f¶zzük át.
Ezután az asztalon lév®, m tömeg¶ testet érint®irány-
ban meglökjük. (A fonál lelógó része mindvégig füg-
g®leges marad.)

a) Határozzuk meg a lehetséges körpályák sugarát
a fels® test J perdületének függvényében!

b) Számítsuk ki a körpálya körüli kicsiny, radiális
irányú rezgések körfrekvenciáját!

F3. Vízszintes asztallapon álló m tömeg¶, R suga-
rú, vékony, keskeny abroncs alján ugyancsak m töme-
g¶ test nyugszik. A kis testet az abroncs síkjába es®
vízszintes, kicsiny v0 kezd®sebességgel elindítjuk. Ho-
gyan mozog a továbbiakban az abroncs középpontja?
(A súrlódás mindenütt elhanyagolható.)

F4. Súlytalan rudakból és egyforma tömeg¶ tes-
tekb®l az ábrán látható kett®singát készítetjük el.
A rudak síkcsuklókkal kapcsolódnak egymáshoz és
a mennyezethez, a két csukló tengelye párhuzamos.
A mennyezetnél lév® csuklót állandó ω szögsebesség-
gel forgatni kezdjük.

a) Határozzuk meg a rendszer kis rezgéseinek mó-
dusait és azok sajátfrekvenciáját!

b) Mekkora kritikus ω szögsebességnél hajlik ki a
függ®legest®l a rendszer?

F5. Egy L hosszúságú, M tömeg¶ vékony rudat a
két végénél két egyforma, D rugóállandójú rugó tart.
Egyensúlyban a rugók hossza L. Függ®legesen lefe-
lé irányuló F er®vel a rúd bal végét a rugók hosszá-
nál jóval kisebb távolsággal kimozdítjuk az egyensúlyi
helyzetb®l. Írjuk le a rúd végeinek mozgását az F er®
megszüntetése után! A rugók tömege elhanyagolható.

Házi feladatok

H1. Egy M tömeg¶ deszka súrlódásmentesen mo-
zoghat vízszintes síkon, rajta pedig egy m tömeg¶, R
sugarú henger tud gördülni csúszásmentesen. A desz-
ka D rugóállandójú rugóval függ®leges falhoz kapcso-
lódik. Határozzuk meg a rendszer kis rezgéseinek sa-
játfrekvenciáit!



H2. Egy pontszer¶ részecskére az F = −αmr er®-
törvénnyel megadható er®tér hat, ahol α pozitív állan-
dó, m a részecske tömege, r pedig a részecske hely-
vektora. Adjuk meg a részecske pályáját, ha a kezdeti
id®pillanatban a részecske helyvektora r = r0i, sebes-
ségvektora v = v0j, ahol i és j rendre az x és y irányú
egységvektorokat jelölik.

H3. Egy m tömeg¶, pontszer¶ test a V (r) =
k ln(r/r0) centrális potenciálban mozog.

a)Mekkora sugarú körpályák lehetnek stabilak eb-
ben az er®térben?

b) Adjuk meg a (stabil) rc sugarú körpálya körüli
radiális irányú kis rezgések ω körfrekvenciájá a k para-
méter és a körpálya sugarának segítségével! Záródik-e
a pálya?

H4. Egy pontszer¶, m tömeg¶ test olyan centrális
er®térben mozog, melyet az

F (r) = −K

r2
e−r/a

alakú, vonzó jelleg¶ er®törvény ír le, ahol K és a po-
zitív konstansok.

a) Milyen rc sugarú körpályák lehetnek stabilak
ebben az er®térben?

b) Adjuk meg a (stabil) rc sugarú körpálya körüli
kis rezgések ω körfrekvenciáját!

c) Mutassuk meg, hogy a körpálya rc sugarától
mért kitérésben lineárisnak tekintett er®törvény mel-
lett létezhet zárt pálya! Adjuk meg azt az rc pálya-
sugarat, amelyre két teljes körbefordulás alatt a test
pontosan egy periódusnyi rezgést végez sugárirány-
ban!

H5. Egy egyenes, hosszú, vízszintes rúdra m és
M tömeg¶ gyöngyök vannak felf¶zve. A gyöngyöket
D rugóállandójú húzó-nyomó rugó köti össze. A kez-
detben álló rendszert az M tömeg¶ gyöngynek adott
v0 kezdeti sebességgel elindítjuk. Írjuk le a mozgást!

H6. Egy m tömeg¶, kicsiny gyöngyöt súrlódás-
mentes, vízszintes rúdra f¶ztünk fel, majd egy D ru-
góállandójú rugóval a függ®leges falhoz er®sítettük.
Ehhez a testhez egy L hosszúságú fonál segítségével
egy másik pontszer¶, M tömeg¶ gyöngyöt rögzítet-
tünk. Határozzuk meg a rendszer kis rezgéseinek sa-
játfrekvenciáit és normálmódusait!

H7. Két azonos tömeg¶ testet egy elhanyagolha-
tó tömeg¶ állócsigán átvetett rugalmas gumiszál köt
össze. A testeket az ábrán látható helyzetben tartjuk
(ekkor a gumiszál éppen nyújtatlan, majd a testeket
kezd®sebesség nélkül elengedjük. Az A test az indítás
után t0 id®vel válik el az asztaltól. Adjuk meg a két
test sebességét az id® függvényében!

H8. Egym tömeg¶, L hosszúságú homogén rúd az
ábrán látható módon van felfüggesztve egy L hosszú
fonálra. A rúd alsó végét egy kicsiny F∆t er®lökés éri.
Írjuk le a rúd legalsó P pontjának mozgását!

H9. Modellezzük a CO2-molekulát három go-
lyóval, melyeket egyforma, D rugóállandójú rugók
kötnek össze. A golyók (melyek tömegének aránya
m/M = 3/4) súrlódásmentesen mozoghatnak egy víz-
szintes rúdon. Ez a rendszer az ábrán látható módo-
kon rezeghet. Határozzuk meg a kétféle rezgés saját-
frekvenciájának arányát!

H10. Hat darab egyforma, m tömeg¶ és L hosszú-
ságú rúdból szabályos hatszöget állítunk össze. A ru-
dakat a végüknél csuklókkal látjuk el, a szomszédos
rudak közé pedig D∗ torziós rugóállandójú spirálru-
gót szerelünk (a rugók által kifejtett forgatónyomaték
D∗∆φ alakban írható fel, ahol ∆φ két szomszédos
rúd közötti szög eltérése az egyensúlyi 2π/3 értékt®l).
A hatszöget súrlódásmentes asztallapra helyezzük.

Hány szabadsági fokú a rendszer? Hány rezgési
módus lehetséges? Határozzuk meg az összes módus
sajátfrekvenciáját és vázoljuk a módusokban a rudak
kitérését!

2


