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A deformalhato testek mozgasa (1)

A Helmholtz-fele kinematikai alaptetel:

A deformalhato test elegendden kicsiny terfogatanak altalanos
helyzetvaltozasa  Osszetehet6 egy halado  mozgasbol
(transzlaciobol), egy forgasbol (rotaciobol) es harom egymasra
meroOleges iranyban valé megnyualasbol ill. 0sszehizodasbol
(dilataciobol ill. kontrakciobol).
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A deformalhato testek mozgasa (2)

A rugalmas kozeg kiszemelt P,(0,0,0) pontja kis kdrnyezetenek
P(x,y,z) pontja vegezze az s=(&,n,{) elmozdulast. A P, pont kdrnyeze-
tében az elmozdulas vektor komponenseit Taylor-sorba fejthetjlk:
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A deformalhaté testek mozgasa (3)

) _|_16n , _|_1E)‘C

Az elsoO sorban a — _Zaxy es _Zaxz —,
o +16€ , +16(

a masodikbana - —zay" es_zayz -,
h dikb +16€ A _I_lf)‘n

a harmadikban - —zaz" es_zazy —

zérusosszegl kifejezésparok bovitésével, valamint a zarojelek
labanal 1év6 , index elhagyasaval:
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A deformalhato testek mozgasa (4)
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A deformalhato testek mozgasa (5)

Az elmozdulas harom 0sszetevore bonthato. Az

ertékek a transzlacios (haladd) mozgas x, y és z komponensei. A
fenti egyenletekben allo els6 szdgletes zarojelbeli kifejezéseken
megjelend

dx 0y

2

_;(ac an) 1(65 66)’ S0, 1(617 65)

x =5 o0y 0z) &PJ’ZE

a szogelfordulasokat adjak meg.
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A deformalhato testek mozgasa (6)

Zart alakban

1

= ~rot
oP STots

A vektorszorzas hasznalataval ellendrizheto, hogy a formulak elso
zarojeles kifejezései az rotacioval kapcsolatosak:

Ha ezt az elmozdulast elosztjuk a hozza tartozo rovid 6t
1ddtartammal, akkor a kinematikabol ismert

sebesseqg kifejezésre jutunk.
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A deformalhato testek mozgasa (7)

A masodik szogletes zardjelben allo kifejezesek a teljes elmozdu-
las deformaciobdl szarmaztathato részei:

‘fdef — ExxX + Exyy + ExzZ
Ndef = EyxX T EyyY + &2

Cdef — EzxX + Ezyy + €722
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A deformalhato testek mozgasa (8)

Az itt bevezetett mennyisegek:

_ 0% o (af aTi)
I U e Jdy Ox

_an_ B _1(6174_6()
vy = dy’ vz = %2y = Z\5; dy

_ 00 o (@f @()
2z =5, 2T % T 9\, 7 ox
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A deformalhato testek mozgasa (9)

A mennyiségekbdl képezhetd a deformacios tenzor (nyulasi vagy
dilatacios tenzor), amely mindig szimmetrikus:

Exx  Sxy xz
E=|%x &y ¢yz
SZ X

Ezy €2z

Ezzel a deformaciohoz tartoz6 elmozdulas

Ezzel a Helmholtz-tételt bebizonyitottuk.
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A kontinuumok mozgasegyenlete (1)

A kontinuumok mozgasegyenletének leszarmaztatasahoz Newton
[I. axiomajat terjesztjuk Kki. Az igy kapott egyenletet a
kontinuumok Cauchy-féle mozgasegyenletének nevezik. Integralis

alakja:

)

Itt @ agyorsulas, T a feliileti er6khoz tartozo (szimmetrikus)
feszlltsegtenzor
J Oxx ny Oxz
T =|9%x Oyy Oyz

0zx Uzy 0z

[ atomegegységre hato (fajlagos) er6 a térfogati erd
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A kontinuumok mozgasegyenlete (2)

A fellleti integralt a Gauss-tetel értelmében térfogati integralla
alakitva, majd az integralast ,elhagyva” a mozgasegyenlet
differencialis alakjahoz jutunk

Ez az egyenlet formalisan leirja minden kontinuum altalanos
mozgasat, de a konkrét feladatok megoldasahoz meg kell mon-
dani, hogy mi a kapcsolat az E deformaciotenzor és a T fe-
szultegtenzor kozott, azaz mi a kapcsolat az elmozdulas és az
erOhatas kozOtt? Ez lényegében a konstitutiv (anyag-)egyenlet

megkereséset jelenti.
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A deformacio és feszlltseg kapcsolata (1)

Ha homogén izotrop testek vizsgalatara szoritkozunk (és most itt
foleg az izotropia a lényeges), akkor fotengelyrendszerben a
feszlltsegek és elmozdulasok kapcsolatai az aldbbi mddon
fogalmazhatok meg:

Ox = A&, + bg), + cg,
0y, = ag, + be, + ce,

0, = ag, + be, + cg,,

Itt az a, b ¢€s ¢ parameterek kapcsoljak 6ssze a kiilonbozo fizikai
mennyiségeket.
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A deformacio és feszlltseg kapcsolata (2)

Az izotropia miatt b=c (az els6 index-szel szemben a masik ketto
egyenrangu), igy pl.

Oy = (a—Db)e, + b(&; + &, + &)
Az a és b egyiitthatok helyett szokas a
2u=a—>b Ar=b

jeloléseket hasznalni. Az igy bevezetett allandok kdzds Gssze-
foglalo neve: Lame-allandok. A harom egyenletre 6sszefoglalva:

o, =2ue+ A (ex+ e, +e,) (I=xY2)
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A deformacio es fesziltség kapcsolata (3)

A fotengelyrendszerrol attérve — kihasznalva, hogy a feszlltség-
tenzor és a deformacioétenzor szimmetrikus — kapjuk:

Oxx = 2UExx + A (Exx + €y + €12)
= 2UE,, + 4,6

Oyy = 2UEy, + A (sxx +¢&,, + szz)
= 2uey,, + 4,0

Opz = 2UE; + Ap(Exx + Eyy + €22)
= 2ue,, + 1,6
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A deformacio es fesziltség kapcsolata (4)
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A rugalmas test mozgasegyenletei (1)

Szilard testek esetéen kis elmozdulasokat feltetelezve:
0%s
“9e2
A feszliltségtenzor komponenseit kifejezzilk az elmozdulas vektor
komponenseivel: g =2pue.. +1; (gxx + &y + gzz)

0¢ aS( an 0¢
Hax‘l'AL( + o

dx 0y 0z
Js  0n
Oxy = Oyx = Zﬂgxy —H (ay 6x)

ea =

5, 08
O-J.’:Z — O-ZX — ZHEJCZ — u (a ax)
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A rugalmas test mozgasegyenletei (2)

Az X iranyu elmozdulashoz tartoz6 mozgasegyenlet ezt kovetoen
ugy irhato, hogy

2{ 00, N 00, N 00, N
052" 3x "oy T oz Tk

Behelyettesités utan:

9%¢ 98 on o¢
Qﬁ—ﬂﬂ€+(ﬂ+m (a +ay+az)+ 0Jx

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A rugalmas test mozgasegyenletei (3)

Hasonléan szamolhatok ki az y és z iranyu elmozdulasokhoz
tartozo mozgasegyenlet:

Gl A +(u+/1)a(a€+an+a()+

Corz — HAT o \axtaytaz) T
9%¢ d 0¢ 0n 0¢
a2
oz ~ M A Gt g, Ta,) Tk

Itt a rovidités végett célszerll bevezetni a

Laplace-operatort.
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A rugalmas test mozgasegyenletei (4)

Az eredményeket egy zart formulaba 0sszefoglalva irhatjuk. Ezt
az egyenletet a rugalmas testek mozgasegyenletének nevezik:

0°s

QW = ulAs+ (u+ A;)grad div s + of

Gyakorlati okokbol célszeriibb a Lamé-allandok helyett a Young-
modulus és a Poisson-szam hasznalata:

F— 2+ 34;) )
— Vp =
n+a; 2(Ap +p)
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Egy specialis eset

Tetelezziik fel, hogy nem hatnak tomegerok (f = 0) és a defor-
maciobol eredo jelterjedes x tengely iranyu. Ekkor a

J 0

oy 0z
parcialis derivaltak zérusok, igy a fenti mozgasegyenletek az alabbi
alakokra egyszertisodnek:

02¢ 02¢ 0’n _ 0°n
PﬁZ(ZlH‘AL)ﬁ oz ~ 5,2
0 6_26 — ua_’é‘c Milyen mozgast irnak le
dt? 0x*

ezek az egyenletek?

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



21

Sikhullamok végtelen kiterjedésti, szilard izotrop

kozegekben (1)

0%¢ 0%¢
P35 atz — (ZM—I_AL) axz

Rtz ~ Hox?

02 0%
Rtz ~ Hox2

QO
N
=
QO
N
=
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Sikhullamok végtelen kiterjedést, szilard 1zotrop

22

kOzegekben (2)

Két Uj egyutthato bevezetésével

alakilag egyforma egyenleteket kapunk! —
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A hullamegyenlet altalanos alakja

vagy

Laplace-operator: Ay
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A hullamegyenlet altalanos megoldasai

vagy
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A hullamegyenlet megoldasanak fizikai

jelentese — sikhullamok (1)

At, idében az x, helyen keltett zavarra érvényes:

idovel kesobb jelenik meg, azaz a

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék

1doben.
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A hullamegyenlet megoldasanak fizikal
jelentese — sikhullamok (2)

Osszefliggés miatt egy ,,+” (ndvekvo x) iranyban
terjedo hullam. Az

x 4 ' 99 oo rr
megoldas pedig egy ,,—” (cs6kkend
} (t | C)

X) iranyba terjedo hullam.

Dr. Markus Ferenc
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Harmonikus hullam

A harmonikus vagy szinuszos sikhullam, amely térben és 1doben
egyarant periodikus:

Dr. Markus Ferenc
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Hullamtani alapfogalmak

Hullamforras: ahol a rezgés kialakul. A hullamforras rezgését a kdrnyezd tér
részecskéi atveszik, de késve kovetik azt — faziskésés.

A mechanikai hulldamokkal energia és impulzus terjed tovabb.
Huliam

3. =hulldmhossz

A =amplitido

kitérés ———»
&
—
L

tavolsag ——*

fazis: a hullam adott pontjanak mozgasallapota (Sikhulldmoknal hullamfrontot, térbeli
hullamoknal hullamfeliletet alkotnak az azonos fazisu pontok.)
hullamhossz (1): az egymas melletti azonos fazisu pontok tavolsaga

a hullam terjedési sebessége (c): a rezgés fazisanak terjedési sebessége, nem egyezik meg a
hullamban mozgd részecskék sebességével a hullamforras rezgésének periddusideje alatt a
hullam egy hulldmhossznyi tavolsagot tesz meg

28

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



29

A hullamtani mennyiséegek kozotti fontos

matematikai 0sszefliggések

C. terjedesi sebesség
A : hullamhossz

T: per1odus 1d6
fvagy : frekvencia
w: korfrekvencia

K: hullamszam

Dr. Markus Ferenc
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A hullamok terjedési sebessege a merheto fizikai

mennyisegekkel kifejezve

A longitudinalis |

hullam - 2ut+ A

sebessége:  tonmg T 0
\

A transzverzalis c —

hulldm sebessége: transzv \

oIl 2

E(1—vp)

p(1+vp)(1—2vp)

E

\

2p(1+vp)

Itta y és A a két Lamé-allando, E a Young-modulus, Vp a

Poisson szam!

Dr. Markus Ferenc
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Rugalmas hullamok sebessege vasban (1)

slrdlseég:
p = 7850 kg/m3 longitudinalis sebesség:
Young-modulus: Clong = 9800 m/s

E=2x10"Pa

transzverzalis sebesséq:

Poisson-szam:

Vp = 0,29 Ctranszv — 3150 m/s

Dr. Markus Ferenc
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Rugalmas hullamok sebessege vasban (2)

Ha a harant iranyt kontrakcio elhanyagolhat6 (Vp = 0), akkor

E
Clnng — |
\ P

A vas esetében:

Clong = 2050 m/s

Kisebb mint a transzverzalis hullamok jelenléte eseten!
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Hullamok térben — goémbhullamok (1)

A Laplace-operator alakja 3D-ben gombszimmetrikus esetre
szoritkozva:

0° 20 1 94
/-h}b a_,r]f_l___w Z(le)

Dr. Markus Ferenc http://www.walter-fendt.de/ph14hu/dopplereff_hu.htm
BME Fizika Tanszék
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Hullamok térben — gdmbhullamok (2)

Ennek megoldasa:

»Kifutd” hullam

Y(r,t) = ! f(t+ f) Jbefuté” hullam
T C

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A har rezgése

Az F erdvel feszitett q keresztmetszetli hur kezdetben az x tengelyre rasimulva
nyugalomban van. Tekintslink két egymashoz kdzeli pontot a hiron:

Ao 6
me—-—
Adx B X
A(x,0,0) B(x + dx, 0,0)

A hurt megfeszitve a pontok elmozdulnak:

: 0¢ on
A(x+¢,n, 4 ol
( ¢&,n,¢) B(x—l—dx—|—€—|—axdx,n—l—axdxf
35

ax —dx)

Dr. Markus Ferenc
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A hur longitudinalis rezgese (1)

0
A megnyult hurdarab hossza: ds ~ (1+ a—f) dx
X
ds —dx 0¢
A relativ megnyulas: e

Ezért az A’ helyen ¢ébred egy F’ er0 a ,,-” iranyban a
megnyulasnak megfelelden:

F' :EQa

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A hur longitudinalis rezgese (2)

A B’ pontban ébredo F”’ erd ,,+” iranyban:

y 0§ 0%

A két er6 eredéje dF = F’-F’, amely a gyorsulassal
mozgatja a dm tomegi htirdarabot. (Newton Il. axiomaja!)

0%¢
T

dm = pqdx

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A hur longitudinalis rezgese (3)

Ekkor a har x iranyl (hosszanti) elmozdulasanak
mozgasegyenlete egy hullamegyenlet. A kialakulo hullam

longitudinalis.
02§ E0%
Jat?2  p 0x?

Az egyenletbol a hullam terjedése kozvetlentil leolvashato:
i

Clﬂng —
P

\

Ezt 0sszevethetjlik egy korabbi eredménnyel!

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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A hur transzverzalis rezgése

Hasonld6 meggondolasokkal a harant iranyu rezgesek is
leszarmaztathatok. A kapott hullamegyenletek és a terjedesi

sebesseéq:

y irany( kitérésre z iranyu kitéresre

d‘n  00°n 0°¢ 00%

0t2 ~ p 0x2 0t2 "~ p0x?
Itt 6 a hdrbeli fesziltseg: g = g

Ctranszv —

= Q|

Dr. Markus Ferenc
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Hullamok szuperpozicioja

A szuperpozicio elve: Linearis rendszerekre megfogalmazhato
altalanos elv, amely a hullamok esetéen azt mondja ki, hogy egy
adott pontban a kolcsonhatd hullamok  kitéréseinek algebrai
0sszege eredmenyezi az eredo hullam kiteréset.

Pl. az y, és y, harmonikus hullamok esetere:

yl — AISin (ﬂ)lt — kle + 61)
yz — AzSin (wzt — kzx[} + 62)

Az eredo hullam az
adott pontban:

Dr. Markus Ferenc
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MEECEIME!

Definicid:

Interferencia: Olyan hullamtani jelenség, amely akkor kdvetkezik be, ha ket
kiilonb6zo forrasu koherens hullam talalkozik. A talalkozo rezgések fazisatol
fliggben a hullamok szuperpozicidjanak eredmenye lehet erdsités vagy
gyengites, esetleg teljes kioltas attol fiiggden, hogy a hullamok azonos vagy
ellentétes fazisban talalkoznak.

Definicio:

Koherencia: hullamok kozotti viszony. Két azonos frekvenciaju hullam akkor
mondhatd koherensnek (6sszetartozonak), ha faziskilonbségik egy adott
helyen idében allando.

Ha két koherens hullam talalkozasardl beszéliink , akkor a hullamok
olyanok, amelyek faziskilonbsege allandd. Kovetkezesképp csak az
azonos frekvenciaju hullamok képesek interferenciara.

http://www.walter-fendt.de/ph14hu/interference hu.htm

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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ALLOHULLAM

Definicio:

Az all6hullamok egymassal szemben haladdo egyenlé
amplitadoju,  frekvenciaju  és  polaritasu  hullamok
interferenciaja eseten fellépé jelenseg.

A kialakult allohullam ket alapvetd jellegzetessége Kiserletileg is
megﬁgyelheté. http://www.walter-fendt.de/ph14hu/stwaverefl_hu.htm

Az egyik az, hogy pl. a rezgo test kiilonbozo részei nem egymas utan,
hanem egyszerre vegzik rezgeésuket.

A masik jellegzetesseg az amplitudo-eloszlasnal figyelhetéo meg. Bizonyos
pontok nyugalomban vannak (ezek a csomopontok), ill. elektromagneses
hullamok esetén a csomopontokban zérus az elektromagneses tér, masok

pedig maximalis Kiteréssel vegzik rezgesiket (ezek a duzzadasi helyek).

(Pl. egy nagyobb teljesitményt allohullamu antenna csomopontjait akar meg is
lehet fogni, de a duzzadasi helyek érintése aramutéssel jarhat, tehat életveszelyes.)
http://www.walter-fendt.de/ph14hu/stlwaves hu.htm http://www.tests.hu/show/159/F-C-C

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Alléhullamok rezgé huron (1)
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Alléhullamok rezgé huron (2)

1/2

173

T < > >
T o< o< o < >

1/7

Dr. Markus Ferenc
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Alléhullamok rezgé huron (3)

1/2

17 2/7 37 417 5/7 67

I 1 il [l 1 '] 1 1 1 | 11 |
I L] L [ L] L] L] L] L] L u ] L 1

o 1/7 1/6 1/5 1/4 2/7 1/3 2/5 37 1/2 a7 35 2/3 S/7 3/4 4/5 5/6 6/7 1

Dr. Markus Ferenc http://www.illyes-bors.sulinet.hu/uj/oktatas/tantargyak/Fizika/Fejezetek/Hullamtan/113-1/allohull.htm
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Szokoar
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A szokoar (cunami) szlletése

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Oriashullamok

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék

Az oriashullamok a nyilt (tengeri,
Oceani) vizeken jelennek meg.
Oridshullamnak a 25 méternél
magasabb hullamokat nevezik.
Kialakulasukban a  hullamok
szuperpozicioja mindenképp
fontos szerepet jatszik. Elméleti
szamitasok  szerint maximalis
magassaguk 60 méter korul lehet.
A megfigyelt  oriashullamok
atlagosan 30 meter magasak
voltak.
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Fourier-soros vagy Bernoulli-fele megoldas (1)

Feladat:
Egy hur fekszik az x=0 és x=I pontok kozo6tt. Avegpontok
rogzitése mellett keressik a

hullamegyenlet megoldasat, amikor mar kialakultak az
allohullamok.

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



Fourier-soros vagy Bernoulli-fele megoldas (2)

Keressiik a megoldast

alakban. A hullamegyenletbe torténo behelyettesites utan az
U és V fliggvények szeparalhatok:

Itt a vesszo helyszerinti, a pont
iddszerinti derivaltat jelent.

A ket oldal kilon-kilon ugyanazzal a konstanssal kell
egyenld legyen. A konstanst -k?—nek valasztva irhato:

Dr. Markus Ferenc
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Fourier-soros vagy Bernoulli-fele megoldas (3)

Megoldas az U-ra:

A hatarfeltételeket figyelembe veételével:

Megoldas az V-ra:

amivel

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék



A rezg06 haron kialakulo allohullamok lehetséges
hullamhosszal

vagy

Azaz a huron csak a fel hullamhossz egész szamu tébbszorosei
jelenhetnek meg ! (lasd az ,, Alléhullamok rezgé hirokon” képeket)

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Kérdesek

Mit allit Helmholtz tétele?

Mi a kontinuumok altalanos mozgasegyenlete (Cauchy-féle
mozgasegyenlet). A mechanika mely axiomaja van Kiterjesztve e
mozgasegyenletben? Milyen két nagy csoportra osztjuk az eroket e
leirasban?

A kontinuumok altalanos mozgasegyenlete a feszliltségeket (feszlltség
tenzort) tartalmazza. Milyen lépéseket kell tenni, hogy a mozgasegyenlet
megoldhato legyen? (— a fesziiltségek helyett az elmozdulasokkal
kapcsolatos deformacio tenzort kell bevezetni a leirasba)

Milyen a feszultségtenzor és a defomaciodtenzor kapcsolata?

Homogen izotrop test esetén hany rugalmassagi allandéra van
szuksegunk a mozgas leirasahoz?

Mi a hullamegyenlet altalanos alakja?

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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Kérdések (2)

Mi a hullamegyenlet altalanos megoldasa sikhullamok és gémbhullamok
esetén?

Milyen hullamok terjedhetnek rugalmas kontinuumokban?

Mi a harmonikus hullam?

Mit mond ki a szuperpozicio elve?

Hogyan alakulnak ki az allohullamok?

Milyen a visszavert hulldm fazisa a beeso hullaméhoz képest szabad
illetve rogzitett veg esetén?

Mi a Fourier-soros (Bernoulli) megoldas alapgondolata és fobb 1épései?

(folyt. kbv.) (4 ilyen szinnel irt kerdések a mélyebben érdeklodok részere
vannak. )

Dr. Markus Ferenc
BME Fizika Tanszék
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