IKERPARADOXON VIDEOUZENETTEL

Van két iker, A €és B. A az {irdlloméson marad, B oda-vissza utat tesz meg az
lirhajojan v = all. sebességgel (a visszafordulas pillanatszer(i). Az egész oda-
vissza ut T, 1deig tart A 6rajan (B 6rdjan pedig 7', 1deig).

A feladatban adott 74 és v (vagy T'y €s v).

A a teljes kisérlet minden napjan videdblogot vesz fel magarol. Az egyik
videdblogot (fénysebességgel) B utan szeretné kiildeni, mégpedig azt,
amelyen 6 éppen annyi 1dds, amennyi B lesz akkor, amikor a videoiizenetet
megkapja és megnézi. Masképpen megfogalmazva: A melyik videdblogjat
kiildje el — még aznap — B-nek, ha azt akarja, hogy az lizeneten B annyi
iddsnek lassa A-t, amennyi 6 (B) is éppen akkor?

Az 1. dbra egy konkrét eset Minkowski-diagramjat mutatja, amelyben

1 - s .
T, =28 év, v=—= (ez utobbi dsszhangban van azzal, hogy B vilagvonalat

3

60°-0s egyenes abrazolja). Az abrabol leolvashat6, hogy (A o6rajan) kb.
T =17 évvel az indulés utan kell a feladatnak megfeleld videoiizenetet
elkiildeni.
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1. abra

T kiszémitasa a 2. abra Minkowski-diagramjabol egyszerii geometriai
megfontoldsokkal adodik. Arra kell csak vigyazni, hogy az abran szerepld
tavolsagokat ne euklideszi értelemben hasznaljuk, hanem vegyiik
figyelembe a Minkowski-geometria sajatossagait — pl. az idOdilataciot —, gy
ahogy pl. mar az 1. abra id6tengelyeinek kalibracigja is mutatta.



2. abra

A 2. dbran a B altal mért idéértékek kék keretben szerepelnek. A kék
keretben nem szerepld adatokat A inerciarendszere méri.

frjuk fel az x, tavolsagot kétféle modon (ez az a tavolsag, amelyre A-t6l B

elhelyezkedik — A nyugalmi rendszerében mérve —, amikor a videoiizenetet
megkapja). El0sz0r ugy, mint a fényjel altal megtett utat:

Xp=——=-T (D

masodszor pedig mint B eredd elmozdulésat:



xT=T—A'v—( ! 2_%).v 2)
I-v

Az (1) és (2) jobb oldalait egyenldvé téve, €s az igy kapott egyenletet 7-re
megoldva a

Wl -v?
T=T,: 3)

1-vV1-v? +v

eredmény adodik. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Figyelembe véve a T, és T', kozott érvényes T', =T, \1-v* idédilataciot,
T kifejezhetd a B Ordjan eltelt teljes idotartammal is:

T=T, 4 4)

? 1-A1-v? +v

. .. . . T T
Megjegyzés: Kicsit modosul az 4bra kinézete, ha 7' < EA’ azazhaaTa 7A

ala keriil a fiiggbleges tengelyen. Az (1) €s (2) egyenletek azonban ekkor is
valtozatlan forméaban igazak.

A 3. dbra a (3) ¢s (4) képleteket mutatja v fiiggvényében.

3. abra



Tovabbi részletekre is legyilink kivancsiak.

Tegylik fel, hogy A nem csak a feladat kovetelmeényeit teljesitd egyetlen
vidediizenetet kiildi el B-nek, hanem az 6sszes videoblogjat minden nap.
Hogyan latja B ezeken a videdblogokon 6regedni A-t?

A klasszikus mechanika szerint, mivel B az ttja soran mindig valamekkora
tavolsagra van A-tol, €s annak a tavolsagnak a megtételéhez a fénynek idore
van sziiksége, B a teljes Ut soran sajat maganal fiatalabbnak latja A-ta
videoiizeneteken. Amig tdvolodik A-tol, addig sajat magéanal lassabb
tempoban latja 6regedni ikertestvérét (ez érthetd akkor, ha meggondoljuk,
hogy A napi lizenetei nem naponta, hanem annal ritkabb 1d6k6zonkeént
jutnak el hozza). Visszaut alatt A-nak a videoblogokon kdvethetd dregedése
felgyorsul (napi lizenetei kevesebb mint 24 6ras periodusiddvel érkeznek
meg B-hez). Mire az ikrek ismét talalkoznak, A-nak a videdblogokon lathato
oregedése ,,utdléri B oregedését, €s talalkozaskor a két testvér pontosan
ugyanannyi idosnek latja egymast. Ez 6sszhangban van a 3. 4braval,
amelyrdl leolvashato, hogy a klasszikus hataresetben (v<<1) T =T, =T",,
tehat B éppen az ujra taldlkozaskor (az ,,utols6 vidediizeneten*) latja sajat
magaval azonos kortinak testverét.

A helyes, relativisztikus targyalds azonban altalanos esetben mas eredményt
ad. A mozgas kezdeti szakaszan B ismét sajat maganal fiatalabbnak latja A-t
a videotlizeneteken (a részleteket 1d. késobb). Az Ujra taldlkozaskor azonban
— ez éppen az ikerparadoxon jol ismert, meglepd eredménye — B lesz
fiatalabb A-nal. Utkozben tehat kellett lennie egy olyan videoiizenetnek,
amelyen B sajat magaval egyez6 korunak latta A-t. [Hogy ez mikor volt,
éppen erre a kérdésre adnak valaszt a (3) €s (4) képletek. ]

Hatarozzuk meg a t,,,,,(#'5) fliggvényt, ahol ', a B kora (a ,.karorajan
mutatott” 1d0) akkor, amikor A adott videotlizenetét nézi, ¢,,,,,, pedigaB

altal épp nézett videoiizeneten A kora (a videodlizeneten az 0 ,,karorajan
mutatott® 1dJ).
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A 2. abrardl lathato, hogy a fordulopontig (azaz t', < TB—re) 1'5 €S tyiden

kozott az alabbi kapcsolat all fenn:

(tAvideo + xB) v 1- V2 = t'B9 (5)

ahol x, a fordulopontig B altal megtett Gt (A szerint), amelyre

X =Vig =V ltB2. (6)
-V

!

T
(5) és (6) felhasznalasaval a keresett figgvény t'; < TB-re vonatkozo

szakasza:

tAvideo(t‘B) = t'B PR (t‘B = _) (7)

Az (5)-(7) gondolatmenet voltaképpen az elektromagneses Doppler-effektus
levezetése volt az egymastol tavolodo fényforras €s megfigyeld esetére, a (7)
képlet pedig maga a Doppler-formula.

!

A fordulopont utan (azaz 'y > TB—re) a visszafordulas utani szakaszra

ugyanilyen megfontolas alapjan az egymashoz kozeledd forrasra €s
megfigyeldre vonatkoz6 Doppler-formula hasznalando. Ebbdl a keresett

C T .
fuggvény t', > TB—re vonatkozo szakasza:

T, [1-v T's\ [1+v T,
L\t g)=—0—— 4|ty ——= [ ——. tp>— 8

A teljes 1,4, (1'5) fliggvény tehat [mint a fenti klasszikus gondolatmenet
alapjan is sejthetd volt] egy 45°-nél lankésabb és egy annal meredekebb

!

T
egyenes szakaszbol 4ll, amelyek ', = TB—nél kapcsolodnak Ossze.



Ellendrzésképpen nézziik meg, kiadja-e a (8) képlet a teljes ikerparadoxonra
vonatkozo idddilatacios eredményt. Ehhez helyettesitsiik be (8)-ba az Gijra
talalkozasnak megfeleld t', =T, értéket:

, \ T, 1-v T [1+v T
TA=tAvideo(tB=TB)= 23 1+V+ 23 1_v=\/1%- )
-V

(9) jobb és bal oldala valdban az ikerparadoxon teljes szakaszéara vonatkozo
idddilataciot mutatja.

A 4. abran a (7) és (8) képletekkel adott #,,.,,(¢'5) fliggvény lathato [vastag
folytonos vonal], v = %—ra, azaz az 1. abran mutatott mozgas esetére. A 4.

abrabol leolvashato a feladattal kapcsolatos 0sszes 1ényegi informacio.

1=y

r'.
,\|0\<
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4. abra



Tanulsagos felirni, milyen fiiggvény adodik ¢,,,,,(#'5)-re a klasszikus

mechanikabol.
Mivel ekkor az idddilatacidérdl — hibdsan — nem vesziink tudomast, az (5)-(7)
levezetés igy modosul:

(avideo + X5) = '35 (5, klassz.)
ahol

Xp =Vt'g, (6, klassz.)
€s igy

(') = 15 (1=). (#, < %) (7, Klassz.)

Ezzel voltaképpen visszakaptuk a klasszikus (hangtanbol ismert) Doppler-
effektus képletét, a ,,kozeghez képest* 4116 forras €s tole tavolodod
megfigyeld esetére (valoban: klasszikusan a periodikus fény- €s a hangjelek
terjedését ugyanolyan torvények irjak le). Erthetd tehat, hogy a fordulépont

utan (azaz t'; > TB—re) a visszafordulas utani szakaszra az 4ll6 forras és

hozza képest kozeledd megfigyeld hangtani Doppler-formul4ja hasznalando.
Ebbdl:

favideo(1'5) =2 (1=v) + (t'B ——) (1+v). (' > %) (8, klassz.)

A klasszikus gondolatmenet is olyan ¢,,,,,(t'5) fliggvényhez vezet, amely
egy 45°-nal lankésabb €s egy annal meredekebb egyenes szakaszbol 4ll, és

!

ezeka t'y = TB—nél kapcsolodnak Ossze. A 4. abra sziirke vonala ezt a

klasszikus szamolasbol kapott fiiggvényt mutatja. Ujra talalkozaskor tehat a
klasszikus mechanika téves kovetkeztetése szerint A éppen annyi idds, mint
B; ikerparadoxon nincs.



Az 5. dbran a v=0.2 eset lathato. Ennél a sebességnél a relativisztikus €s a
klasszikus eredmény kismeértekben tér csak el (az idOédilatacids faktor érteke

pl. 1/1-v? =1.02), mint az 5. dbran latszik.
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5. dbra

A 6. dbra a v=0.99 ultrarelativisztikus esetet mutatja. Ekkor a idddilatacios

faktor jelent6sen eltér 1-t6l (1/ VI-v? =7),és T = TTB , 0sszhangban a 3.

abraval.
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6. abra



