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Eloszo

Ez a konyv elsésorban a BME els6éves fizikus hallgatoi szamara késziilt, a Kisérleti
fizika 1. eladas anyagat dolgozza fel. Néhol részletesebb, mint az eldadott tananyag:
kiegészitéseket, magyardzatokat, tovabbi példdkat is tartalmaz. Sok kiils (internetes)
hivatkozds is taldlhaté benne: egyrészt a Fizipédia [1] kisérleti videdira, amelyeken az
el6adasokon bemutatott, a tananyag részét képzo kisérletek lathatok, masrészt a tan-
anyagban szereplo tudosok életrajzaira, valamint a tananyaghoz kapcsolodd, természet-
ben megfigyelheto jelenségekre, érdekes miiszaki és hétkoznapi alkalmazasokra. Ugyan-
akkor a tankonyv nem pétolja az eléadasokat: az élészéban megmagyarazott fogalmakat,
a lépésrol-lépésre levezetett Osszefiiggéseket és kiilonosen a valésagban megfigyelhetd és
kiprébalhaté kisérleteket.

A tankonyv targya a klasszikus mechanika — jelenségek, tapasztalatok, kisérletek
fel6l megkozelitve. A konyv els6 része a tomegponttol a folyadékokig egyre bonyolul-
tabb rendszerek mozgasat vizsgalja, mikozben bevezeti és ,koriiljarja” az alapveto fizikai
mennyiségeket és azok mértékegységeit, megfogalmazza, értelmezi és alkalmazza a me-
chanika legfontosabb torvényeit. A masodik rész részletesebben foglalkozik a rezgésekkel
és a hullamokkal, hiszen ezek az alapveté mozgasformak a fizika szinte minden teriile-
tén el6fordulnak, és a mechanikai rezgések és hullamok kapcsan megismert lefrasmédok
és eredmények mashol is alkalmazhaték. A konyv nemcsak fizikus hallgatéknak, hanem
minden érdeklédének (akar kozépiskoldsnak is) ajanlhato, aki legaldbb elemi ismeretekkel
rendelkezik a vektor-, differencial- és integralszamitas terén.

A konyvben targyalt tananyag egy négy féléves kisérleti fizika kurzus elsé része, foly-
tatasa a Kisérleti fizika 2. és 3., valamint a Kisérleti Magfizika [2|[3][1]. A targyakhoz
szorosan kapcsolédé gyakorlati és laboratériumi targyak tananyaga a kisérleti videdkhoz
hasonléan a Fizipédian taldlhat6 [1].

A Kisérleti fizika 1. targy tematikdjat Toth Andrds dolgozta ki, és az el6adasokhoz
jegyzetet (,kib6vitett dravazlat’™-ot) is készitett. A szerz6 ennek alapjan kezdte tanitani
a targyat 2008-ban, és a tankonyv megirasakor is sokszor tdmaszkodott az 6 munkdjara,
amiért koszonettel tartozik.

A kényv a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0064 palyazat keretében késziilt.



I. rész



1. fejezet

Tomegpont kinematikaja —
alapfogalmak

1.1. Bevezetés

Amikor Max Planck egyetemi tanulmanyai el6tt 1874-ben tanacsot kért Philipp von
Jolly miincheni fizikaprofesszortol, akkor Jolly megprébalta lebeszélni arrdl, hogy fizikdt
tanuljon: ... [a fizika] révidesen fel fogja venni végleges, stabil alakjat. Meglehet, hogy
egyik vagy masik sarokban még akad egy-egy porszem, vagy kis buborék, amelyet még
meg kell vizsgélni. . .” [9] Szerencsére Planck nem fogadta meg a tanécsot, és j6 negyedsza-
zaddal késobb az 1j fizika — jelentOs részben az ¢ kozremiikodésével — alapvetéen megval-
toztatta a tudomanyos vilagképet. De a fizika a relativitaselmélet és a kvantummechanika
megsziiletésével se lett ,befejezett” tudomany, ma is rengeteg nyitott, megvalaszolasra
vard kérdés van. Raadasul azota egyre jobban elmosédnak a hatarok a korabban kiilon-
allo természettudomanyok kozott: ma mar a kémia és a biologia elképzelhetetlen a fizika
nélkiil, de a fizikai modelleket példaul a gazdasagtanban és a tarsadalomtudomanyokban
is haszndljak. A fizika kutatasi tertiletét éppen ezért ma mar nagyon nehéz behatarolni.

A fizikai leirasméd alapvetd jellemzbje az osszefiiggések matematikai megfogalmaza-
sa, és az elméletek szigoru kisérleti ellenorzése. Hosszutavon csak az az elmélet valhat
elfogadotta, amelyet tobb, egymastdl fiiggetlen, megismételhetd és ellenorizhetd kisérlet
igazol. Ha pedig a kisérleti tapasztalat ellentmond egy — barmilyen tetszetos — elméletnek,
akkor azt megfeleléen médositani kell (vagy el kell vetni).

Az elméleti és kisérleti fizika kolecsonosen egymasra épiil: a kisérleti tapasztalatok,
mérési eredmények alapjan sziiletnek elméletek, az 1j elméletek viszont 1j kisérleti tech-
nikakat alapoznak meg, és teljesen 1ij jelenségeket josolhatnak meg — amelyek 1étét aztan
kisérletileg bizonyitani (vagy céfolni) lehet. Az elektromégneses hullimok létére példaul
James Clerk Mazwell 1864-ben megsziiletett elmélete alapjan lehetett kovetkeztetni, de
a radidhullamokat kisérletileg csak jo husz évvel késobb, 1886-ban mutatta ki Heinrich



Hertz. Hasonlo példa az elektron antirészecskéjének, a pozitronnak a felfedezése, aminek
1étét eloszor Paul Dirac josolta meg elméleti megfontolasok alapjan, és csak négy évvel
késébb taldlta meg Carl David Anderson. Az ilyen sikeres joslatok nyilvan megerdsitik
egy-egy elmélet tekintélyét. De tulajdonképpen a technika eredményei is mind az elmé-
let bizonyitékai: a Holdra nem lehetett volna probdlgatasokkal vagy véletleniil eljutni
(mint Verne regényében), hanem pontosan elére ki kellett szamolni, meg kellett ,, jésolni”
minden egyes apro részletet.

Leon Ledermann, Nobel-dijas kisérleti fizikus az ,,Az isteni a-tom” cimi konyvében
azt irja: ,Kisérleti fizikus: Olyan fizikus, aki kisérleteket végez. Elméleti fizikus: Olyan
fizikus, aki nem végez kisérleteket.” [10] A fizikusok tobbsége szakosodik: vagy elméleti
vagy kisérleti fizikus lesz. Természetesen az elméletek megalkotdsahoz is sziikség van
a kisérleti technikdk ismeretére, és egy kisérleti fizikusnak is sokat segit az elmélyiilt
elméleti tudas.

A Kisérleti fizika a mi esetiinkben azonban nemcsak azt jelenti, hogy az el6adason
kisérleteket mutatunk be. Sokkal inkabb azt, hogy a fizikai fogalmakat és tsszefiiggéseket
a megfigyelhetd jelenségek, kisérleti tapasztalatok és mérések fel6l kozelitjiik meg, ,, jarjuk
koriil”, és irjuk le. Természetesen ekozben megfogalmazunk elméleteket, levezetéseket
és szamitasokat is végziink, de az eredményeinket folyamatosan Osszevetjiik azokkal a
tapasztalatokkal, amelyeket a kisérleteken kiviil a természetben és a hétkoznapi életben
szerezhetiink. Ezt a megismerési, megértési folyamatot segitik az orai demonstrdcios
kisérletek, és a kovetkezd ot félévben a Fizika laboratorium targyak keretében végzett
meérések. Késobb pedig erre a tudasra épiil az Elméleti fizika targyak tananyaga is.

1.1.1. Modellalkotas

A valésag végteleniil 6sszetett, minden mindennel Osszefiigg. A kozépiskolai felada-
tokban gyakran szereplo ,Hanyagoljuk el a légellenallast!”, | A surlédéas elhanyagolhatd.”
mondatok azért félrevezetok, mert azt sugalljak, hogy minden mas hatast viszont fi-
gyelembe kell, és figyelembe lehet venni. Val6jdban az elhanyagolandé effektusok listdja
végtelen hosszi, helyette azt a néhany kolcsonhatast kell megtalalni, amelyeket minden-
képp szamitasba kell venni a feladat megoldasakor.

A mechanika a testek mozgasat vizsgalja. A konyviinkben targyalt klasszikus, newton:
mechanika csak a ,, nem tul gyors”, ,nem tuil nagy” és ,nem tul kicsi” testek mozgasaval
foglalkozik. (A fénysebességhez kozeli sebességli mozgasoknal a specidlis relativitdselmé-
letre, a kozmikus méretek esetében az dltalanos relativitdselméletre van sziikség, a mik-
rovildgban pedig méar csak a kvantummechanika segitségével lehet leirni a mozgdsokat.)
Azonban ez a feladat is sokszor reményteleniil bonyolult lehet: példaul a Fold 1égkoré-
nek vagy a tengereknek a mozgasat nagy szamitogépes apparatussal is nehéz leirni. De
egy sokkal kisebb test, egy auté mozgasanak vizsgalata se egyszerii, ha nemcsak az auto
halado mozgasat, hanem az 6sszes alkatrész forgasat, rezgését, deformdciojat, az dramlo



levegovel vald kolesonhatésat is le akarjuk irni. Ugyanakkor, ha valaki csak arra kivancsi,
hogy az autd éppen merre jar, vagy hogy mekkora erére van sziikség a felgyorsitasahoz,
akkor a leiras sokkal egyszeriibb lehet.

A fizikaban a testek leirdsara kiilonbozo modelleket hasznalunk, melyek a test tu-
lajdonsagai koziil csak néhanyat vesznek figyelembe, és ennek megfeleléen a mozgasat is
leegyszertsitve irjék le. Ez az egyszertsités elkeriilhetetlen, hiszen enélkiil a leiras kezelhe-
tetleniil bonyolult lenne. Ugyanakkor egy-egy mozgés leirdsakor sokszor nincs is sziikség
részletesebb modellre. Ha példaul a Fold Nap koriili keringését vizsgaljuk, akkor a foldi
mozgasok teljesen érdektelenek szamunkra, és elso kozelitésben még a Fold kiterjedését,
forgasat se kell figyelembe venniink. Ilyenkor a Foldet — nagy mérete, és bonyolult fel-
épitése ellenére — egyetlen, tomeggel rendelkezd pontként kezelhetjiik. A tomegpont, vagy
pontszert test a testek legegyszeriibb modellje, segitségével értelemszertien csak a test
halad6é mozgasa irhato le.

Ha a Naprendszer bolygdinak mozgéasat tanulmanyozzuk, akkor az tomegpontok rend-
szereként kezelheto. Bar ebben az esetben a tomegpontok kis szama miatt a pontrendszer
minden tagjanak mozgasa kiilon-kiilon is leirhat, hasznos lehet az egész rendszert 6sszes-
ségében leiré fogalmakat is bevezetni. Egy kobméter levegé 10% nagysagrendit moleku-
lajanak mozgéasat viszont mar képtelenség az egyes molekuldk mozgasat kovetve leirni,
ekkor mar csak a pontrendszer egészérol tehetiink megéllapitasokat, az egyes molekulak
mozgasat csak statisztikai modszerekkel jellemezhetjiik.

A valdsagos testeknek kiterjedése is van, és bonyolultabb mozgédsokra is képesek, mint
a pontszeri testek. A szilard testek — ha nem érik nagy eréhatasok — jo kozelitéssel meg-
tartjak alakjukat. Ezt a tulajdonsagot idealizalja a merev test modell, amely figyelembe
veszi a test kiterjedését, de azt deformalhatatlannak, alakvéltozasra képtelennek, ,me-
revnek” tekinti. A merev test modellel mar jol leirhat6 a testek (sokszor meglehetdsen
bonyolult) forgémozgésa is.

A valésagban azonban a legmerevebb, legszilardabb testek is deformalhatdk: kis mér-
tékben egy vastag marvanylap is meggorbiil, benyomddik egy konyv stlya alatt, amit
megfelel§ eszkozokkel (példaul a feliiletérdl visszaverddd fénysugar segitségével) detek-
talni és mérni lehet. A deformdlhato test modell leirja a testek alakvaltozasat is, amely a
szilard testek rugalmas alakvaltozasatol a folyadékok és gazok mozgasaig nagyon sokféle
lehet. A deformalhato testekben kialakulhatnak bonyolult, 6sszetett mozgasformak is,
mint példaul az dramldsok vagy a mechanikai hullamok.

A mozgasok vizsgalata tobb szinten lehetséges. A kinematika csak a mozgés leirdsara
véllalkozik: Mikor, hol (és milyen helyzetben) van a test? Milyen a pélydja? Hogyan
mozog? Ezekre a kérdésekre valaszol — anélkiil, hogy a mozgés okaival foglalkozna.

A dinamika a mozgas és a mozgést befolydsolé hatésok (erdk, forgatényomatékok)
kozotti kapesolatot targyalja. Milyen kiils6 hatasokra van sziikség egy adott mozgdshoz?
Milyen mozgéds alakul ki adott kiils hatdsok (és ismert kezdeti feltételek) esetén? A
dinamika specialis esete a statika, ami a testek nyugalmanak feltételeit vizsgélja.



A mozgasok leirasat olyan mennyiségek bevezetése segiti, amelyekre — bizonyos fel-
tételek teljesiilése esetén — megmaraddsi torvények fogalmazhatok meg. Ilyen példaul az
impulzus, a perdilet és a (mechanikai) energia. Ezek segitségével a vizsgalt rendszerrél
sokszor a fellépd hatdsok részletes ismerete nélkiil is fontos megallapitasokat tehetiink.

A konyv két részre tagoldédik. Az elsd részben a pontszerii testek kinematikajatol
kezdve haladunk a bonyolultabb modellek és Gsszetettebb leirdsok felé: a témegpont di-
namikajan, a pontrendszereken, a megmaradasi torvények felirdsan, a merev és rugalmas
testeken keresztiil egészen a folyadékok és gazok dramlasaig.

A mdsodik részben részletesebben foglalkozunk a rezgémozgassal és a mechanikai hul-
lamokkal. A rezgések és a hullamok a természet legalapvetébb mozgasformai, amelyeknek
fontos szerepiik van a fizika szinte minden teriiletén (elektromagnesesség, optika, kvan-
tummechanika). A mechanikai hulldmokndl jél megfigyelhet6 a legtobb hulldmjelenség,
bevezethetok a hullamok leirasara hasznalt fogalmak és matematikai médszerek, amelyek
késébb jol hasznalhatok lesznek mas hullamjelenségek vizsgalatanal is.

1.1.2. Fizikai mennyiségek

A fizikai mennyiségek egy része skaldris, melyeket egyértelmiien kifejez a nagysdguk.
Ilyen példdul az id6, a tomeg, a munka vagy a nyomds. A skalaris mennyiségeket dolt
bettikkel jeloljik: ¢, m, W, p.

Sok fizikai mennyiség viszont wvektorok segitségével irhaté le, ezeknek nagysaguk és
irdanyuk is fontos. Vektoridlis mennyiség példaul az elmozdulds, a sebesség, az er6 vagy
a szogsebesség. A vektoridlis mennyiségeket nyomtatdsban vastag, allé betiikkel vagy
felill nyillal szokés jelolni: Ar, v, F, w, illetve Ar, v, F , J. (Kézirdsban feliil nyilat
vagy aldhuzéast hasznédlunk.) Az A.1 fiiggelékben roviden osszefoglaljuk a legalapvetébb
vektormiiveleteket.

A levezetések és szamitdsok sordn elemi szinten hasznalni fogjuk a differencial- és
integralszamitast is. A matematikanak ez a teriilete a newtoni mechanikéval egyiitt szii-
letett meg és alakult ki (elsésorban Newton és Leibnitz munkéssdgénak koszonhet6en),
igy az alapfogalmakat a kinematikai alapfogalmakkal egyiitt fogjuk ismertetni. Az alapos
és részletes targyalasra az Analizis targy keretében keriil majd sor, itt csak a legsziiksé-
gesebb mddszereket ismertetjiik, a matematikai precizitas igénye nélkiil. A derivalas és
integréalas legegyszeriibb szabdlyai az A.2 és A.3 fiiggelékekben talalhatok.

Fizikai mennyiségek szamszerii megadésahoz mértékegységekre van sziikség. Egy-egy
mennyiség mértékegységének a megvalasztasa — bar részben torténeti okokra vezetheto
vissza — szorosan Osszefiigg az adott mennyiség méréstechnikajaval, a mérések hib&ja-
val is. Ezért az alapveto mennyiségek mértékegységeirol az azokat megalapozé torvények
kapcsan fogunk beszélni. Bar a fizikusok korében idonként még hasznalatos a CGS mér-
tékegységrendszer is, de ebben a kényvben (néhany régebbi mértékegységen kiviil) csak
az Sl mértékegységeket fogjuk bevezetni és hasznélni.



1.2. Kinematikai alapfogalmak

A tomegpont kinematikaja lényegében arra a kérdésre keres valaszt: a pontszeriinek
tekintett test mikor, hol taldlhat6? Ezt legegyszeriibben gy irhatjuk le, ha megadjuk
a test helyzetét egy tetszolegesen megvalasztott vonatkoztatasi ponthoz viszonyitva az
id6 fiiggvényében, azaz megadjuk az r(t) fiiggvényt. Itt r az O vonatkoztatdsi pontbdl
(az origdbdl) a test helyéhez mutat6 vektor, az ugynevezett helyvektor. Az r(t) figgvény
tehat egy olyan vektorfiiggvény, amely egy skalar mennyiséghez vektort rendel.

Azt mér a bevezetében tisztaztuk, hogy a pontszerii test nem feltétleniil kicsi. (Az
fontos, hogy az alakja, kiterjedése ne befolydsolja azt a mozgasat, amit le akarunk irni.)
Ugyanakkor mérete altaldban sokkal kisebb, mint a mozgaséra jellemzo tavolsagok, igy
annak nincs nagy jelent0sége, hogy a test melyik pontjanak helyét irjuk le. A késéb-
biekben pontrendszerek, kiterjedt testek esetében gyakran a tomegkiozéppont lesz az a
kivalasztott pont, amelynek a mozgasat — mint egy tomegpontét — leirjuk.

1.2.1. Palya, elmozdulas, ut

A pontszerti test altal érintett pontok halmaza a pdlya (1.1 dbra). A pélya altalanos
esetben egy térgorbe. Specidlis mozgasok a sikmozgasok, amikor a pélya egy sikgorbe.
Vizsgalataink soran gyakran taldlkozunk kor, parabola és ellipszis alaki pélyaval (példaul
kormozgés, hajitasok, bolygémozgés). A legegyszertibb mozgéds palydja egyenes, illetve
egy egyenes szakasz.

1.1. dbra. Palya, elmozdulés, ut

A test helyvektora minden id6pillanatban a palyanak ahhoz a pontjahoz mutat, ahol
a test éppen tartézkodik. Az r(t) helyvektor ¢ és ¢ + At id6pontok kozotti megvaltozéasa
az elmozdulads vektor:

Ar =r(t+ At) —r(t).

Mikozben a test elmozdul, befutja a palya egy darabjat. A At id6 alatt befutott
palyadarab hossza a As tut. Az it — az elmozdulassal szemben — skalaris mennyiség, és
altaldban a nagysdga is eltér az elmozdulds nagysdgatol: As > |Ar].
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A test helyvektora — megfelelé koordindta-rendszer valasztasaval — megadhaté koor-
dinatai segitségével is. Leggyakrabban a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszert
hasznaljuk, de a vizsgalt probléménak megfeleléen gyakran érdemes mas, példaul gombi
vagy hengerkoordinatakat hasznélni.

Derékszogii koordinatékkal az r(t) helyvektort

r(t) =z(t)i+y(t)j+ z(H)k

alakban frhatjuk fel, ahol z(t), y(t) és z(t) a helyvektor koordinatéi, az i, j és k (egymas-
ra mer6leges, jobbsodrasu rendszert alkot6) egységvektorok pedig a koordinata-rendszer
bézisvektorai (lasd az A.1 fiiggelékben). Az elmozduldsvektor szintén megadhaté koor-
dindtai segitségével:
Ar =r(t + At) —r(t) =

=zt +At)i+y(t+At)j+2(t+ Atk — [z(t)i+ y(t)j + 2(H)k] =

= [x(t+ At) — ()] i+ [yt + At) —y(O)]j + [2(t + At) — 2(t) k =

= Azxi+ Ayj + Azk.

Az ut kifejezése bonyolultabb (lasd 1.2.5), de kicsiny elmozdulds esetén, azaz ha
At — 0, akkor

As = |Ar| = \/Az? + Ay? + Az2.

1.2.2. Sebesség, differencialszamitas

A pélya megadja a mozgds geometriajat, de semmit nem mond a mozgas idobeli
lefolydsardl. A mozgas ,, gyorsasagat” a hétkoznapi életbdl is ismert sebesség jellemzi.
A koriilottiink 1év6 targyak sebességét és a sajat sebességiinket — bizonyos hatarok ko-
zott — kozvetleniil érzékeljiik, ami nélkiilozhetetlen a mozgasunk koordindlasdhoz, mozgd
targyak elkapdsahoz, vagy éppen az Osszelitkozés elkeriiléséhez.

A fizikaban gyakran atvesziink a hétkoznapi életbdl fogalmakat, de a fogalmak jelen-
tése nem mindig egyezik meg teljesen a tudomdnyban és a hétkéznapi életben. (Példaul
a munka a hétkoznapi értelemben sokkal tdgabb fogalom, mint a fizikdban.) A fizikai
mennyiséget a hétkoznapi fogalommal szemben egyértelmiien meg kell hataroznunk. A
sebesség fogalma kiilonosen érdekes ebbol a szempontbdl, hiszen meghatarozasa a mate-
matika egy 1j teriiletének megsziiletésével kapcsolodott Gssze.

A pillanatnyi sebesség

A sebesség vektorialis mennyiség. Az dtlagsebességet az elmozdulasvektor és az el-
mozdulashoz sziikséges id6 hanyadosaként definialhatjuk:
Ar  r(t+ At) —r(t)
At At '

Vitl =



Ha a At id6tartamot egyre kisebbre valasztjuk, akkor egyre részletesebb informaciot
kapunk a tomegpont sebességének valtozasarol. A pillanatnyi sebesség fogalméhoz ugy
juthatunk el, ha a At id6tartamot minden hataron til csokkentjiik. A sebesség pillanatnyi
értékét a t idopillanatban egy hatdrérték segitségével hatarozhatjuk meg:

Ar r(t+ At) —r(t
LAY~ ()

v(t) = Alg—r}o At T AES0 At

A % differenciahdanyados hatarértékét differencidlhdnyadosnak nevezziik, és %—Vel
jeloljiik. Ezzel a jeloléssel a pillanatnyi sebesség:
Ar  dr(?)

vit) = Alglo At dt

(1.1)

Differencialszamitas, derivaltfiiggvény

Ezzel a definiciéval az r(t) fiiggvényhez egy maésik, v(¢) fiiggvényt rendeliink, amely
megadja az eredeti fiiggvény vdltozdsi sebességét. A sebességhez (azaz a helyvektor val-
tozdsi sebességéhez) hasonléan megadhaté barmely méas — skaldris, vagy vektoridlis —
mennyiség valtozasi sebessége is. Ez az eljaras a differencidlszamitds, a véaltozasi sebes-
séget leir6 fiiggvényt pedig derivdltfiigguénynek nevezziik. Algebrai alakban megadott
fiiggvényeknél a derivaltfiiggvény megallapitasahoz nem sziikséges hatarérték-szamitast
végezni: a derivéltfiiggvény egyszerii derivdldsi szabdlyokkal megkaphato6 (A.2 fiiggelék).

Sebességkomponensek

A derivalési szabéalyok alapjan a vektoridlis mennyiségeket komponensenként derival-
hatjuk. A sebességvektor eszerint:

dr(t) _ dz@®)i+y(t)i+=(0)k] _dz@). dy(t). dz(t)
p— = == k
Vi) =4 dt a T T
(hiszen tagonként derivalhatunk, és az i, j, k egységvektorok idében allandék). A
dz(t)
vt = =g
dy(t)
t) = 22
Uy( ) dt
dz(t)
A1) = ——
v:(t) = —

skalar mennyiségek a sebességvektor koordinatai.
A sebesség nagysaga a komponensek nagysagabdl meghatarozhato:

v=|v]=/vi+v2+0l



A sebességvektor iranya

A At — 0 hataresetben |Ar| — As, azaz |dr| = ds. [gy a sebességvektor nagysiga:

de| |dr| ds
1) = lv(t)] = || = 14 _ds 1.2
o) = Vi) = | 3| = = (12)
A sebességvektort megado differencidlhanyadost formalisan fi—z—sel bovitve a
dr drds
kifejezés adodik, ahol az
dr dr

YT T Jdr
vektor a palya érint6je irdnydba mutatd (érintdirdnyu vagy tangencidlis) egységvektor.
A sebességvektor tehat — a tapasztalattal egyezben — a palya érintéje iranyaba mutat,
csak tangencialis komponense van.

1.2.3. Gyorsulas

A mozgasok dinamikai lefrasaban kiemelked6 szerepe van a gyorsulds fogalmanak. A
gyorsulasvektor a sebességvektor valtozasi sebessége. Az dtlagos gyorsuldst a sebesség-
vektor megvaltozasabdl szamithatjuk:

Av
A4t = At
a pillanatnyi gyorsuldst pedig a pillanatnyi sebesség (1.1) képletéhez hasonléan definial-
hatjuk: A "
) v dv(t
alh) = Ar =

Mivel a sebesség mar egy masik mennyiség, a helyvektor derivaltja, a gyorsulasvektor

felirhaté a helyvektor id6 szerinti mdsodik derivaltjaként is:
alt) = dv(t) _ d?r(t) ‘ (1.4)
dt dt?

Ehhez hasonléan lehet a gyorsulés véltozasi sebességérél (és annak a valtozasi sebessé-
gérél, stb.) beszélni, tehdt a helyvektor id6 szerinti harmadik (negyedik, stb.) derivaltjat
felirni, de ezek a mennyiségek sokkal kevésbhé fontosak, igy kiilon neviik, jelolésiik sincsen.

Az 1d6 szerinti derivalast szokds a mennyiség folé irt ponttal (a mésodik derivaltat
két ponttal) is jeldlni:

_dr .
V—a—r
dt de?
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Gyorsulaskomponensek
A sebességvektorhoz hasonléan a gyorsulasvektor is felirhaté komponensenként:

r(t)  Ale@)i+y@)j+z0)k] Px(t), dPy), d*z()
pr— p— p— 1 1 k .
all) = 2 dt2 e T T e
A sebességhez hasonléan megadhatdk a gyorsulasvektor koordinatai:

N — dvg(t) d?z(t)

()= =3 =~ e
- dvy(t) . d2y(t)

wl) = =5 = Tae
Cdu(t)  d%z(2)

) == =~

¢és a gyorsulasvektor nagysaga is:

a=la| = /a2 + a2 +a?.

A gyorsulasvektor iranya

Vizsgaljuk meg a gyorsuldsvektor irdnyét egy dltalanos (gyorsuld, gérbe vonali) moz-
gas esetében! Az (1.3) Osszefiiggés szerint a sebességvektor

v(t) = v(t)u(?)

alakban irhaté. Behelyettesitve ezt a gyorsulds (1.4) definidlé egyenletébe, és alkalmazva
a szorzat derivalasara vonatkozo szabalyt a gyorsulasra a kovetkezo kifejezés adodik:

a(n) = D0 AROR@L_ dll), gy 1y D (15)

Az els6 tag a pélya érintéjének iranyaba mutat, nagysdga a sebesség nagysaganak
ido szerinti derivaltja. Ha a sebesség nagysiaga nem &allandé, akkor ez a tag nem nulla.
A masodik tagban az u; egységvektor id0 szerinti derivaltja szerepel. Ha a palya nem
egyenes, akkor a tangencidlis ug egységvektor irdnya valtozik az id6 fliggvényében, és
akkor ez a tag sem nulla.

Az uy egységvektor id6 szerinti derivaltjat az 1.2 abra alapjan szamithatjuk ki. Az
egységvektor megvaltozasa egy kicsiny At ido alatt:

Au; ~ —Aou,
)

ahol u, a pdlya (pillanatnyi) simuldsikjdban fekvé, a péalya érint&jére merdleges (normd-
lis) egységvektor, Aa pedig az a kicsiny szog, amellyel az u, egységvektor elfordult At
id6 alatt.

11



1.2. abra. A tangencialis egységvektor megvaltozasa

Ekozben a tomegpont altal megtett tt:
As =~ pAa,

ahol p a pélya (pillanatnyi) simuldkérének sugara. Ebbél kifejezve:

A
Ao~ =2 ,
p
ezt behelyettesitve Auy kifejezésébe:
As
Ay, ~ —Aou, & ——u, .

Ennek alapjan a tangencidlis egységvektor ido szerinti derivaltja:

duy(t) . Ay . Asl v
= lim =—lim ——u, = ——u,,
dt At—0 At At—0 At p

amit befrva az (1.5) egyenletbe az
a(t) = —u, — —u, (1.6)
p
Osszefiiggést kapjuk.

Tehat a gyorsulasvektornak — szemben a sebességvektorral — dltalaban normalis és
tangencialis komponense is van:

dv
ay = —
At

U2
y = ——.

P
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1.2.4. A fiiggvény és derivaltfiiggvény grafikus kapcsolata

Az 1.3 dbran egy egyenesvonali mozgas hely—ido, sebesség—id6 és gyorsulas—ido gra-
fikonja lathaté. Figyeljiik meg a fiiggvények kapcsolatat!

Amikor a fiiggvény ndvekszik, a derivaltfiiggvénye pozitiv lesz, amikor csikken, akkor
pedig negativ. Ha példaul a gyorsulas pozitiv, a sebességfiiggvény novekszik: pozitiv
sebesség esetén a test gyorsul — negativ sebesség esetén lassul (abszolut értéke csokken).
Minél meredekebb a fiiggvény, anndl nagyobb a derivaltfiiggvény abszolut értéke.

Amikor a derivaltfiiggvény el6jelet valt, az eredeti fiiggvénynek szélsdértéke (maxi-
muma vagy minimuma) van. Ezt a fiiggvényanalizis ismerete nélkiil, szemlélet alapjén
is belathatjuk: ha a test sebessége pozitivbdl negativba valt, azaz ,visszafordul”, akkor
kozben egy pillanatra megéll, a helyzetének pedig maximuma lesz.

Erdekes a mésodik derivalt (gyorsulés) és az eredeti fliggvény (hely) kapcsolata is:
a masodik derivalt elojele hatarozza meg, hogy az eredeti fiiggvény alulrdl konvex vagy
konkav-e. Példaul pozitiv gyorsulds esetén a helyfiiggvény (alulrdl) konvex.

X

1.3. dbra. Elmozdulés-, sebesség- és gyorsulasfiiggvény
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1.2.5. Integralszamitas

Differencidlszamitassal a hely—ido fliggvénybol meghatarozhato a sebesség—ido és a
gyorsulas—ido fiiggvény. Most vizsgaljuk meg azt, hogy a sebességfiiggvény ismeretében
hogyan hatdrozhaté meg a test helyzete (majd ehhez hasonléan: gyorsuldsianak ismere-
tében a sebessége). Tekintsiink el6szor egy egyenesvonali mozgést, ahol az elmozdulast
és a sebességet is skalar mennyiségek jellemzik.

Ha a test allandé v sebességgel mozog, akkor elmozdulasa At id6 alatt Az = vAt.
(Ez a sebesség definiciéjabol kovetkezik.) A sebesség—id6 grafikon ilyenkor egy vizszintes
szakasz, az elmozdulds pedig éppen a szakasz alatti téglalap teriilete. (Ha a sebesség
negativ, akkor a szakasz feletti teriiletet negativnak tekintjiik.)

Ha a test sebessége valtozik az ido fiiggvényében, akkor a mozgast kis idétartamok-
ra oszthatjuk, kiszamithatjuk az egyes kis elmozduldsokat, és azokat Osszegezhetjiik. A
szamitas ugy pontosithatd, hogy a felosztast finomitjuk. A felosztast minden hataron tul

finomitva:

to t2

Ax = Al}:gloz v(t)At = /U(t)dt.
1 4

Ez a kifejezés a v(t) figgvény idé szerinti hatdrozott integralja a (tq,12) idéinterval-
lumon. A hatdrozott integral értéke a gorbe alatti (el6jeles) teriilet (1.4 dbra).

v

1.4. abra. A sebességfiiggvény alatti teriilet

Egyszeriibb esetekben az Gsszegzést és a hatarérték-szamitast nem kell elvégezni: a
hatarozott integral a tablazatokbdl megkeresheto primitiv fiiggvény ismeretében megha-
tarozhaté (A.3). A hatdrozott integral azonban csak az elmozduldst adja meg a vizsgélt
idotartam alatt. A test helyzetének meghatarozasahoz sziikség van a kezdeti feltételekre,
jelen esetben a test helyének ismeretére a vizsgalt mozgas kezdetén. Ha a test helyzete a
t = 0 id6pontban x(0) = xq, akkor a hely—idé fiiggvény:

t

x(t) = xo + /U(T)dT.

0
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Ehhez teljesen hasonléan hatarozhaté meg a gyorsulas—ido6 fliggvény ismeretében a
sebesség—ido fiiggvény, majd abbdl a hely—id6 fiiggvény is:

t

v(t) = vy + /CL(T)dT

", , (1.7)
(1) :x0+/U<T)d7_:xg+vot+//a<7—)d7'27

ahol vy a test sebessége a t = 0 pillanatban.

Ha a mozgas nem egyenesvonalti, akkor helyét, sebességét, gyorsulasat vektorok irjak
le. A gyorsulds, a sebesség és a helyvektor idofiiggvénye kozotti kapcsolatot ekkor is
az (1.7) integralokhoz hasonléan irhatjuk fel:

v(t) =vo + /ta(T)dT
° . (1.8)
r(t) =ro+ /V(T)dT =10+ Vot + // a(r)dr?.

A vektorok integralasat a derivalashoz hasonléan komponensenként végezhetjiik el
(példak az 1.3 szakaszban).

Az Gt meghatarozasa

Gorbevonali mozgasnal a test altal megtett 1t szintén integralszamitassal hatarozha-
t6 meg. Az (1.2) osszefiiggés alapjan ds = vdt (ahol v a sebességvektor abszolut értéke),
és igy a ty és ty idopillanatok kozott befutott 1t:

t2

s—/vdt.

t1
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1.3. Kiilonb6z6 mozgasok kinematikai leirasa

Egyenesvonalu egyenletesen gyorsulé mozgas
Valasszuk a koordinata-rendszer x-tengelyét parhuzamosan a mozgéassal:

a(t) =a

v(t) = vy + /CL(T)dT = vy + at

0
t

z(t) =z + /U(T)dT = 0 + vot + gt2 :
0

Harmonikus rezgémozgas
Harmonikus rezgémozgéasnél a test kitérése az id6 szinuszos fiiggvénye:
z(t) = Asin (wt + ¢) .
A sebességet és a gyorsulast derivalassal hatarozhatjuk meg:

v(t) = z(t) = Aw cos (wt + )
a(t) = o(t) = i(t) = —Aw?sin (wt + ) .

Vegyiik észre, hogy a(t) = —w?x(t), azaz a gyorsulds ardnyos a kitéréssel (és az

aranyossagi tényez6 negativ).

Ferde hajitas
Mozogjon a test az xy sikban, és legyen y fiiggéleges. Induljon a test a (0, k) pontbol

a vizszinteshez képest o szogben, v sebességgel. Ekkor
o =20, Ugg = VCOS X, a, =0,
Yo =h, Vyo = vSina, ay = —g.
Ezek alapjan a sebesség- és a helykoordinatak integralassal meghatarozhatok:
t

Uz (t) = Vg0 + /ax(T)dT = v COS (v

0
t

vy (t) = vy + /ay(T)dT =wvsina — gt
0
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t

x(t) = xo+ | ve(7)dT = vcosat

0

t
y(t) = yo + /Uy(T)dT =h+vsinat — gﬁ )
0

A test akkor éri el a palya legmagasabb pontjat, amikor v, (t) = 0:
. v vt
vsina — gtpax = 0 = tpax = —SINA = Ymax = Y (fmax) = b+ 2—5111 o.
g g

A foldet érés idépontjat az y(t) = 0 egyenlet hatarozza meg:

vsina + \/v?sin® o + 2gh

h—H}Sinoﬂff—gt?:O =t =

g
h = 0 esetén az eredmény egyszeriibb:
20 | 202 v?
ty=—sina = zy=x(tf) = — sinacosa = — sin 2.
g g g

Rogzitett v esetén ez akkor maximalis, ha sin 2a = 1, azaz a = 45°.
A pélya egyenletét x(t) és y(t) kifejezésébdl t kikiiszobolésével kaphatjuk meg:

g 2

=h+tga -0 — —F——
y(@) tigarw 202 cos? «v

tehdat a palya egy lefelé nyitott parabolaiv.

Ko6rmozgas

Kormozgas esetén a palya egy r sugaru koriv. A test v sebességvektora az (1.3)
kifejezésnek megfelel6en érintiranyt (tangencidlis), az a gyorsuldsnak pedig altaldnos
esetben az (1.6) kifejezésnek megfeleléen tangencialis és normalis komponense is van:

_dv
o dt
U2

p = ——.
r

Qg

Az elsé (tangencidlis) komponens csak gyorsulé vagy lassulé kormozgdsnal jelent-
kezik, amikor véltozik a sebesség nagysaga. A mdasodik (normélis) komponens viszont
egyenletes kormozgasnal is fellép, amikor a sebesség nagysaga allandé. Ez a komponens
a kor kozéppontja felé mutat, és centripetdlis gyorsuldsnak nevezziik.
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1.5. abra. Kérmozgas

A kormozgast végzo test helyzetét megadhatjuk egy kivalasztott iranyhoz viszonyitott
(radidnban mért) forgdssziggel is (1.5 abra). Az «(t) fiiggvény egyértelmiien jellemzi a
tomegpont helyét. A forgdsszog kifejezhetd a test altal befutott ¢ iv (1it) és a korpalya
sugara segitségével:

o = —.
T

Az a forgasszog valtozasi sebessége, az w szogsebesség, a sebességhez hasonléan definial-
haté:

Cda 1di v

Cdt ordt

Nem egyenletes kormozgéasnal w(t) is valtozik, véaltozdsi sebessége a [ szoggyorsulés:

W

B dw B d%«

=%~

w és [ segitségével a gyorsuldskomponensek mas alakokban is felirhatdk:

dv dw 3
= —= —7 = T
dt dt
v? )
acp:—7:—vw:—w .

Gy

Az egyenletes kormozgas jellemzésére haszndlhaté még a T peridédusidé (egy teljes
kor befutasanak ideje) és az f fordulatszam (egy id6egység alatti fordulatok szama) is.
Koénnyen belathato, hogy
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2. fejezet

A dinamika alapjai

A kinematika lefrja a mozgdsokat (pontszerii test esetében példdul megadja, hogy
a test mikor hol van), de nem foglalkozik a mozgéds okaival. A testek mozgdsit més
testekkel valo kolesonhatasaik hatarozzék meg. A testet érd hatasok és a test mozgdsa
kozotti kapesolatot vizsgdlja a dinamika.

Az 6kori elképzelés szerint egy test mozgdsahoz folyamatos kiilsé hatéds sziikséges. A
hétkoznapi tapasztalat is ezt latszik megerdsiteni: Vizszintes talajon folytonosan hizni
kell egy szankot, kiilonben megdll. A biciklit is folyamatosan hajtani kell a vizszintes
uton ahhoz, hogy egyenletes sebességgel haladjon.

Ha azonban jobban megvizsgédljuk ezeket az eseteket, akkor észrevehetjiik, hogy a
hétkoznapi életben a testek mozgasat legtobbszor a surlodas és a kozegellenallas aka-
dalyozza, és nekiink csak emiatt, ezek kiegyenlitése érdekében kell folyamatosan erot
kifejteniink.

Kisérlet: Légparnas sin

A légparnas sinen megfigyelhetjiik egy test mozgéasat kozel erémentes koriil-
mények kozott. A sinen apré lyukak sorakoznak, amelyekbe egy kompresszor
levegot fij. A kiaramlé levego kicsit megemeli a sinre helyezett testet, igy az
lényegében surlédédsmentesen mozoghat.

Ha a sint gondosan vizszintesre allitjuk, akkor a rahelyezett test nyugalomban
marad. Ha viszont a testet meglokjiik, akkor — tovabbi kiilsé hatés nélkiil —
egyenletesen mozogni fog. Ha a sin végeire rugét helyeziink, akkor a mozgas
sokdig fennmarad: a test a sin két vége kozott ide-oda mozog. (Természete-
sen a csekély légellendllas és a rugok energiavesztesége miatt a test idovel a
légparnés sinen is megall.)

Hasonl6 latvanyban lehet résziink egy rendezo-péalyaudvaron, ahol a meglo-
kott vagonok — a nagyon kicsiny gordiilési ellendllasnak kdszénhetden — sokaig
kozel egyenletes sebességgel mozognak a vizszintes palyan. 4
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A tapasztalat szerint egy test mozgasahoz nincs sziikség kiils6 hatasra. A magara
hagyott, mas testekkel nem kolcsonhaté test egyenesvonalil egyenletes mozgast végez. A
kiils6 hatasra — az okori felfogassal szemben — nem a mozgéas fenntartdsahoz, hanem a
mozgasallapot megvaltoztatasahoz van sziikség.

2.1. Kolcsonhatasok, az er6 fogalma, eromeérés

Egymassal kapcsolatba keriilo testek kozott kiilonbozé kdlesonhatdsok lehetnek. A
,kolcsonhatas” szd azt fejezi ki, hogy a két test kolcsonosen hat egymésra. A mecha-
nikaban a testek kozotti kolesonhatasokat leiré mennyiség az erd. Az erd vektoridlis
mennyiség: a kolcsonhatas nagysagat és iranyat is megadja.

Egy kiterjedt, deformdalhato testre haté eré megvaltoztathatja a test mozgaséallapotat
és alakjat is. Az erd mérésére mindkét hatas felhasznalhato. Mi a kovetkezOkben az
er6t az altala létrehozott alakvéltozas (deformacié) alapjan fogjuk mérni, de lehet olyan
eréomérot is késziteni, amely az er6 mozgaséallapot-valtoztato hatdsan alapul: példaul egy
tenisz szerva kozben fellépl eré nagysdgara kovetkeztethetiink a teniszlabda sebesség-
valtozasabdl.

Hogyan készitsiink eromérot? Er6 hatasara minden test kisebb-nagyobb mértékben
deformalddik. A mérések megismételhetosége érdekében célszerii olyan testet valasztani,
amely a mérendd er6 hatdsira rugalmas alakvaltozéast szenved (az er6hatds megsziiné-
se utdn visszanyeri eredeti alakjat). Szintén célszer(i olyan testet valasztani, melynek
alakvéltozasa jé kozelitéssel linedris (az er6vel ardnyos). Szerencsére a legtobb rugalmas
anyag kis alakvéltozasok esetén igy viselkedik.

A megfelel6 test kivalasztasa utan az erémérohoz skdldat kell késziteni: meg kell mérni
a test alakvéltozasat ismert erdk hatasara. Az igy kalibralt eszkozzel méar mérhetjiik
ismeretlen erok nagysagat.

Ilyen méréeszkoz a jol ismert rugds erémérd, ahol a deformacio elég nagy, szabad
szemmel is konnyen leolvashatd. A gyakorlatban hasznélt erdmércknél a deforméacio sok-
szor alig lathatoan kicsi, és azt elektromos vagy optikai modszerekkel mérik.

2.2. Newton-torvények

A Newton-torvények a klasszikus mechanika alaptorvényei. Megfogalmazasuk a gra-
vitacids er6torvénnyel (2.3 szakasz) egytitt Newton [12] érdeme, aki egyrészt Galilei [13]
kisérleti eredményei, mésrészt Kepler [1/1] tapasztalati torvényei alapjan irta fel az 6ssze-
fiiggéseket. Bar a XX. szdzadban kideriilt, hogy nagyon nagy (fénysebességhez kozeli)
sebességek és nagyon kicsi (atomi) méretek esetében a Newton-torvények nem irjak le
helyesen a természetet, hétkoznapi méretek és nem til nagy sebességek esetében tovabbra
is a természettudomanyos és miiszaki szamitasok alapveto Osszefiiggései.
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2.2.1. Newton II. torvénye, a tehetetlen tomeg

A tapasztalat szerint egy test gyorsulasa ardnyos a testre hato erdvel, és a gyorsulas
irdnya megegyezik az er6 iranyaval:
a~F.

Az er6 és a gyorsulds hanyadosa az adott testre jellemzé mennyiség, amely kifejezi,
hogy a test mennyire ,,all ellen” a gyorsitasnak. Ez a hanyados a test tehetetlen témege,
vagy tehetetlensége:

F
m=—.
a
Atrendezve és vektoros alakban frva:
F =ma. (2.1)

Ez Newton II. torvénye (mai megfogalmazasban — Newton az impulzusvaltozassal
irta fel, lasd a 2.2.2 szakaszt).

Kisérlet: Tehetetlenség

Fonalra felfiiggesztett fahengert az aljara erdsitett ugyanolyan vastag fonallal
lefelé hizzuk. Ha az als6 fonalat lassan, de egyre nagyobb erével huzzuk, akkor
a felso fonal szakad el, mert ré a hizderd és a henger sulyanak 6sszege hat. Ha
viszont az alsé fonalat hirtelen, nagy erével megrantjuk, vagyis a fahengert
nagy gyorsuldssal akarjuk mozgatni, akkor a fahenger tehetetlensége miatt az
also fonal szakad el. (Vided: Tehetetlenség 1. [7])

Lehet-e az ember fején kalapaccsal diot torni tigy, hogy az ne fajjon? Igen, ha
a di6 ald egy nagy tomegii (nagy tehetetlenségii) targyat rakunk.

Pezsgosiiveget egymasra helyezett fakorongokra allitunk. Ha a fakorongokat
hirtelen kiiitjiik, az {iveg — tehetetlensége miatt — alig mozdul el vizszintesen.
(Videé: Tehetetlenség I1. [7]) 4

2.2.2. Newton III. torvénye, az impulzus

Az er6 mindig parkolesonhatas, amely mindig kolcsénhaté partnerek kozott 1ép fel.
Ha egy A test hat egy B testre, akkor sziikségszeriien a B test is hat az A testre. A
két er6hatds azonos nagysdgu, parhuzamos irdnyt és ellentétes iranyitottsagu (2.1 dbra).
Képlettel megfogalmazva:

FAB = _FBA . (22)

Ez Newton III. torvénye (vagy mds néven a hatds-ellenhatds torvénye).
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@FAB Fpa\ 72
A

2.1. abra. Newton III. torvénye

B

Ha a két test csak egymédssal van kolesonhatdsban, akkor (2.1) alapjén:
Fip = miag és Fpa = moas.
Ezt behelyettesitve a (2.2) Osszefiiggésbe:
mia; = —Mmpay,
rendezve és atalakitva:

mia; + meag = 0

dV1 dVQ o
mlg + mgg =0
d (mivy + mavy)

=0.
dt

Ebbdl kovetkezik, hogy
myvy + movy = allandé .

A tomeg és a sebességvektor szorzatat impulzusnak (lendiiletnek, mozgdsmennyiség-
nek) nevezziik. Az impulzus vektoridlis mennyiség:

p=mv. (2.3)
Evvel a jeloléssel a két testre
p1 + p2 = allando .

Ez az impulzusmegmaradds tétele két testre. (Természetesen csak akkor teljesiil, ha a
két test csak egymdssal van kolesonhatasban, mas er6 nem hat réjuk.)

Kisérlet: Hatas-ellenhatas torvénye

Két szembeallitott, egymas felé gurulni képes gérdeszkan allé két ember egy
kotél két végét fogva egymast el akarja hiizni. Barmilyen médon hizzék egy-
mast (csak az egyik hiz, a mésik csak tartja a kotelet, vagy mindketten
hizzak a mésikat) mindkét gordeszka koriilbeliil ugyanigy elmozdul.
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Légparnas sinre helyezett két test kdzé 6sszenyomott, cérnaszallal 6sszekotott
rugdt erésitiink. A cérnaszalat elégetve a rugd mindkét testet megloki. Ha az
egyik kocsi tomege nagyobb, mint a masiké, akkor ez a kocsi lassabban indul
el. Kezdetben a két test Osszes lendiilete nulla, ezért a cérnaszal elégetése
utan is nullanak kell maradnia, hiszen nem hat kiils6 er6 a testekre.

Egy kifeszitett vizszintes drétszélra kis kampokkal szédapatront akasztunk,
majd a patront kiszurjuk. A széndioxid gaz nagy sebességgel kiaramlik a
patronbdl, a patron pedig ellenkezd iranyban végigesuszik a dréton. ¢

Az impulzus segitségével Newton II. torvényét mas alakban is felirhatjuk:

F:ma:md—vzd(mv) :dp

dt dt dt’

dp
F=_—"=. 2.4
iy (2.4)

Newton a II. torvénynek ezt a alakjat fogalmazta meg. Erdekes, hogy — szemben
a (2.1) formaval — ez az Gsszefiiggés a specidlis relativitaselméletben is igaz marad.

2.2.3. Az erohatasok fiiggetlensége

Eddig csak olyan eseteket vizsgaltunk, hogy egy testre csak egyetlen eré hat, az
gyorsitja. Ha egy testre egyidejlileg tobb erd is hat, akkor a tapasztalat szerint a test
ugy mozog, mintha az egyes erok kiilon-kiilon gyorsitandk a testet, és ezek a gyorsulasok
(vektoridlisan) Gsszeadddnak:

F; 1
a = a; = _— = — Fz .
2Tl
Ez az er6hatasok fiiggetlenségének elve vagy Newton IV. torvénye. Ennek alapjan:

ZFZ :mZai:ma,
> F=ma. (2.5)

Ez Newton II. torvényének altalanosabb megfogalmazésa, ha a testre tobb ero is
hat. A > F kifejezést eredd erének nevezziik. Az, hogy az erék egymadstdl fiiggetleniil
fejtik ki hatasukat, azzal egyenértékii, hogy az erék vektorként viselkednek, vektorként
osszegezhetdk, ugyanugy, mint a gyorsulasok.
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Kisérlet: Er6hatasok fiiggetlensége

Ha az erok mas ercktol fiiggetleniil fejtik ki hatasukat egy testre, akkor a
kiilonb6z6 hatasokra bekdvetkezd mozgasok is egyméstol fiiggetleniil mennek
végbe. Két egyforma golyd egyikét vizszintesen elhajitva, a masikat pedig
ugyanakkor elejtve, a két golyo egyszerre koppan a talajon. A golydk fiiggd-
leges iranyu mozgasa ugyanugy megy végbe, fiiggetleniil attdl, hogy az egyik
vizszintesen is mozog.

Két azonos magassagban elhelyezett csigan egy fonalat vezetiink at, és a fonal
egyik végére 3 egységnyi, a masik végére 4 egységnyi, a kozepére pedig 5 egy-
ségnyi tomeget erositiink. A testeket elengedve, azok bedllnak egy egyensilyi
helyzetbe, amelyben a két csiga kozti kotélszakasz a kozépso siulyndl meg-
torik. Barmilyen kezd6 allapotbol hagyjuk magara a rendszert, a két csiga
kozti kotélszakasz két része egymassal derékszoget zar be. A kozépso testre
haté 5 egységnyi nehézségi erét a két — 3, illetve 4 egységnyi — fondler6 csak
akkor egyensulyozhatja ki, ha — a Pitagorasz-tételnek megfeleléen — egymasra
merdlegesek. Tehat az er6k vektorként Gsszegzédnek. 4

2.2.4. Newton I. torvénye, az inerciarendszer fogalma

Ha egy testre nem hat erd, vagy a ra haté erék ereddje nulla, akkor Newton II.
torvénye, (2.5) alapjan:

Y>F=0 & a=0 &  v=dlands. (2.6)

Ez Newton I. torvénye: Ha egy testre nem hat erd, vagy a ra haté erék ereddje nulla,
akkor a test egyenesvonali egyenletes mozgast végez, vagy nyugalomban marad.

Nyugalomban? Mihez képest? Most mar mindenképp meg kell vizsgalnunk azt a kér-
dést, amivel eddig nem foglalkoztunk: egy test mozgasat kiillonb6zé vonatkoztatasi rend-
szerekben irhatjuk le, és méas-mas vonatkoztatasi rendszerbol nézve a test mozgésa is
kiilonboz6 lesz.

Megfigyelés: Fékez6 vagy kanyarodd busz

Fékezo vagy kanyarodd buszon allva azt tapasztaljuk, hogy hirtelen, latszolag
minden ok nélkiil elére esiink, vagy oldalt déliink, tehat — a buszhoz képest
— gyorsulunk. Ez ellentmondani latszik Newton I. térvényének, hiszen annak
ellenére gyorsulunk, hogy nem hat rank kiilsé ero.

Ugyanakkor az utcan all6 megfigyel6 azt tapasztalja, hogy mi egyenesvonali
egyenletes mozgast végziink, a busz viszont — a ra hato erék hatasara — gyorsul
(fékez vagy kanyarodik). Az utcan all6 megfigyel$ tehat érvényesnek latja
Newton I. torvényét. ¢
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A két megfigyel6 mds-mas vonatkoztatasi rendszerbdl irja le a mozgéast. Azt a vonat-
koztatasi rendszert, amelyben teljesiil Newton L. torvénye (azaz egy test, amelyre nem hat
erd, egyenesvonald egyenletes mozgast végez, vagy nyugalomban van) inerciarendszernek
nevezziik. Newton I. torvénye tehat az inerciarendszer definicidja. A Newton-torvények
(eredeti formajukban) csak inerciarendszerekben érvényesek.

A forgo6 Foldhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszer nem inerciarendszer, de sok esetben
jo kozelitéssel inerciarendszernek tekinthet6 (és igy a Newton-torvényeket legtobbszor
eredeti formajukban hasznalhatjuk). Jobb kozelitéssel inerciarendszer a Fold kozéppont-
jahoz rogzitett, de a Folddel egyiitt nem forgd vonatkoztatasi rendszer. Még jobb kozelités
a Naphoz vagy més csillagokhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszer.

A 3.1 szakaszban be fogjuk latni, hogy egy inerciarendszerhez képest egyenesvonali
egyenletes mozgast végzo vonatkoztatasi rendszer szintén inerciarendszer.

2.3. Gravitacios kolcsonhatas, sulyos tomeg

A gravitdcio, a Fold vonzasa alapveté hétkoznapi tapasztalatunk. Egy elejtett test —
ha a kozegellenallas nem szamottevé — egyenletesen gyorsulé mozgassal mozog a Fold
felé. Galilei megfigyelte, hogy minden test azonos g gyorsuldssal esik — természetesen
megint csak akkor, ha a kozegellenallas elhanyagolhato.

Megfigyelés: Kepler-torvények

Kepler Tycho Brahe [15] hatalmas mennyiségii csillagdszati megfigyelése alap-
jan tapasztalati torvényeket fogalmazott meg a bolygdk és holdak mozgasarol.
Ezek a Kepler-torvények.

Kepler 1. térvénye A bolygdk (holdak) ellipszis palyan keringenek a Nap
(anyabolygd) koriil. A Nap (anyabolygd) az ellipszis egyik fékuszaban van.

Kepler II. torvénye Egy bolygéhoz (holdhoz) hizott vezérsugar azonos idé
alatt azonos teriiletet sirol.

Kepler III. térvénye A Naprendszerben a bolygopalyak fél nagytengelyé-
nek kobei tgy aranylanak egymdashoz, mint a keringési idék négyzetei. (Ha
egy bolygd koriil tébb hold kering, akkor a holdpalyak fél nagytengelyének
kobei gy ardnylanak egyméshoz, mint a keringési id6k négyzetei.) ¢

Newton felismerte, hogy egy test szabadesése és a bolygdk, holdak mozgasa ugyanarra
az okra, az dltaldnos tomegvonzdsra vezetheto vissza.

A gravitacids eré aranyos a kolcsonhatdsban részt vevd testek tomegével. Erre ab-
bdl lehet kovetkeztetni, hogy a tapasztalat szerint minden szabadon eso test egyforma
gyorsulassal gyorsul.
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Az er6 tavolsagfiiggésére Newton csillagaszati megfigyelések alapjan kovetkeztetett.
Kepler III. torvénye alapjan — az ellipszispédlyakat korpélyaval kozelitve — a bolygdok
centripetalis gyorsulasa forditva aranyos a Naptol mért tavolsdguk négyzetével, és igy
a gravitacids erd is a kolesonhaté testek tavolsaganak négyzetével forditottan aranyos.
Hasonl6 kovetkeztetésre juthatunk, ha egy foldfelszinhez kozel szabadon es6 test gyor-
suldsat és a Fold koriil keringé Hold centripetalis gyorsulasat vetjiik 6ssze a testeknek a
Fold kozéppontjatol mért tavolsagaval.

Megfigyelés: Szabadon esé test és a Hold gyorsulasa

A szabadon es6 test g nehézségi gyorsuldsa konnyen megmérhetd. A nehézsé-
gi gyorsulas értéke a Fold forgasa, alakja és inhomogén tomegeloszlasa miatt
kis mértékben fiigg a mérés helyétdl. Kozelito szamitasunkhoz tekintsiink el a
Fold forgasanak hatdsatol (ezzel részletesen fogunk foglalkozni a 3.5 szakasz-
ban), ekkor egy felszinhez kozel szabadon es6 test a Fold gravitaciés vonza-
sdnak hatdsira a; ~ g = 9,81 m/s? gyorsuldssal mozog, mikézben tavolsiga
a Fold kozéppontjatol a Fold sugaraval egyezik meg: 7 = Ry ~ 6,37 - 10° m.

A Hold keringési ideje (sziderikus héonap) Ty = 27,32 nap, az atlagos Hold-
Fold téavolsdg pedig Ry = 384 ezer km (B.2). A Hold j6 kozelitéssel korpalyan
kering, igy centripetdlis gyorsuldsa ay ~ 472 Ry /T3 = 2,72-1073 m/s?, tavol-
sdga 1y ~ 3,84 - 108 m.

Osszevetve az adatokat a;/ay = 3600 és r1/ry ~ 1/60, azaz a gyorsulds — és
igy a gravitacids eré — forditva ardanyos a tavolsag négyzetével. ¢

Ezek alapjan Newton gravitdcios torvénye:

mimeo T
2 : ; ? (27)

F=—y

r

ahol my és moy a kolcsonhato testek sulyos vagy gravitdlo tomege, r a testek tavolsaga,
pedig kés6bb meghatarozando dllandé. Az eré minden esetben vonzo, a testeket 6sszekotd
egyenes iranyaban hat.

2.3.1. Stlyos és tehetetlen tomeg

A tomeg két, egymastdl fiiggetlen fizikai torvényben is megjelent. Newton II. torvé-
nyében (2.1) a tehetetlen tomeg fejezi ki, hogy a test mennyire ,,all ellen” a gyorsitéerd-
nek. A gravitacios torvényben (2.7) a sulyos tomeg fejezi ki a test ,, gravitalé képességét”.
Egyaltalan nem magatol értetédo, hogy ez a kétféle tomeg ugyanaz a fizikai mennyiség.

Tekintsiik egyelére a két mennyiséget egymastol fiiggetlennek, és jeloljiik a tehetetlen
tomeget m¢-vel, a silyos tomeget mg-sel.
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Ekkor Newton II. torvénye:
F=kma,

ahol k; a mértékegységek megvalasztastol fiiggo allandé. Hasonldan, a gravitacios tor-
vény:
Ms1Ms2

r2

F =k

ahol ks szintén a mértékegységek megvalasztastol fiiggd allando.

A tapasztalat azt sejteti, hogy a silyos és tehetetlen tomeg ardnyos egymassal, azaz
ha egy testnek kétszer akkora a tehetetlensége (kétszer akkora a tehetetlen tomege),
mint egy méasiknak, akkor a gravitacios kolcsonhatasban is kétszer akkora erovel vesz
részt (kétszer akkora a silyos tomege), mint a masik testnek:

my ~ Mg.

Ezt tamasztja ald az a tapasztalat, hogy a Fold egy adott helyén minden szabadon
esO test ugyanakkora gyorsulassal mozog. Egy my stlyos és m, tehetetlen tomegi testre
szabadesés kozben csak a Fold gravitacios ereje hat (a Fold forgasanak hatasat most is
elhanyagoljuk). fgy Newton II. torvénye és a gravitacios torvény alapjan:

mrgg
kima = F = kamg—5— .
R
Ebbdl a test gyorsuldsa:
ms kZmFs
a=—"—0,
my kl Rl%

ami viszont a tapasztalat szerint minden testre ugyanakkora (g). Mivel a mésodik tértben
csupa allandé szerepel, ebbdl az kovetkezik, hogy az elsé tort is minden test esetében
ugyanakkora, azaz a kétféle tomeg — a nehézségi gyorsulas mérésének pontossagaval —
aranyos egymassal.

A kétféle tomeg ardnyossigat késébb FEdtvos Lordnd [10] igazolta sokkal nagyobb
pontossaggal. Eredményére Einstein is hivatkozott az altalanos relativitaselméletben.
Az FEétvis-inga elvét a 3.5 szakaszban targyaljuk.

A ky és ko allandok értékei a mértékegységrendszer megvalasztasatol fiiggenek.

2.3.2. Mértékegységek

A mértékegységek meghatarozasandl fontos szempont, hogy a definicidhoz tartozo
mérési eljaras minél pontosabb legyen, és ne legyen helyhez kotott, azaz megfeleld esz-
kozokkel barhol (akar a Foldon kiviil is) elvégezhetd legyen. Ugyanakkor a ma hasznalt
mértékegységek megvalasztasaban szerepe van a hagyomanynak is. A koévetkezdkben
attekintjiik az alapveté mechanikai mennyiségek SI egységét és néhany kordbbi mérték-
egységét.
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Ido6

Az id6 hagyoményos mértékegységei a természetes ciklusokon (periodikus természeti
jelenségeken) alapulnak. Ilyen az év (évszakok viltozédsa), a hénap (a Hold-fazisok valto-
zésa) és a nap (napszakok véltozdsa). A kisebb egységeket ezek felosztdsaval kaphatjuk
(1 nap 24 6ra, 1 éra 3600 méasodperc).

Ehhez azonban pontosan meg kell hatarozni, hogy milyen hosszu idétartam egy nap. A
Fold az 4llécsillagokhoz képest 23" 56’ 4” alatt fordul korbe a tengelye koriil (csillag-nap).
A napok hossza (a Nap két delelése kozt eltel6 id6, Nap-nap) azonban ennél valamivel
hosszabb, hiszen a Fold kering a Nap koriil, igy a Foldnek egy teljes fordulatnal kicsit
tobbet kell forognia a kovetkezd delelésig. A Fold ellipszis pélydja és tengelyferdesége
miatt ennek mértéke, és igy a nap hossza, az év sordn kismértékben (néhany mésodperc-
cel) véltozik. Ezek a kis eltérések osszeadddnak, emiatt a nap delelése az év folyamén az
egyenletesen jar6 ordkhoz képest £15 perccel ingadozik (idéegyenlet, lasd Tér és id6 [6])
fgy a 24 6ras nap az dtlagos Nap-nap hossza.

Ugyanakkor a napok hossza a Fold forgasanak lassulasa és kis valtozasai miatt
is folyamatosan valtozik. Ezért sziikségessé valt egy jol definialt, a Foldtdl fiiggetlen
masodperc-etalon véalasztdsa: 1967 6ta egy mésodperc (s) az alapallapoti cézium-133
atom két hiperfinom energiaszintje kozotti dtmenetnek megfelelo sugarzas 9192631 770
periédusanak idotartama, amit atomorak segitségével lehet mérni.

Tavolsag

A hagyoményos tavolsagegységek emberi testrészek (ujj, 1ab, stb.) méretéhez igazod-
tak. A kereskedelem fejlodésével a mindenhol kicsit kiilonb6z6 egységek zavaréva valtak.
A metrikus mértékegység-rendszerben az 1 méteres tavolsagot a Parizson atmend dél-
kor 1/40000000 részeként hataroztdk meg. Ennek mérése alapjan késziilt el a parizsi
méter-etalon: egy platina-iridium rid, amelyen két vonas tavolsaga 1 méter.

A ma elvarhaté mérési pontossdgnak az etalon pontossiga mar nem felel meg. Mas-
részt a tévolsdgokat egyre inkabb idémérésre vezetik vissza (azt az id6t mérik, amely
alatt a fény vagy mas elektromdgneses hullam befutja a mérendd tévolsdgot).

Bay Zoltan [17] kezdeményezésére 1983 Gta a méter egységet a masodperc egységre
vezetik vissza: 1 méter (m) az a tdvolsag, amit a fény vakuumban 1/299 792458 s id6
alatt befut. Ezzel a vakuumbeli fénysebesség a tovabbiakban nem mérendé mennyiség,
hanem definici6 szerint:

c=299792458m/s.

Sebesség, gyorsulas

A sebesség és a gyorsulds SI mértékegysége (m/s, m/s?) a méterb6l és a mésod-
percbél szarmaztatott mértékegység. (A km/h sebességegység csak a hétkoznapi életben
hasznalatos.)
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Tomeg

A tomeg egységének definialdsara még nincs elfogadott modern mdodszer. 1 kilogramm
(kg) a Périzsban &érzott platina-irfdium kilogramm-etalon témege, amely 1dm?® 4°C-os
viz tomegével egyenld. Az el6tagok hasznédlatakor zavard, hogy nem a gramm (g), hanem
a kilogramm (kg) az alapegység.

Ero

Az er6 két alapvet6 Osszefiiggésben, Newton II. torvényében és a gravitacids térvény-
ben is szerepel:

F=kma
F =kt
r

A két allando koziil az egyiket szabadon rogzithetjiik, és ezzel meghatarozhatjuk az
er0 mértékegységét — a masikat viszont ezutan méréssel kell meghatarozni.

Az er6 régi mértékegységéhez (kilopond) a Fold gravitacids erejét hasznaltdk. Egy
nyugalomban 1év6 m tomegii test stlya (a Fold forgdsanak hatdsat megint elhanyagolva)
a ra haté gravitacids erével egyenld:

kaF
G = I m

A kymp/R% llandét egységnyinek vélasztva 1 kilopond (kp) éppen egy 1 kg tomegti test
sulya (Pdrizsban). (1 g sulya pedig 1p, 1 pond.)

Az SI mértékegység-rendszerben a ky allandé értékét egységnyinek valasztjuk, igy
Newton II. torvénye a (2.1) alakot veszi fel:

F =ma.

Eszerint az er6 SI mértékegysége, a newton (N) a tomeg és a gyorsulds mértékegységébol
szarmaztathato:
IN=1kg-1m/s* = 1kgm/s*.

A gravitacids torvény igy
mimso T

F=—
i 72 r

alaku, ahol v (kg) értékét meg kell mérni. A test silyanak ismerete ebben nem segit,
mert a Fold tomegét nem ismerjiik. (Eppen a gravitacios allandé ismeretében tudjuk
majd meghatdrozni.) A v gravitdciés allandét két kisméretii test kozott fellépd nagyon
kicsi vonzderd megmérésével kell meghatarozni. A mérést elészor Cavendish [13] végezte
el: torzids inga segitségével mérte két néhany kg tomegii, egymastdl kb. 10 cm tavolsagra
1év6 Slomdarab kozt fellépo erot.
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A gravitacids allandé értéke
v =6,6725-10""" Nm?/kg?.

Egy test silya (a Fold forgasat még mindig elhanyagolva) koriilbeliill megegyezik a ré

haté gravitaciés erovel:
mmeg

R

A v gravitéciés dllandé, a g ~ 9,81 m/s? nehézségi gyorsulds és a Fold Ry ~ 6370 km
atlagos sugaranak ismeretében — utobbit a Nap latszolagos helyzetének mérésével mar
az Okoriak megmérték — meghatarozhaté a Fold tomege és atlagos stirtisége:

mg ~ 1y

R2
My~ 97 £ 6.10% kg,
Y
PF me e ~ 5,5kg/dm?® .

~ V. 4p3
VF 3RF7T

2.4. Kiilonbozo kolcsbnhatasok

A kovetkezokben attekintjiik a mechanika feladatokban el6fordulé kolesonhatdsokat.

Nehézségi er6

Minden testre hat a Fold gravitaciés vonzasa. A nehézségi erd a Fold forgasa miatt
kicsit eltér ettdl (ezt részletesen megvizsgaljuk a 3.5.1 szakaszban).

A nehézségi er6 nagysaga mg, irdnya fiiggélegesen lefelé mutat. (A fiiggéleges iranyt
épp a nehézségi erd irdnya definidlja.) Nagysdga és irdnya nem fiigg mds er6ktol, a ne-
hézségi er6 szabad ero.

A nehézségi er6 térfogati erd: egy kiterjedt test teljes térfogataban, minden részére
elosztva hat. Szamitasoknal viszont gy vehetjiik figyelembe, mintha koncentraltan a test
tomegkozéppontjaban hatna (5.1 szakasz).

Nyomoéerd

A szilard testek nem hatolhatnak egymasba: ezt a kozvetleniil érintkezo testek feliilete
kozt fellépd nyomdoers akadalyozza meg.

A nyomdero merdleges az érintkezo feliiletre, és ahogy neve is mutatja, mindig nyomo
irdnyu. A nyomoder6 egy kényszererd: nagysagat a testekre hatd egyéb erck hatarozzak
meg a kényszerfeltétel (a testek nem hatolhatnak egymésba) alapjan.

A nyomoer®é felileti erd: kiterjedt testek esetén a teljes érintkezo feliileten elosztva hat.
Ha egyetlen erével akarjuk helyettesiteni, akkor a kényszerfeltételeknél a test forgasara,
az erd forgatdnyomatékara is figyelniink kell (6.2 szakasz).
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Kotélero

A kotélerd vagy fondlerd szintén kényszerero. Ha két testet egy kotél kapcsol egymas-
hoz, akkor a testek nem tavolodhatnak el tetszolegesen egymdstol — ez a kényszerfeltétel.
A kotélerd parhuzamos a kotéllel, és mindig hizo iranyu. Nagysagat, a nyomberohoz
hasonléan, a testekre haté erék hatdarozzak meg a kényszerfeltétel alapjan.

Surlédas

Egymashoz nyomodé feliiletek kozott a feliiletre merdleges nyoméerén kiviil a felii-
lettel parhuzamos er¢ is hathat. Ez az er6 a surlodds. A surlédasi eré oka a feliiletek
kozti adhézid, valamint a felilletek egyenetlensége. Megkiilonboztetiink nyugalmi (vagy
tapaddsi) és mozgdsi (vagy cstszdsi) sturlédést.

A nyugalmi surlédasnal a két test egyméshoz képest nyugalomban van. Ilyenkor a
surlédasi er6 nagysaga és iranya olyan, hogy a két test egymashoz képesti nyugalméat
lehetdleg fenntartsa. Ugyanakkor a surlédési eré nem lehet barmilyen nagy:

Fs < pofn,

ahol Fg a surlédasi erd, Fy a feliiletek kozti nyomoéerd, py pedig a testek anyagatdl és a
feliiletek minGségétol fliged tapaddsi surlodasi egyiitthato.

Mozgasi surlédéasnal a két test egymashoz képest mozog. Ekkor a sturlédasi erd iranya
olyan, hogy a két test egyméshoz képesti mozgasat akaddalyozza, tehat a relativ sebes-
séggel ellentétes iranyu. Nagysaga:

Fs = pbx,

ahol p a csuszdsi surloddsi egyiitthato. Altalaban < .

A surlodas jelensége nagyon bonyolult, nagyon sok tényezo befolyasolja. A surlédési
egyiitthatdk jelentésen megvaltozhatnak példaul a feliiletek szennyez6désétél (olaj, viz,
stb.). Ugyanakkor a feliiletek nagysdga és a testek egymashoz képesti sebessége csak kis
mértékben befolyasolja a fellépd erdt, igy azt egyszeriibb feladatokban dltalaban ezektol
fiiggetlennek tekintjiik.

Kozegellenallas

Gézokban és folyadékokban mozgé testek kolesonhatasban vannak az ¢ket koriilvevo
kozeggel. A fellépd erék a mozgas iranyara merdlegesek is lehetnek (1dsd a 8.4 szakaszt),
de itt most csak a mozgast akadalyozd erérol, a kdzegellendlldsrél beszéliink.

Kisebb sebességeknél a kozegellendllas f6 oka a kozeg viszkozitasa: ilyenkor a fellépo
erd a test (kozeghez viszonyitott) sebességével ardnyos: F' ~ v. Nagyobb sebességeknél
a kozegben kialakulé orvények okozzak a kozegellendllast, ilyenkor az eré a sebesség
négyzetével ardnyos: F' ~ v?. Az er6 mindkét esetben a kozeghez viszonyitott sebességgel
ellentétes irany.
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Rugéero6

Rugalmas testekben a deforméacié hatasara olyan er6 1ép fel, amely ellentétes iranyu
a deformdciét létrehozé erével (7. fejezet). Kis deformdcid esetén a legtobb anyagndl az
er6 aranyos a deformacié mértékével. (Ezt felhasznaltuk az erd mérésénél is, lasd a 2.1
szakaszban.)

A rugalmas testben a deformécié hataséara fellépo, a deformacié irdanyéval ellentétes
iranytu er6 a rugoerd. Ha teljesiil a linearitas feltétele, akkor

F,=—-Dz, (2.8)

ahol F} a rugéerd, x a rugd deformaciéja, D pedig a direkcios erd (ami nevével ellentétben
N/m mértékegységli, a rugéra jellemz6 mennyiség, szoktak rugddllandénak is nevezni).

2.5. A mozgasegyenlet alkalmazasa

A dinamika feladatok megoldasanak altalanos menete: megkeressiik a testekre hato
eroket, felirjuk a mozgasegyenleteket és a kényszerfeltételeket megado Gsszefiiggéseket,
az egyenletek megoldasaval meghatarozzuk a testek gyorsulasat, majd végiil a gyorsula-
sokbodl és a kezdeti feltételekbol a kinematika Osszefiiggései alapjan meghatarozzuk a test
sebességének és helyvektoranak idofiiggését.

Két test csigan atvetett kotélen

Két testet konnyii, surloddsmentes csigan atvetett elhanyagolhato témegii, nyijthatat-
lan kotéllel kotjiik Gssze, és a rendszert nyugalmi helyzetben magara hagyjuk (2.2 dbra).

(O

Fy

Fy
ANt
mg myg

2.2. abra. Két test csigan atvetett kotélen
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Mit jelentenek a szovegben szerepld kiemelt szavak? A csiga konnyi és surlodas-
mentes: igy forgatasahoz elhanyagolhatéan kicsi er6 sziikséges, tehat a csiga két oldalan
ugyanakkora a kotélerd. A kotél elhanyagolhatd tomegii: a ra haté nehézségi er6t elha-
nyagolhatjuk, és gyorsitasdhoz se sziikséges erd. A kotél nyujthatatlan: igy a két test
elmozduldsa egyforma nagysagui (bar ellentétes irdany1), és emiatt sebességiik és gyorsu-
lasuk nagysaga is megegyezik.

Ezek alapjan berajzoltuk az abrara a testekre hatd eroket és a testek gyorsulasanak
iranyat (m; > mo feltételezéssel), majd ennek megfeleléen felirhatjuk a testekre vonat-
koz6 mozgasegyenleteket:

mia = myg — Fx

maoa = Fx — mag .

Az egyenletrendszer megoldasa:

mp —mg

Q= ——""—"-4¢g
mq +m2
2m1m2
Fg=——""-——
mq +m2

Lejto surlédassal

A 2.3 4dbran lathatd, a hajlasszogl lejté és a ra helyezett m tomegi test kozotti
surlodési egyiitthatd p. A testet nyugalmi helyzetben a lejtore helyezziik.

2.3. adbra. Lejt6 surlodassal

A testre a nehézségi erd, a nyomodero és a surlodasi eré hat. Célszerii az erdket lejtore
meroéleges és lejtovel parhuzamos komponensekre bontani. A test nem mozoghat a lejtére
merdleges irdnyban, igy a lejtére merdleges erék eredéje nulla (kényszerfeltétel):

Fx =mgcosa.

A testet a lejtéiranyu erck gyorsitjak. A gyorsulds iranyat vegyiik fel a lejtével parhuza-
mosan lefelé pozitivnak! Ekkor a mozgésegyenlet:

ma = mgsina — Fy.
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A surlodasi eré nagysaga attol fiigg, hogy a test megcsuszik-e. Tegyiik fel, hogy igen!
(Ezt a végén majd ellendrizniink kell!) Ekkor:

Fs = ,uFN .
Az egyenletrendszer megoldasa:
a= (sina— pcosa)g.

Az eredmény nem lehet negativ, hiszen a test nem indulhat el magatdl felfelé. Ebbol
a paraméterekre a
p<tga

feltétel adodik. Ha a surlodasi egyiitthatd nagyobb, akkor a test nem csiszik meg, gyor-
suldsa nulla lesz, nyugalomban marad. Akkor viszont a csuszasi surlodasra vonatkozd
egyenloség helyett a tapadasi surlédasra vonatkozo egyenldtlenséget kell felirnunk, és a
feladatot igy megoldanunk. Ezt az olvaséra bizzuk.

Sok esetben azonban a testekre hato erdk a test sebességétdl vagy helyzetétdl is fiigge-
nek — amelyeket viszont csak a mozgasegyenletek megoldasa utan tudnank meghatarozni.
Ilyen esetben a mozgasegyenlet felirdsa differencidlegyenlethez vezet, azaz olyan fiigg-
vényegyenlethez, amelyben az ismeretlen fiiggvény és annak derivaltjai is szerepelnek.
Erre példa a kozegellenallassal eso test mozgasa.

Esés kozegellenallassal

A nyugalmi helyzetbol elengedett testre a nehézségi erén kiviil hat az azzal ellentétes
iranyu kozegellenallas. Ha a test stirlisége Osszemérheto a kozeg striiségével, akkor a
kozeg felhajtéerejét is figyelembe kell venni, azt le kell vonni a nehézségi erobol. A test
mozgasegyenlete (a felhajtéerét most elhanyagolva):

ma = mg — Fx .

Az Fx kozegellendlldsi eré azonban fligg a test kozeghez viszonyitott sebességétol.
Tegyiik fel, hogy az er6 ardnyos a sebességgel (viszkézus fékez6dés):

FK =kv.
Ezt behelyettesitve a mozgasegyenlet:
ma =mg — kv. (2.9)

Azonban az egyenletben a és v is id6ben valtozé mennyiségek! A két mennyiség azonban
nem fiiggetlen:

dv
dt”’

a =
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amit behelyettesitve a mozgasegyenletbe (és m-mel atosztva) a kovetkezd differencidl-

egyenletet kapjuk:
do(t) k
g, () =0
A differencidlegyenlet megoldasahoz a differencidlhanyadost formélisan tortként ke-

zeljiik, és az egyenletet gy rendezziik at, hogy az egyik oldalon csak v, a masik oldalon
csak t szerepeljen (v mellél a (t) valtozo kifrasat az attekinthetdség kedvéért elhagyjuk):

d
C—dt.
g—nv

Mindkét oldalt integraljuk:

——Inlg——v
m

k

majd az integralasi hatdrokat behelyettesitve:

—@ln(l—iv) =t.

az integralast elvégezve:
m k v .
=[]

k mg

Az egyenletbdl v-t kifejezve:

u(t) = % <1 - 6_#) = Umax (1 - e‘$> ;

ahol
mg ,
Vmax = —— és T=—
k k

Lathatd, hogy v hosszi id6 utdn egy édllandésult vy,ay értékhez tart. (Az allandé-
sult sebesség értékét a (2.9) mozgasegyenletbdl kozvetleniil is megkaphatjuk az a = 0

helyettesitéssel.)
A test gyorsuldsa és elmozduldsa v(t) derivalasaval, illetve integralasaval mar konnyen

megkaphato:

t

2

=) = /U(t)dt - %t * % (ei%lt N 1) = Upmax (t —7) + UmaXTe*E .
0
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Ha a kozegellenallasi erd a sebesség négyzetével ardnyos (turbulens dramlés), akkor a
differencialegyenlet hasonldéan felirhaté és megoldhatd, de mas idofiiggvényeket kapunk.
(Természetesen a sebesség ekkor is egy allandésult értékhez tart.) Ennek végigszdamolasat
az olvaséra bizzuk. Ha az integralas nehézséget okoz, hasznaljon internetes segitséget!

Mas feladatokban azt keressiik, hogy milyen erdk sziikségesek ahhoz, hogy a test a
megadott palyan, a megadott médon mozogjon. Nézziink erre is néhany példat!

Geostacionarius palya

A tavkozlési miitholdaknak olyan palyan kell mozognia, hogy a forgé Foldhoz viszo-
nyitva nyugalomban legyenek, és igy rogzitett parabolaantennakkal lehessen a miihol-
dakra jeleket kiildeni, és azokrdl jeleket fogadni. Ebbdl kovetkezden a palya az Egyenlito
sikjdban 16v6 korpélya, és a miihold keringési ideje megegyezik a Fold (alldcsillagokhoz
viszonyitott) forgasi idejével. Ez a geostaciondrius palya. Milyen magasan keringenek
ezek a miiholdak?

A Fold gravitacids terében mozgd m tomegi test mozgasegyenlete:

mmeg

ma = —vy r

rd
ahol mp a Fold tomege. A mozgdsegyenlet dltalanos megoldésa kipszelet (kor, ellipszis,
parabola vagy hiperbola) alaku pélya [11].

A korpalya specidlis esetében a mozgasegyenlet skalar alakban irhato, a test gyorsu-
lasa a centripetalis gyorsulas:

MWET = 7y

9

r2
ahol wp = 27 /TF a kormozgas — és igy egyben a Fold forgdsdnak — szogsebessége, r a
korpalya keresett sugara. Ebbol

3 My _ grg
=~ o
Wg Wi

ahol felhaszndltuk, hogy ymr ~ grz (rp a Fold sugara).
A pélya sugara az adatok (Ty = 23"56'4” = 86154 és 1 = 6,37 - 105m) behelyette-
sitésével
o[ 97F
Wi

ra =4,2-10"m ~ 6,6rp .

Ebbdl a geostacionarius palya magassaga h = r — rp ~ 35800 km.
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Harmonikus rezgémozgas

A harmonikus rezgémozgast végzo test kitérése az id6 fiiggvényében:
z(t) = Asin (wt + @) .
Ebbdl a gyorsulasa kétszeri derivalassal:
a(t) = —Aw?sin (wt + @) .
Felirva Newton II. torvényét:
F(t) = ma(t) = —Amw?sin (wt + ¢) = —mw?x(t) = —Dx(t),

tehat a harmonikus rezgémozgashoz a kitéréssel aranyos, azaz linedris visszatérito erore

van sziikség.
D
m ©=0

2.4. dbra. Rugohoz rogzitett test

Lattuk, hogy — nem tul nagy deformécié esetén — a rugdero ilyen. Ha egy m tomegi
testet a 2.4 dbran ldthaté médon egy D direkciés erejii rugéhoz rogzitiink (a test és a
talaj kozott a surlédas elhanyagolhato), akkor a mozgasegyenlet:

ma = —Dx,

az egyenletet nulldra rendezve, bevezetve az w? = D/m jelolést, valamint felhaszndlva,
hogy a gyorsulds az elmozdulas id6 szerinti masodik derivaltja, a kovetkezo differencial-

egyenletet kapjuk:
L
— 4w x=0.
dt?

Ennek a differencidlegyenletnek dltaldnos megoldasa a feladat legelején felirt
z(t) = Asin (wt + )

ido6fiiggvény. Mint lattuk w értékét a fizikai rendszer paraméterei (m és D), az A ampli-
tudo és a ¢ kezdéfazis értékét viszont a kezdeti feltételek (a test helyzete és sebessége a
t = 0 id6pillanatban) hatarozzak meg.
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Kanyarodas és fékezés

Vizszintes tton haladé jarmire (a kozegellenéllason kiviil, amivel ebben a feladatban
most nem foglalkozunk) vizszintes irdnyban csak a kerekek és a talaj kozti tapaddsi sir-
16dési er6 hat. A fiiggdleges iranyban haté nehézségi er6 és a talaj nyomoereje kiegyenliti
egymast (Fy = mg). Gyorsitaskor a talaj altal kifejtett F5 surlodasi eré gyorsitja, fékezés-
kor ez az eré lassitja a jarmiivet. Kanyarodaskor a sirlddési erd biztositja a centripetalis
gyorsuldst (és egyenletes, egyenesvonali haladaskor a sirlédasi eré egyenliti ki a kozeg-
ellendllési erot).

Vizsgaljuk most meg azt a kényes esetet, amikor kanyarban kell fékezni! Az r sugari
kanyarban v sebességgel mozgd m tomegli jarmi mozgasegyenlete:

ma = Fs s
a gyorsulasvektor a centripetdlis és a tangencialis gyorsulas eredgje:
a=ac t+a.

A két komponens meroleges, igy:
a= /a2 +a,
ahol a., = v?/r.

A tapadéas (és a jarmi irdnyithatésdganak) feltétele:
Fs < uFx = pmyg,
ebbdl:

ma < pumg
a < pg
ag, +a; < p’g’

1)4
g <3\/pPg? — -
\/ ”

Az utolsé kifejezés megadja a maximalis lassulast, amivel még megcsiszas nélkiil
fékezni lehet a jarmivet. Az els6 tag az utviszonyoktdl és a gumi mindségétol fiigg, a
masodik a sebességtodl és a kanyar ,,élességétol”. Ha nagyon gyorsan érkeziink a kanyarba,
akkor a gyok alatt negativ érték lesz: ilyenkor a kanyarban egyaltalan nem tudunk fékezni,
sot a kanyart se tudjuk ,,bevenni”. Tehat mar a kanyar elott le kell fékezni annyira, hogy
a kanyarban sziikség esetén még fékezni is tudjunk.

Még kritikusabb a helyzet, ha a kanyarodd 1t lejt is, és emiatt a jarmu fékezés nélkiil
folyamatosan gyorsul. Ennek az esetnek a vizsgalatat az olvasora bizzuk.
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3. fejezet

Mozgasok leirasa kiilonb6zo
vonatkoztatasi rendszerekben

A 2.2.4 szakaszban mar lattuk, hogy kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekbol néz-
ve a testek mozgasa kiilonbozoének latszik. A kovetkezokben megvizsgaljuk a mozgasok
lefrasat kiillonbozé vonatkoztatasi rendszerekben. A vonatkoztatasi rendszerek koziil kii-
16nosen fontosak az inerciarendszerek, hiszen ezekben a rendszerekben alkalmazhatok a
Newton-torvények. fgy a kiilonb6zo vonatkoztatasi rendszereket egy altalunk valasztott
inerciarendszerhez viszonyitjuk. Eldszor két egymashoz képest egyenesvonali egyenletes
mozgast végzé vonatkoztatasi rendszert, majd egymashoz képest gyorsulé (egyenesvona-
l4 gyorsulé mozgést végzé és forgd) rendszereket fogunk vizsgalni.

3.1. Galilei-transzformacio

Tekintsiink egy K vonatkoztatasi rendszert, amely inerciarendszer, és egy hozza képest
egyenesvonali egyenletes mozgast végzé K’ rendszert (3.1 abra).

A K rendszerben legyen egy P pontba mutaté helyvektor r(¢), a K’ rendszerben az
ugyanebbe a pontba mutaté helyvektor pedig r'(¢). A K’ rendszer origdjanak helyvektora
a K rendszerben rg/(t). Mivel K’ egyenesvonalu egyenletes mozgast végez K-hoz képest,
ezért:

ri/(t) = wt + 19,

ahol w K’ sebességvektora K-hoz képest, ry pedig K’ origéjanak helyvektora K-ban a
t = 0 id6pillanatban.
A két rendszerben felirt helyvektor kozotti kapcsolat a Galilei-transzformdcio:

r(t) =1'(t) +r(t) =1'(t) + wt + 1. (3.1)
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3.1. dbra. Transzforméacié két vonatkoztatéisi rendszer kozott

Mindkét vonatkoztatasi rendszerben felirhatjuk a P pont Descartes-koordinatait is.
Viélasszuk a két rendszerben a koordinata-tengelyeket a 3.1 dbran ldthaté médon egymas-
sal parhuzamosan! (Az egymashoz képest elforgatott koordinatatengelyek kozti transzfor-
mécié tisztan geometriai probléma, amivel itt most nem foglalkozunk.) Ekkor a Galilei-
transzforméacié koordinatakkal felirt alakja:

=12 +w,t + 70
y=y 4wyt +yo (3.2)
z2=2 +w,it+ 2z,
ahol w,, w, és w;, illetve xg, yo és 2y w, illetve ry koordinatai.
A (3.1) kifejezést id6 szerint kétszer derivélva kapjuk:
v(t)=v'(t) +w
a(t) = a'(t),
ahol v(t) és v'(t), illetve a(t) és a’(t) a P pont sebessége illetve gyorsulasa a K és a K’

vonatkoztatéasi rendszerben.
Irjuk fel a K inerciarendszerben Newton II. torvényét:

(3.3)

ma=F,,

ahol F. a testre hato eredd er6. A testre haté erck fiiggetlenek a vonatkoztatési rend-
szert6l, és (3.3) szerint a gyorsuldsok megegyeznek a két rendszerben, igy:

ma =F,,

azaz Newton II. torvénye a K’ rendszerben is teljesiil.

A Galilei-féle relativitds elve kimondja, hogy a jelenségeket leird torvények az egy-
mashoz képest egyenesvonalil egyenletes mozgast végzo vonatkoztatasi rendszerekben
ugyanolyanok. Ha a K rendszer inerciarendszer, akkor a hozza képest egyenesvonali
egyenletes mozgast végzo K’ rendszer is inerciarendszer.
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3.2. Lorentz-transzformacio

Ha egy ¢ sebességii fényjelet (vagy més elektromégneses hullamot) vizsgdlunk két
kiilonb6z0, egymashoz képest egyenesvonalii egyenletes mozgédst végzo vonatkoztatasi
rendszerb6l, akkor a Galilei-transzformacié (3.3) osszefliggése szerint ¢ = ¢’ + w, azaz
c # ¢, a fény sebessége a két rendszerben kiilonbozé lenne. Kisérleti tapasztalatok
(példaul a Michelson-Morley kisérlet [19]) szerint viszont a fény vdkuumban barmely
inerciarendszerben ugyanakkora sebességgel terjed.

Eszerint a Galilei-transzformacio 6ésszhangban van a mechanika Newton-torvényeivel,
de ellentmondédsban van az elektromégneses hullamokat leir6 Mazwell-egyenletekkel.

A Lorentz-transzformdcio kielégiti a ¢ = c feltételt (a fény barmely inerciarend-
szerben ugyanakkora sebességgel terjed), osszhangban van a Maxwell-egyenletekkel. Ha
az egyszeriség kedvéért a koordinata-rendszerek relativ sebessége parhuzamos az x-
tengellyel (w, = w), valamint rqg = 0, akkor a Lorentz-transzformacié koordinatékkal
felirt alakja:

'+ wt
x =
'LU2
T2
!
y =
L (3.4)
L t + 5T
’lU2
=2

Emlékeztetéiil a (3.2) Galilei-transzformécié ugyanilyen feltételekkel:

=1 4+ wt
/

y=1y
z2=2
t=1t.

A klasszikus szemléletnek a legfurcsabb a Lorentz-transzformacié utolsé osszefiiggése:
a két vonatkoztatasi rendszerben masképp telik az idé! A Lorentz-transzforméacié 0ssz-
hangban van a Maxwell-egyenletekkel, de ellentmondasban van a Newton-térvényekkel.
A specidlis relativitaselméletben masok a mechanika térvényei.

A korrespondencia-elv szerint azonban az 1j elméletnek hataresetben vissza kell adnia
a régit. [20]. Ha w < ¢, akkor a Lorentz-transzformécié és a Galilei-transzformacié jé
kozelitéssel megegyezik, igy nem tul nagy sebességek esetén tovabbra is hasznalhatjuk a
Newton-torvényeket.
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3.3. Gyorsulé vonatkoztatasi rendszer

A 3.1 szakaszhoz hasonléan tekintsiink ismét egy K vonatkoztatdsi rendszert, amely
inerciarendszer, de most a K’ rendszer hozza képest a;y gyorsulassal, egyenesvonalt egyen-
letesen gyorsulé mozgassal mozogjon. A 3.1 abranak megfeleléen most is felirhatjuk a K
és K’ rendszer kozotti (3.1) transzformdcids osszefiiggést:

r(t) =r'(t) + rxe(t) .
Ezt id6 szerint kétszer derivalva azonban mas eredményt kapunk:

v(t) =v'(t) + w(t)
a(t) =a'(t) + ay,

hiszen most w(t) = agt + wo nem allandé.
Rendezziik at a gyorsulasok kozti dsszefiiggést:

a’=a—ag,
és szorozzuk meg a pontszeri test m tomegével:
ma’ = ma — may.
Hasznaljuk fel, hogy a K inerciarendszerben teljesiil Newton II. torvénye:
ma=F,,
ahol F, a tomegpontra haté eredo er6. Ezt beirva:
ma’' = F, —may, (3.5)

azaz a K’ rendszerben nem teljesiilnek a Newton-térvények, a K’ rendszer nem inercia-
rendszer.

Ahhoz, hogy a Newton-torvényeket mégis hasznalhassuk, vezessiink be egy fiktiv, nem
valédi (nem testek kozti kolesonhatasbél szarmazo)

F. = —may
tehetetlenségi erdt! Ezt behelyettesitve a (3.5) kifejezésbe:
ma’ =F, +F, = F..

fgy tehat formalisan teljesiil Newton II. torvénye, csak az F. ered6 erébe a valddi
(kolesonhatasokbdl szarmazo) erékon kiviil az Fy = —mayg tehetetlenségi erét is bele kell
szamitani.
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Mozgasok leirasa gyorsulé rendszerben

Ugyanazt a dinamikai feladatot kiilonb6z6 vonatkoztatési rendszerekben is megold-
hatjuk. Sokszor kényelmesebb egy gyorsul6 rendszer (nem inerciarendszer) hasznalata —
ilyenkor azonban a valdodi, kélesonhatasbdl szarmazo erékon kiviil a tehetetlenségi eroket
is figyelembe kell venni. Lassunk egy példat!

Egy kocsira két m tomegi testet helyeziink: az egyik kerekeken szabadon gurulhat,
a masik viszont sirlédo feliilettel érintkezik a kocsival (3.2 abra). A kocsi az F er6 ha-
tasara ay gyorsulassal jobbra gyorsulva mozog. Ha az eré nem til nagy, akkor a surlodé
test a tapado surlédas miatt a kocsival egyiitt mozog, a kerekeken gurulé viszont tehe-
tetlensége miatt legurul a kocsirol. frjuk le a kis testek mozgasat a talajhoz rogzitett
inerciarendszerbol és a kocsihoz rogzitett gyorsuld vonatkoztatasi rendszerbol is!

oo 1 .

—DF

O] O]

3.2. abra. Gyorsul6 kiskocsira helyezett testek

Fy Fy

ol R

mg Ll

O] O]

3.3. abra. A mozgas lefrasa inerciarendszerben

Leirés inerciarendszerben: a 3.3 dbran berajzoltuk a kis testekre haté (valédi) eréket.

A kerekeken gurul6 kis testre csak fiiggéleges erék hatnak (az mg nehézségi eré és az
Fx nyoméerd), ezek ereddje nulla, Fy = mg, igy a test Newton I. térvénye értelmében
nyugalomban marad — mikozben a kocsi jobbra gyorsulva elmozdul aléla.

A surlodé testre az el6bbi er6kon kiviil az Fg tapadasi surlodasi erd is hatni fog. Az er6é
nagysaga és iranya olyan, hogy a két test relativ nyugalma megmaradjon, azaz ez a test is
agy gyorsulassal jobbra gyorsuljon. Felirva a Newton-torvényeket és a kényszerfeltételeket:

Fs = ma = may
N =mg
Fs < pFx.
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Ha a surlédasi er6 elég nagy, illetve a kocsi nem gyorsul tul nagy gyorsulassal, akkor
ag < g, és teljesiil a tapadés feltétele.

-ao_m,i‘L_&\ “may Fx
<]—
oo 4 1Fs

3.4. abra. A mozgas lefrasa gyorsuld rendszerben

Leiras gyorsulé vonatkoztatasi rendszerben: a 3.4 dbran a kis testekre haté valddi
er0kon kiviil berajzoltuk a —may tehetetlenségi erdket is.

A kerekeken guruld kis testre az egymast kiegyenlito fiiggdleges erékon kiviil a viz-
szintes —mag tehetetlenségi eré hat. Felirva Newton II. torvényét:

ma = —may ,

azaz a = —agp, a test balra gyorsulva legurul a (vonatkoztatdsi rendszeriinkben &llé)
kocsirol.

A surlédo testre vizszintes irdnyban a tehetetlenségi er6 és a tapadasi surlodasi eroé
hat. Ez utébbi olyan nagysagu és iranyu, hogy megérizze a test nyugalmat. Felirva mind-
két komponensre Newton I. torvényét és a tapadas feltételét:

Fy = may
FN =mg
Fs < pFx.

Ha p > ag/g, akkor a tapadas feltétele teljesiil, és a test vonatkoztatési rendszeriinkben
nyugalomban marad.

Lathatjuk, hogy mindkét rendszerben a tapasztalattal megegyezo eredményt kaptunk,
a mozgast — mas-mas nézépontbdol — mindkét esetben helyesen leirtuk.

3.3.1. Suly és sulytalansag

A suly — a magyar terminolégiaban legelterjedtebb meghatarozas szerint — az az ero,
amivel egy test az aldtamasztasat nyomja, vagy a felfiiggesztését hiizza.

Ha egy testet rdaakasztunk egy rugds eromérore, akkor az a test silyat mutatja. Mit
is mér valéjaban? Azt az er6t, amit a test kifejt az erémérore. Ennek nagysaga azonban
Newton III. torvénye miatt megegyezik az eréméré altal a testre kifejtett erével. Ha a
test nyugalomban van, akkor a ra hatd erck ereddéje nulla, igy az eroméro altal a testre
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kifejtett eré megegyezik a testre haté nehézségi erdvel. fgy ebben az esetben az er6méro
végeredményben a testre haté nehézségi erot méri.

Megfigyelés: Stulymérés liftben

Egy fiirdoszobai mérleggel egyiitt szalljunk be egy liftbe, és alljunk ra a mér-
legre! Az all6 liftben a mérleg — az el6z6 meghatarozasnak megfeleléen — a
sulyunkat mutatja.

Inditsuk el a liftet felfelé! A lift egy darabig felfelé gyorsul, és ekdzben a
mérleg nagyobb silyt mutat. Egy id6 utan a lift eléri dllandosult sebességét,
¢és ezutan egyenletesen mozog: ekkor a mérleg ismét az eredeti sulyunkat
mutatja. A végén a lift (felfelé) lassit, ami lefelé mutat6 gyorsulds, ekozben a
mérleg kisebb silyt mutat. Megéllas utan ismét az eredeti silyunkat méri.

Most utazzunk lefelé! Elészor (lefelé) gyorsul a lift, a silyunk ismét kisebb.
Az egyenletes haladas alatt a mérleg a stulyunkat ismét az eredeti értéknek
méri. Végiil (lefelé) lassul a lift, ami folfelé mutaté gyorsulds, és igy a mérleg
ismét tobbet mutat. ¢

Kiviilrol, inerciarendszerbdl megfigyelve a liftezést, azt latjuk, hogy a liftben utazéra
a lefelé mutaté mg nehézségi eré és a mérleg felfelé mutatd Fy nyomoereje hat, az utast
a két erd eredgje gyorsitja. Amikor a lift all, vagy egyenletesen mozog, a két eré ereddje
nulla, a mérleg Fy = mg értéket mutat. Amikor a lift gyorsuldsa felfelé mutat (a lift
felfelé gyorsul, vagy lefelé fékez), akkor a nyomder6 nagyobb a nehézségi erénél, a mérleg
nagyobb silyt mutat: Fx = m(g + a). Amikor viszont a lift gyorsuldsa lefelé mutat
(felfelé lassit vagy lefelé gyorsul), akkor a nehézségi er6 nagyobb, mint a nyomderd, a
mérleg kisebb silyt mér: Fy = m(g — a).

Kivilrol, de a lifttel egyiitt gyorsulé vonatkoztatasi rendszerbol nézve azt latjuk, hogy
az utasra az mg nehézségi erén kiviil a (gyorsulds irany&tol fiiggd) +ma tehetetlenségi
erd is hat, és a mérleg a két erd eredéjével, m(g & a) erével tart egyensulyt.

Beliilrdl, a liftbol megfigyelve (ami hol inerciarendszer, hol gyorsulé vonatkoztatési
rendszer) viszont csak azt érzékeljiik, hogy a stulyunk hol kisebb, hol nagyobb. A zart liften
beliili méréssel nem tudjuk eldonteni, hogy ezt a valtozast a lift valtozd gyorsuldsa, vagy
a nehézségi erd valtozasa okozza-e. A gravitacids er6 és a tehetetlenségi eré is térfogati
er0, mindketté ardnyos a test tomegével: méréssel nem tudunk kiilonbséget tenni a ketto
kozott. Ez a kisérleti tapasztalat alapozza meg az dltaldnos relativitdselméletet.

Ha a lift g gyorsuldssal mozogna lefelé (szabadon esne), akkor a mérlegre egyaltalan
nem hatna nyomoderd, a silyunk nulla lenne. Ez a sulytalansdg allapota. Foldi koriil-
mények kozott ezt csak rovid ideig lehet érzékelni, példaul viddmparkokban 1évé vagy
tudomanyos célbdl épiilt ejtotornyokban. A Fold koriil kikapcsolt hajtomivel keringd
trhajokon és az trallomasokon folyamatosan sulytalansag van, hiszen ezek a jarmitivek
folyamatosan szabadon esnek, a nehézségi gyorsulas lokalis értékével megegyezd gyorsu-
lassal gyorsulnak a Fold felé.
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3.4. Forgd vonatkoztatasi rendszer

A kovetkezdkben olyan vonatkoztatasi rendszereket vizsgalunk, melyek egy inercia-
rendszerhez képest forognak. Ehhez el0szor bevezetiink néhany 1j fogalmat, és bebizo-
nyitunk egy késobb tobbszor is felhasznalt segédtételt.

Az 1.3 szakaszban, a kormozgasrol szdél6 részben bevezettiik a szogsebesség és a szog-
gyorsulas fogalmat. Ezekre alapozva vezessiik be az ezeknek a mennyiségeknek megfeleld
vektorokat!

A dep elemi elfordulds vektor nagysiaga az elemi elfordulds (radidnban mért) szoge,
irdanya a forgas tengelye, iranyitottsaga pedig olyan, hogy a vektor cstcsa fel6l nézve a
forgas pozitiv (éra jardsival ellentétes) legyen. Ehhez hasonléan definidlhatjuk az

_de

“T

szogsebesség vektort és a
Cdw &P

P=T~a

szoggyorsulas vektort.

Ezekkel a vektorialis mennyiségekkel vektoridlis szorzat segitségével felirhatjuk egy
korpéalyan mozgd test sebességét és gyorsulasat. (A vektoridlis szorzat szabélyai az A.1
fiiggelékben.) A 3.5(a) dbrardl leolvashato, hogy az r helyvektori pont elemi elmozdulésa

dr=dep xr.

d(PT/mr mT \V

r rooag

(a) Elforduléds vektor (b) Szogsebesség vektor

3.5. dbra. Elfordulés és szogsebesség vektor

Ezt a kifejezést id6 szerint kétszer derivalva felirhatjuk a pont sebességét és tangen-
cialis gyorsulasat:

d d
V:d—:;:d—fxr:wxr

d’r d?
atzﬁzd—;xrzﬁxr



A 3.5(b) abrardl az is leolvashaté, hogy az a., = wv nagysagu centripetalis gyorsulas
szintén felirhatd vektoridlis szorzat alakban:

ap,=wXVv=wX (wxr).

Segédtétel

Vegyiink egy K és egy K’ koordinata-rendszert, ahol a két rendszer origdja megegye-
zik, és K’ w szogsebességgel forog K-hoz képest. Bebizonyitjuk, hogy egy tetszoleges r
vektorra igaz a kovetkezd Osszefiiggés:

dr dr
dry_ dr 3.6
&, |, T (3:6)

ahol a K és K’ indexek a K, illetve K’ rendszerben vett derivaltakat jelolik. A bizonyitdst
az egyszeriség kedvéért csak origébdl kiindulé (hely)vektorra végezziik el, de konnyen
beldthaté barmely vektorra.

A 3.6 abran lathaté a P pont a t és a t + dt idépontban. Mivel a két koordinéta-
rendszer origdja megegyezik r(t) = r'(t) és r(t + dt) = r'(t + di).

o dr|. APt
PL ldr
/% "

rmt
P(?)
r(r+dr)

r(?)

3.6. abra. Segédtétel

A pont elemi elmozdulésa a K rendszerben a dr|; vektor. Mikézben a pont elmozdul,
a K’ rendszer elfordul a K rendszerhez képest de szoggel, és a P pont eredeti helye a
P’ helyre kertiil. fgy a K’ rendszerbél nézve a pont elemi elmozduldsa a dr|y, vektor. Az
abrardl leolvashato, hogy
dr|y = dr|g, + dree,

ahol dr,,; = de x r a K’ rendszer elfordulasabdl szarmazé elemi elmozdulés.
Az egyenl6ség mindkét oldalat elosztva dt-vel:

dr _dr

de
dt |, dt

+ XT,
o | di

és — mivel ¢ id0 szerinti derivaltja w — ezzel a (3.6) segédtételt bebizonyitottuk.
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3.4.1. Tehetetlenségi erok forgd rendszerben

Legyen K inerciarendszer, a K’ vonatkoztatasi rendszer forogjon w pillanatnyi szog-
sebességgel K-hoz képest, és a két rendszer origdja essen egybe.

Mivel K és K’ origdja megegyezik, egy tetszoleges P pont helyvektora is megegyezik
a két rendszerben: r = r’. A helyvektor derivéaldsaval fejezziik ki a P pont sebességét a
K rendszerben, majd hasznéljuk fel a (3.6) segédtételt:

dr

_dr _dr’
de

« dt

dr’ , ,
= — FwXr=v +wXr.
« dt

K/

A%

Itt felhasznaltuk, hogy r’ idé szerinti derivéltja a K’ rendszerben v’.
A sebesség kifejezésének 1jboli derivalasaval irjuk fel a P pont gyorsuldsat. Alkalmaz-
zuk a szorzat derivéldsi szabalyat (A.2 fiiggelék), valamint tobbszor is a (3.6) segédtételt:

dv dv’ +d(wxr’)
a= — = -_— _— =
dt | dt |k dt K
dv’ +dc.u 4 ><dr’
= — _— r w R =
dt | dt |g dt |
dv’ dr’
:d_: +wxv’+axr’+wx(d—z —|—w><r’)— (3.7)
K’ K’
/
:(Z—‘; +wxv’+(z—?><r’+w><v’+w><(w><r’):
K/

dw
:a/+2wxv’+wx(wxr’)+gxr'.
Itt felhasznéltuk, hogy r’, illetve v’ id6 szerinti derivéltja a K’ rendszerben v/, illetve a’.
Ezenkiviil w derivaltja mellol elhagytuk a vonatkoztatéasi rendszerre utald jelet, hiszen
w derivaltja mindkét rendszerben ugyanakkora.

Vizsgaljuk meg a (3.7) kifejezés utolsé sordban szerepld gyorsuldstagokat!

Az els6 tag, a’ a P pont K’ rendszerben megfigyelt gyorsulésa.

Azwx(w X 1) = a., tag a centripetdlis gyorsulds (14sd a 3.7 dbrét). Ez a gyorsuldstag
minden esetben megjelenik, ha a P pont nem esik a forgastengelyre.

A 2w x v/ = ac¢ tag a Coriolis-gyorsulds. Ez a gyorsuldstag csak akkor jelenik meg,
ha a P pont a K’ rendszerhez képest mozog (v’ # 0), és sebessége nem péarhuzamos a
forgastengellyel (v Jf w).

Az utolsé tag az Fuler-féle gyorsulas. Ez a tag csak akkor jelentkezik, ha a vonatkoz-
tatasi rendszer szogsebessége valtozik. Ezzel az esettel és igy az Euler-féle gyorsulassal a
tovabbiakban nem foglalkozunk.
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3.7. abra. Centripetélis gyorsuléds

Rendezziik at a (3.7) kifejezés utolsé sorat (elhagyva az Euler-féle gyorsulést), és
szorozzuk meg az egyenletet a tomegpont m témegével:

ma’ = ma — 2mw X v — mw X (w x 1) .
Inerciarendszerben
ma=F,,

amit behelyettesitve:
ma' =F, — 2mw x v —mw x (w x 1) . (3.8)

Nem meglepd, hogy a forgd vonatkoztatédsi rendszerben nem teljesiil Newton II. torvé-
nye. Ahhoz, hogy a Newton-térvényeket mégis hasznalhassuk, a gyorsulé vonatkoztatasi
rendszerhez hasonléan vezessiink be fiktiv (nem val6di, nem kolecsénhatasbdl szérmazo)
tehetetlenségi eroket, az

Feo=—mw x (wxr')

centrifugdlis erdt és az
Feo = —2mw x Vv

Coriolis-erdt. Ezeket behelyettesitve a (3.8) egyenletbe
ma’:Fe—kFcf—i—FC:F;,

tehat formélisan ismét teljesiil Newton II. torvénye. Az F eredd erébe a valddi (kdleson-
hatésbdl szarmazd) er6kon kiviil az F; és F tehetetlenségi erdket is bele kell szamitani.

Ha a K’ rendszer a forgémozgason kiviil gyorsulé haladé mozgast is végez a K rend-
szerhez képest, akkor az F., ered6 er6hoz ezeken kiviil a kordbban bevezetett Fy = —mag
tehetetlenségi erot is hozzd kell adni.
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3.5. Centrifugalis er6 és Coriolis-er6 koriilottiink

A Fold forog, és igy a (legtobbszor hasznalt) Foldhoz rogzitett vonatkoztatédsi rendszer
nem inerciarendszer. A Fold forgasa lasst (szogsebessége wp = 2 /Ty ~ 7,3 - 107°1/s),
igy jo kozelitéssel inerciarendszernek tekinthetd, azonban néhany fontos és érdekes jelen-
ség éppen a Fold forgasanak kovetkezménye.

A kovetkezokben néhény olyan esetet vizsgalunk meg, ahol — a forgd vonatkoztatasi
rendszerben — centrifugdlis er6 vagy Coriolis-er6 ,,1ép fel”.

3.5.1. Centrifugalis ero
Gravitaciés er6 — Nehézségi ero

A Foldhoz rogzitett (forgd) vonatkoztatasi rendszerben minden test esetében figye-
lembe kell venni a centrifugalis er6t. A centrifugdlis er6é a gravitacioés kolcsonhatashoz
hasonléan térfogati erd, ardanyos a test tomegével, és nem fiigg a test mozgasallapotatdl.
A 2.4 szakaszban bevezetett nehézségi erd a gravitaciés eré és a centrifugdlis er6 ereddje.

3.8. dbra. Nehézségi er6

A 3.8 abréan lathato, a Fold felszinén nyugvé, m témegl pontra hat a Fold F, gravi-
tacios ereje, amely a Fold kézéppontja felé mutat, és nagysaga

F,=y—,
g =" r2
valamint — a forgd vonatkoztatasi rendszerben — az F ¢ centrifugélis erd, amely a forgas-

tengelyre meroleges, és nagysaga
Fp = mw?r.

A két eré ereddje az mg nehézségi erd, amely igy (a sarkokat és az egyenlitét kivéve)
nem a Fold kozéppontja felé mutat, és nagysdga (a sarkokat kivéve) eltér a gravitdcids
er6tol. A nehézségi eré — definicié szerint — fligglleges iranyu. Az erre merdleges irany a
vizszintes, amely (ha az egész Foldet tenger boritand) a Fold érintésikjaba esik. Ebbol
kovetkezik a Fold lapult forgési ellipszoid alakja (a 3.8 dbran eltulozva).
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Eotvos-kisérlet

A forgd Foldon egy testre hatd nehézségi eré a test sulyos tomegével aranyos gra-
vitacids er6 és a test tehetetlen tomegével aranyos centrifugdlis eré ereddje. Ha a test
helyzetét kicsit megvaltoztatjuk, a két erOkomponens iranya és nagysaga masképp val-
tozik. Ez az alapja az Edtvds-kisérletnek [21], amellyel Eotvos Lordnd a tehetetlen és
stilyos tomeg ardnyossdgat 5 - 10~° pontossaggal igazolta.

A kisérleti eszkoz egy nagyon gondosan elkészitett torzids inga: egy szazad milliméter
atméroju platinaszalra fiiggesztett vizszintes rud végeire azonos tomegi, de kiilonb6zo
anyagu testeket rogzitettek. Az inga kicsiny elforduldsa a ridra szerelt tiikor segitségé-
vel detektdlhatd. Amennyiben a testek stlyos és tehetetlen tomege nem lenne aranyos,
az ingara forgatényomaték hatna, és a torzids szal elcsavarodna. (Az egyenstlyi allapot
ismeretlen, igy az elcsavarodast az egész eszkoz 180°-os elforgatasa utan lehetne meg-
figyelni.) Az Edtvis-inga [22] tovabbfejlesztett véltozataval (az egyik test egy fondlra
fiiggesztve a mésiknal alacsonyabb helyzetben van) a gravitaciés gyorsulas helyfiiggése
nagyon pontosan mérhetd. Hasznalték foldalatti kdolaj- és gdzmezok kutatdsara is (hi-
szen azoknak kisebb a stirfisége és igy a gravitacids vonzasa). Erzékenységére jellemzo,
hogy sikeriilt kimutatni a Gellért-hegy témegvonzasat és igy megmérni a hegy tomegét.

Arapély jelenség

Az arapaly jelenség koztudottan a Hold (és a Nap) vonzasdnak kovetkezménye. Azt
azonban nehezebb megérteni, hogy nemcsak a Fold Hold felé néz6 oldalan, hanem az
atellenes oldalon is magasabb a vizszint (és igy a Fold forgdsa miatt egy adott helyen
naponta kétszer van dagély).

3.9. dbra. A Hold keringésével egyiitt forgd rendszer

A jelenséget érdemes a Hold keringésével egyiitt forgd (és a Fold-Hold rendszerrel
egyiitt mozgd) vonatkoztatdsi rendszerben leirni (3.9 dbra). A rendszer a kozos tomeg-
kozéppont (TKP) koriil forog, ami a tomeg- és tavolsdgviszonyok miatt a Fold belsejébe
esik (lasd 5.1 szakasz). A Foldre ebben a rendszerben a Hold F, gravitdcids vonzasa
és az F. centrifugalis er6 hat. A két er6 eredéje nulla, hiszen ebben a vonatkoztatasi
rendszerben a Fold (és a Hold is) nyugalomban van.
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A Holddal dtellenes oldalon nagyobb F; centrifugdlis erd és kisebb F|, gravitaciés erd
hat, hiszen a centrifugdlis eré a forgastengelytol tavolodva né, a gravitacios erd pedig a
vonzo testtol tavolodva csokken. fgy ott egy kifele mutatd eredo er6 lesz, ami dagalyt
okoz. A Hold felé néz6 oldalon az Fy gravitacids erd és az F(; centrifugalis erd is a Hold
felé mutat, igy az eredéjiik ott is dagélyt okoz.

A Fold forgdsa miatt a két dagalyhullam naponta korbejarja a Foldet. A kontinensek
miatt a hullam haladdsa nem akadalytalan, igy a dagaly a Holdhoz képest késve, és a
kiilonb6zo helyeken nagyon eltéré magassaggal jelentkezik.

A Holdhoz hasonléan a Nap is arapalyt okoz, amit ugyanigy, a Fold keringésével
egyiitt forgo rendszerben lehet leirni. Teliholdkor és jholdkor a két hatéas erdsiti egymaést,
igy ilyenkor magasabb a dagdly, az elso és utolsé negyedben viszont gyengitik egymast,
igy a dagaly alacsonyabb.

Centrifugalis er6 a hétkéznapi életben

Sok hétkoznapi jelenség leirhaté inerciarendszerbdl és forgd vonatkoztatasi rendszer-
bol is. Vizsgaljuk meg a haztartasi centrifuga és a kanyarodé auto esetét!

A centrifuga miikodése inerciarendszerbol: a ruha a dob faldnak nyomoereje miatt
befelé gyorsul, és igy korpalyan mozog. A lyukakon kilép6 vizre nem hat ero, és igy
egyenesvonali mozgassal elhagyja a dobot.

Ugyanez forgd vonatkoztatasi rendszerben: A ruhara hat a dob faldnak nyoméereje
és a centrifugdlis er6. A két er6 kiegyenliti egymast, igy a ruha ebben a rendszerben
nyugalomban van. A lyukakon kilépo vizre csak a centrifugalis er6 hat, igy az kifelé
gyorsulva tavozik.

A kanyarodé autora inerciarendszerben a talaj tapadasi surlédésa hat, ami a kanyar
kozéppontja felé gyorsitja, igy az autdé korpalyan halad. Az auté utasainak centripetalis
gyorsulasat a kiils6 oldal nyomédereje okozza, az tartja ket korpalyan.

A kanyarodo autdval egyiitt forgd vonatkoztatasi rendszerben az autoéra a talaj tapa-
dasi surlodasi erején kiviil a centrifugalis eré hat. A két er6 ereddéje nulla, hiszen ebben a
rendszerben az auté nyugalomban van. Az utasokat ebben a rendszerben a centrifugalis
er0 nyomja az auto kiils6 oldalahoz, ezt az ott fellépé nyomoerd egyenliti ki, és igy az
utasok ebben a rendszerben nyugalomban vannak.

Kisérlet: Centrifugalis ero

A videdkon [7] tobb kisérlet is lathaté a centrifugdlis eré6 demonstralasara.
(Természetesen a jelenségek inerciarendszerben is leirhaték: akkor a kény-
szerer6k okozzak a centripetdlis gyorsuldst, és tartjak a testeket korpalyan.)

A geoid modell rugalmas lemezekbdl kialakitott gomb. Ha a modellt meg-
forgatjuk, a centrifugalis eré hatasara lapult forgasi ellipszoid alakja lesz —
hasonléan a Foldhoz. (Geoid modell)
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A centrifugal regulatort a gozgépek fordulatszamanak szabalyozasara hasz-
naltak. A fordulatszam novekedésekor a nagyobb centrifugalis er¢ kifelé moz-
gatja a ropsulyokat, amelyek csuklos karok segitségével csokkentik a gépbe
juté gbéz mennyiségét, és igy a fordulatszamot. (Centrifugal regulator)

Forgé rendszerben rugds erémérével a centrifugalis erd kozvetleniil mérhetd.
(Eréméro)
A centrifugdlis eré a tomeg nagysagatol és a test forgastengelytdl mért tavol-

sagatdl is fiigg. Megfelel¢ bedllitasnal a kis és nagy tomegu testek egyenstly-
ban lehetnek. (Kis tomeg — nagy tomeg)

Nagy fordulatszamu centrifugdkat az iparban is hasznalnak kiilonb6z6 folya-
dékok vagy gazok szétvalasztasara. A centrifugdl szeparatorban gyors forgatds
esetén a higany az iiveggomb egyenlit6jénél lesz. (Centrifugal szepardtor) ¢

3.5.2. Coriolis-ero

A Coriolis-er6 csak a forgd rendszerhez képest mozgo testek esetében 1ép fel, nagysa-
ga és irdnya fiigg a test (vonatkoztatdsi rendszerhez viszonyitott) sebességétdl is. A Fold
forgasa miatt fellépé Coriolis-erdt igy nem lehet olyan egyszertien figyelembe venni, mint
ahogy a centrifugélis erot ,,beolvasztottuk” a nehézségi erébe. A Fold lassi forgasa miatt
nem tul nagy sebességii testek esetében a Coriolis-erd kicsi, és legtobb esetben elhanya-
golhatjuk. Hatédsa elsésorban nagy méretek (példdul tenger- és légaramlatok), valamint
nagy sebességek (példaul 16vedékek) esetében jelentds.

Foucault-inga

A Foucault-inga [23] egy gondosan felfiiggesztett, nagy periédusidejii és kis csillapi-
tdsu inga, amely segitségével kimutathaté a Fold forgdsa. Az eredeti kisérletet Foucault
a parizsi Panthéonban mutatta be 1851-ben. A kitéritett és magara hagyott inga lengési
sikja lassan elfordul.

A jelenséget inerciarendszerbdl nézve gy magyarazhatjuk, hogy az inga sikja nem
valtozik, és kozben a Fold ,kifordul” aléla. Forgd vonatkoztatasi rendszerben pedig a
sebességre merdleges Coriolis-erd tériti el az ingatestet az eredeti lengési sikbol.

A Foucault-inga a sarkokon éppen egy nap alatt fordul teljesen korbe, az Egyenliton
viszont egyaltalan nem tériil el a sikja.

Eotvos-effektus

Szintén a Coriolis-er6vel magyarazhato, hogy a keletrél nyugatra mozgé testek sulya
no, a nyugatrol keletre haladoké pedig csokken. Ha egy kiegyensilyozott kis mérleget
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fiiggoleges tengelye koriill megforgatunk, akkor a mérleg két oldalanak silya felvaltva
nagyobb és kisebb lesz, attol fliggden, hogy éppen nyugat vagy kelet felé mozognak.
Megfelel6 fordulatszam esetén ez a kicsi, de periodikusan felléps eropar rezonanciaba
keriil a kis mérleg sajatfrekvencidjaval, és ekkor a jelenség jol megfigyelheto.

Ez az effektus az egyenlitén a legerdsebb, a sarkokon viszont nem 1ép fel.

Kisérlet: Coriolis-er6
Forgo, bekormozott lapon a centrifugalis er6é hatasara kigurulé golyd gorbe
nyomot hagy. Az eltériilés irdnya a forgds irdnyatdl fiigg. (Vided [7]) ¢

Megfigyelés: Coriolis-szoba

A Coriolis-er6t sajat magunk is megtapasztalhatjuk a Csoddk palotdjiban
kiprobalhaté Coriolis-szobdban. A forgd szobaban iilve labdat gurithatunk
vagy dobalhatunk, amely — a forgd rendszerbdl megfigyelve — a Coriolis-erd
hatdsara nem egyenes vonalban mozog. Ugyanakkor a kiilsé megfigyel6 azt
latja, hogy a labda egyenesen halad, de a szoba elfordul alatta. ¢

Szelek, tengeraramlatok, folydk

A Coriolis-erének meghatarozo szerepe van a globdlis szelek és tengeraramlatok ki-
alakulasaban. A nyomaskiilonbségek miatt mozgd légtomegek a Coriolis-eré hatasara
eltériilnek, és hatalmas forgé rendszerek, tigynevezett ciklonok alakulnak ki. A ciklonban
az alacsony nyomasu kozéppont felé megindulé levegé az eltérité eré miatt végiil nem a
nyomasvaltozas (nyomésgradiens) irdnydba, hanem arra kozel merélegesen, j6 kozelités-
sel az allandé nyomésu helyeket 6sszekot6é vonalak (izobdrok) mentén mozog. Az északi
féltekén a Coriolis-er6 mindig a haladési iranyhoz viszonyitva jobbra tériti el a mozgd
kozeget, igy a ciklonban kialakulé forgds mindig az 6ramutatd jarasaval ellentétes. A
déli féltekén balra tériil el a mozgd levegd, és igy a forgasirany az oramutatd jarasdval
megegyezo irdanyu. A Coriolis-erének fontos szerepe van a trépusokon a felszin kozelében
kelet felol fujo passzat szelek és a nagy magassagban a Foldet koriiléré nyugati iranyu
futéaramldsok (jetek) kialakuldsaban is.

A homérséklet- és a sékoncentracio-kiilonbségek, valamint a szél és az arapaly hata-
sara a tengerekben is létrejonnek dramlasok. A Coriolis-erd a tengeraramlatok mozgasat
is befolyésolja, haladasi iranyukat eltériti.

A tengeraramlasokhoz hasonléan a folydkra is hat a Coriolis-er6: az északi féltekén a
folyék erésebben alamossak a jobb partjukat. Emiatt a Dunakanyar utan a hegyek koziil
kilépé Duna a folydszabalyozas elott folyamatosan vandorolt nyugatra: ezt mutatjik a
folyo vandorlasa utan visszamaradt kiskunsdgi homokdombok és a jobb parton Erdt6l
Paksig lathato leszakadd 16szfalak.
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4. fejezet

Munka és energia

A munka és az energia két egymassal szoros kapcsolatban all6 mennyiség. Az energidt
szokas munkavégzo képességként meghatarozni, tehat a munka fogalmara visszavezetni.
De lehet forditva is: a munkat definidlhatjuk az energiadtadas egyik lehetséges modjaként.
A modern fizikdban az energia az alapvetébb fogalom. Mi azonban — a klasszikus mecha-
nikdban szokdsos mdédon — a munka fogalmanak (fizikdban haszndlatos) definidlasaval
kezdjiik, és ebbdl fogunk eljutni az energia fogalmahoz.

Egy F er6 altal egy tomegponton végzett elemi munka az er6 és a tomegpont dr elemi
elmozdulasanak skaldris szorzata (14sd az A.1 fiiggeléket):

dW = Fdr.

Az er6 altal végzett teljes munkat ugy kapjuk meg, hogy az elemi munkat integraljuk
a test palydja mentén (4.1 abra):

Wio = /QdW: /QF(r)dr. (4.1)

A munka tehat az eré vonalmenti integrdlja.

F(r)

4.1. dbra. A munka az eré vonalmenti integralja
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Specidlis esetben, ha a palya egyenesvonali, és az er6 a palya mentén végig dllandé:
W =Fs = Fscosa,

ahol @ az F er6 és az s elmozduldsvektor altal bezart szog (4.2 dbra).

I F

4.2. &bra. Allandé erd munkaja egyenesvonali elmozdulas esetén

A skaléris szorzat tulajdonsagaibdl lathatd, hogy ha a tomegpont nem mozdul el, vagy
mozgasa meroleges az erdre, akkor nincs munkavégzés. Ha pedig az o szog tompaszog
(vagy F és s egymaéssal ellentétes irdny), akkor a munkavégzés negativ.

4.1. Mozgasi energia, munkatétel

Legyen egy m tomegii pontszer(i testre haté erék ereddje F.. A (4.1) Osszefiiggés
alapjan az ered6 er6 munkdja:

2
W, — / Fidr. (4.2)
1

Ugyanakkor Newton II. torvénye szerint

dv
dt’

F.=ma=m

valamint a sebesség definicidja alapjan
dr = vdt.

Ezeket behelyettesitve a (4.2) kifejezésbe, majd az id6 szerinti integrélrél a sebesség
szerinti integréalra attérve, és az integralast elvégezve:

2 to V2
d 1 ,]” 1 1
We = /Fedr = /md—::vdt = m/vdv =m [§v2] . = Emvg - Emv%. (4.3)
1 t1 VU1
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Lathato, hogy ez a gyorsitisi munka fiiggetlen az uttdl és a gyorsitds idejétol — a test
tomegén kiviil csak a kezd6 és végsebességtol fiigg. Az eredményben szereplo
L

E,=-mv

5 (4.4)

kifejezést a tomegpont mozgdsi energidjanak nevezziik.

Az energia kifejezést abban az értelemben hasznalhatjuk, hogy az m témegi, v sebes-
ségll test E, munkat végezne, mikozben megallna, tehat ekkora munkavégzo képességgel
rendelkezik. Ez az energia a test mozgdasallapotabol kovetkezik.

A mozgési energia segitségével a (4.2) osszefliggést roviden leirhatjuk:
We=AFE,, (4.5)

azaz az eredd er6 munkdja (vagy a tomegpontra hatd Osszes er6 munkdinak Osszege)
megegyezik a test mozgdsi energidjanak megvéltozasaval. Ez a munkatétel (tomegpontra
megfogalmazva).

4.2. Konzervativ erotér, helyzeti energia

Szamitsuk ki a nehézségi erd altal végzett munkat, mikozben egy m tomegl test
kiilonboz6 utvonalakon az A pontbdl a B pontba mozog (4.3 dbra).

4.3. abra. A nehézségi er6 munkaja

Az 1-es tutvonalon az elmozdulds egyenesvonali, a munka egyszeriien kiszamithato:
Wap, = mgscosa = mgh.

A 2-es utvonal két részre bonthatd: az AC szakaszon az erd és az elmozdulas parhu-
zamos, a CB szakaszon viszont merdleges egymasra. Ennek alapjan:

Wap, = mgh + 0 =mgh.
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A 3-as utvonalat kis darabokra bontjuk (ldsd a 4.3 dbra kinagyitott részét), és a
munkat az egyes kis szakaszokon végzett munka Osszegeként szamitjuk ki:

Wagp, = ngAs = ngAs cos 8 = ngAh = mgz Ah = mgh.
Lathato, hogy a nehézségi eré munkdja fiiggetlen az ut valasztasatol.

Egy F(r) er6teret konzervativnak neveziink, ha az F er6 éltal végzett munka csak az
elmozdulas kezdd és végpontjatdl fiigg, az ttvonaltdl fliiggetlen (4.4(a) dbra):

B B
/F(r)dr = /F(r)dr.
A A
(1) (2)
B B
) (2)
(1) ()
A A
(a) A munkavégzés fiiggetlen az titvonaltdl (b) Zért gorbén a munkavégzés nulla

4.4. dbra. Konzervativ erotér

Ezzel egyenértékii definicid, hogy ha az ttvonal kezdé és végpontja megegyezik (a
gorbe zart), akkor a konzervativ er6tér altal végzett munka nulla (4.4(b) dbra):

%F(r)dr: /BF(r)dr+/AF(r)dr: /BF(r)dr—/BF(r)dr:O.
: ) @ ) @

Itt felhasznaltuk, hogy a kezd6 és végpont felcserélése esetén egy adott itvonalon végzett
munka —1-szeresére valtozik.

Ha az Fy(r) er6tér konzervativ, és kivdlasztunk egy tetszéleges O kezdépontot, akkor
minden P ponthoz hozzarendelhetiink egy helyzeti (vagy potencidlis) energidt:

Eh(P) = —Wkop = — /Fk(r)dr. (46)
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A helyzeti energia a test helyzetébdl adédd munkavégzd képesség, hiszen a helyzeti
energia egyenld azzal a munkaval, amit a konzervativ erotér végezne, ha a test a P pontbol
az O kezd6pontba mozogna.

A helyzeti energia fligg az O kezdopont valasztasatol, azonban a meguvdltozdsa —
mikozben a test egy A pontbdl egy B pontba mozog — nem (4.5 dbra):

B A
AByan = E,(B) ~ E(A) = - [Fudr— | - [Fur | -
O (0]
A B A B
- — /der—l—/der —|—/de1‘: —/der: _WkAB-
O A O A
A
B
O

4.5. abra. A helyzeti energia megvéltozasa fiiggetlen az O pont valasztdsatol

Gravitacios erotér
A Fold a kozéppontjatol r tavolsagra 1évé m tomegi testre

mmpg
72

F=—x

gravitacios erével hat. Az eré radidlis (sugériranyt), a Fold kozéppontja felé mutat (erre
utal a — eldjel) és csak r nagysagatol fligg.

Ha a test egy gombfeliilleten mozog, akkor a munkavégzés nulla (hiszen az elmoz-
dulds és az er6 mer6leges egymédsra), igy az erdtér altal végzett munka csak a radialis
elmozduldstdl (a 4.6(a) dbran lathaté r és o tavolsdgoktdl) fiigg.

Egy tetsz6leges utvonal a 4.6(b) dbran lathaté mddon felbonthaté kicsiny radialis
(sugariranyu) és tangencialis (érintéiranyt) szakaszokra. [gy a gravitdciés erdtér munkaja
tetszoleges, az A pontbdl a B pontba vezetd utvonal esetén megegyezik az A’ pontbdl a
B pontba vezetd egyenesvonali (radidlis) elmozduléds kozben végzett munkéval.
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(a) Munkavégzés csak radidlis elmozduldskor (b) Felbontds radidlis és tangencidlis szakaszokra
torténik

4.6. dbra. Konzervativ erotér

A gravitacids erotér tehat konzervativ, igy barmely pontban kiszamithatjuk a test egy
kivalasztott ponthoz viszonyitott helyzeti energidjat, ami csak az r tavolsag fiiggvénye:

T T T 1
En(r) = —/Fdr = —/—'ymn;Fdr = fymmF/—2d7“ =
r r
TO TO TO

oL (5)
= —ymmyg | — = —"ymmg |\ — — — .
T o r To

ro = oo valasztassal (a kezdépontot a Foldtol végtelen tévol vélasztjuk) a helyzeti
energia kifejezése egyszertisodik:

Ey(r) = —'ymmF%. (4.7)

A Fold kozelében a gravitacids eré nem til nagy tavolsagokon beliil allandd, és jo
kozelitéssel megegyezik a nehézségi erével:

F=—-mg.

A helyzeti energia csak a h magassagtol fiigg:

h
Ew(h) = — / —mgdh = mg(h — hy) .
ho

ho = 0 véalasztassal:
Eyw(h) = mgh.
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Rugalmas helyzeti energia
Egy megnyujtott vagy dsszenyomott rugéban a (2.8) dsszefliggés szerint
F=—-Dzx

er6 ébred. Ahhoz, hogy a kezdetben deformaélatlan rugét megnyijtsuk (vagy dsszenyom-
juk), munkét kell végezniink. fgy a megnyujtott rugéban — a felemelt testhez hasonléan
— energia tarolédik, a deformalt rugénak (rugalmas) helyzeti energidja van. A helyzeti
energidjat a gravitacios helyzeti energiahoz hasonléan szamolhatjuk ki:

xT

Fu(z) = — / Fa)de = — / —Dadz =D / rd = %D:ﬁ. (4.8)

4.2.1. Egyensilyi helyzetek

Ha ismerjiik az F(r) eréteret, akkor a (4.6) Osszefiiggés alapjan meg tudjuk hatarozni a
hely fiiggvényében az Ey,(r) helyzeti energiat. Meghatérozhaté-e az Ey, (r) helyzeti energia
ismeretében az erotér?

Eloszor vizsgaljunk egydimenzids esetet. Ekkor egy elemi dx elmozdulas esetén a
helyzeti energia elemi megvaltozasa:

dEh = —de:v

A helyzeti energia elemi megvéltozasa kifejezheté a hely szerinti derivaltjaval is:

dby

dby, = —dz.
h dz
A két kifejezést egyenlové téve, és da-szel egyszertisitve:
dE
F:v - ——=n y
dx

azaz az erd a helyzeti energia hely szerinti derivaltjanak —1-szerese.
Héarom dimenzidéban a helyzeti energia elemi megvaltozédsa

dEy, = —Fdr = —(F,dx + F,dy + F.dz).

A helyzeti energia elemi megvaltozasa most is felirhato derivaltak segitségével, de most
FEy x, y és z fiiggvénye, igy parcidlis derivdltakra van sziikség. Egy tobbvaltozos fiiggvény
valamelyik valtozoja szerinti parcialis derivaltjat ugy kell meghatdrozni, hogy mikozben a
kivalasztott valtozo szerint derivalunk, a tobbi valtozot allandénak tekintjiik. A parcialis
derivélast a derivalas d jele helyett O jellel jeloljiik. Eszerint:

0k, 0k, 0k,

dEy, = —do + —dy + —dz.
T or v dy v 0z :



A két kifejezést ismét egyenlové téve megkapjuk az er6 komponenseit:

_ 9B
T Ox
_ Ok
y ay
0E,
F,=——
N 0z

Ugyanez vektoros alakban felirva:

_— (8Eh, OF, . O,

it ot s k) = _VE,, (4.9)

ahol V a gradiens jele.

Az egyenstly feltétele, hogy a testre hato erék eredgje nulla legyen. Ha egy testre csak
konzervativ er6k hatnak, akkor ez a (4.9) Osszefiiggés szerint egyenértékii azzal, hogy a
helyzeti energia hely szerinti parcialis derivaltjai nullak. A derivaltak viszont ott tlinnek
el, ahol a fiiggvénynek szélséértéke van.

Eszerint konzervativ erétérben egy test egyensulyanak feltétele, hogy a helyzeti ener-
giajanak szélsoértéke legyen. Konnyen beldthatd, hogy ha a szélséérték minimum, akkor
az egyensuly stabil, mig ha a szélséérték mazimum, akkor instabil.

Feladatok megoldasanal azért elényos a helyzeti energiaval dolgozni, mert az skaldr
mennyiség, és igy konnyebben kezelhetd, mint az erévektorok.

4.3. Mechanikai energia

Egy testre altalaban konzervativ és nem konzervativ erck is hatnak. A testre hato
eredo er6t bontsuk fel ennek megfelelGen:

Fo=Fc+ Fu.

Ezutan a (4.5) Osszefiiggés alapjan irjuk fel ismét egy test mozgdsi energidjanak megval-
tozéasat:

2 2 2 2
AEm = We = /Fedr = / (Fk -+ Fnk) dr = /der + /Fnkdl‘ = —AEh -+ Wnka
1 1 1

ahol felhasznaltuk a helyzeti energia (4.6) definidlé osszefiiggését.
Az egyenletet dtrendezve
AFE, + AE, = Wy .
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A mozgési és a helyzeti energia 6sszegét mechanikai energidnak nevezziik:
E=FE,+E,.
Ezt felhasznalva felithatjuk a munkatétel masik lehetséges alakjat:
AFE = Wy (4.10)

A (4.5) egyenlettel szemben itt az egyenlet bal oldaldn a teljes mechanikai energia
megvaltozasa all, ugyanakkor a jobb oldalon csak a nem konzervativ er6k munkaja sze-
repel. A konzervativ er6k munk&jat nem szabad hozzdadni, hiszen azt mar a helyzeti
energiaval figyelembe vettiik.

A (4.10) munkatételbél kovetkezik, hogy ha nincsenek nem konzervativ erdk, vagy
a nem konzervativ er6k munkaja nulla, akkor a tomegpont mechanikai energidja nem
valtozik, allandé:

Wi =0 & E = allandé . (4.11)

Ez a mechanikai energia megmaradédsédnak torvénye tomegpontra. (A térvényt tobb
testre, altaldnosabb formédban is meg fogjuk fogalmazni az 5.3 szakaszban.)

Figyeljiink arra, hogy itt is, mint minden megmaradas: tételben, az adott mennyi-
ség megmaradasanak feltétele van! Esetiinkben: a test mechanikai energiaja csak akkor
allando, ha a nem konzervativ erck munkdja nulla.
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5. fejezet

Pontrendszerek — megmaradasi
tételek

A tomegpont a valdsagos testek legegyszeriibb modellje. Nem veszi figyelembe, hogy
a testeknek Kkiterjedése, alakja van. Azonban mielott kiterjedéssel rendelkezé testeket
frnénk le, érdemes a tobb (akar nagyon sok) pontszerii testbdl allé rendszerekkel, a pont-
rendszerekkel foglalkoznunk. Az itt megfogalmazott torvények nemcsak szabadon mozgé
tomegpontokbdl 4116 rendszerek (mint példaul egy bolygdérendszer vagy egy gaz) esetében
hasznosak, hanem példaul a merev testek leirasanal is: azok is felfoghaték végtelen sok
elemi tomegpontbdl allé6 pontrendszerekként.

Azt, hogy mely testek tartoznak egy pontrendszerhez, énkényesen eldonthetjiik. Ezt
altalaban az adott probléma hatarozza meg. A tomegpontok szama a két testbol allé
rendszerektdl (pl. Fold-Hold rendszer) a 10%° nagysdgrendi részecskébdl allé gdzokig
terjedhet.

A pontrendszer teljes leirasahoz meg kell(ene) adnunk a pontrendszerhez tartozé n
tomegpont my, mo, ...m; ... m, tomegét, valamint az Osszes tomegpont helyét az id6
fiiggvényében: rq(t), ra(t), ...1;(t), ...r,(t). Ugyanakkor sokszor elegendé informécié a
rendszerrol, ha néhany atfogd, az egész rendszerre jellemz6 tulajdonsagat ismerjiik. A
kovetkezokben néhéany ilyen fogalmat és mennyiséget ismeriink meg.

Ekozben ebben a fejezetben megfogalmazunk megmaradasi torvényeket is: az impul-
zus, a perdiilet és a mechanikai energia megmaradasanak tételét. Ezeknek az univerzalis
osszefiiggéseknek (méas megmaradasi tételekkel egyiitt, mint példdul a tomeg vagy a toltés
megmaradds torvénye) kozponti szerepe van a fizikdban és més természettudoményokban
is.
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5.1. A tomegkozéppont

A pontrendszer teljes tomege az egyes tomegpontok tomegének Gsszege:

n
=1

A pontrendszer jellemz6 adata a tomegkdozéppont (TKP) helye. A tomegkdzéppont-
ba mutaté helyvektor az egyes tomegpontokba mutatd helyvektorok tomeggel silyozott
szamtani kozépértéke:

1 n
rrgp — E 22_1: m;r; . (51)

A pontrendszerben 1év6 tomegpontok kolcsonhatasban allhatnak egymassal és a pont-
rendszeren kiviili testekkel is. Egy tomegpontra a pontrendszer mas tagjai altal kifejtett
eréket belsd erdknek nevezziik. Az m; tomegpontra az m; tomegpont altal kifejtett (bel-
s6) er6 Fp;;. A pontrendszeren kiviili testek altal kifejtett erdk a kilsd erdk. Az m;
tomegpontra haté kiils6 erék ereddje Fk; (5.1 abra).

5.1. abra. Belso és kiilso erdk a pontrendszerben

Irjuk fel a pontrendszer minden pontjra a (2.5) mozgéasegyenletet (Newton II. tor-
vényét, Osszesen n egyenletet):

m;a; = Fg; + Z Fgij,
j=1
J#
majd adjuk Ossze az egyenleteket:
YILTIES SLNES 3 i)
i=1 i=1 i=1 j=1

J#i
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A kettés szumma értéke nulla, mert Newton II1. torvénye (2.2) miatt
Fgij = —Fpji,

és ezek az erdk az Osszegzésben paronként kiejtik egymast. Fzt felhasznalva, valamint az
Osszes kiilso er6 ereddjét Fk-val jelolve:

n
E m;a; = FK .
=1

Az egyenlet bal oldalat a gyorsulds (1.4) és a tomegkozéppont (5.1) definicidjat fel-
hasznalva atalakitjuk:

d?r;, &2 [ d? (mrrkp) d*rrxp
D> midi = Zmi@ T a2 (Z miri) T qe M ge T marke
: — :

Az atalakitas kozben kihasznaltuk, hogy a szummazés és a derivalas sorrendje felcserél-
het6, hiszen a szummazas egy dsszeadas, és derivalni tagonként lehet.

A két kifejezést egyenlové téve megkapjuk az ugynevezett tomegkozépponti tételt:
margp = FK 3 (52)

azaz a pontrendszer tomegkdzéppontja igy mozog, mintha a rendszer egész tomege a
tomegkozéppontban Gsszpontosulna, és erre hatna a kiilso erok ereddje.

5.2. Pontrendszer impulzusa — az impulzusmegmara-
das tétele

A pontrendszer teljes impulzusa (lendiilete) az egyes témegpontok impulzusianak
osszege. Fzt felirva, és felhasznélva az impulzus (2.3), a sebesség (1.1) és a tomegko-
zéppont (5.1) definiciéjat, a pontrendszer 6sszimpulzusa:

pzzlpi:zmivizzlmi dII‘f = & (Zlmm> =

o d (mrrkp) o de'TKP — mv
di di TR
Ismét kihasznaltuk, hogy a szummazés és a derivalas sorrendje felcserélhetd. A tomeg-
kozéppont tehdt megint tigy viselkedik, mintha a pontrendszer teljes tomege benne 6ssz-
pontosulna: a pontrendszer teljes impulzusa a pontrendszer 6ssztomegének és a tomeg-

kozéppont sebességének szorzata.

(5.3)
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Az (5.3) kifejezést id6 szerint derivalva, és felhasznélva az (5.2) tomegkozépponti
tételt
d_p _ d (mvrke) _ deTKP
dt dt dt

azaz a pontrendszer impulzusanak id6 szerinti derivaltja egyenld a kiilsé erék ereddjével.

= margp — FK s (54)

Ha a pontrendszerre nem hatnak kiilsé erék, vagy a kiilso erck eredgje nulla, akkor a
pontrendszer teljes impulzusa allandé:

Fx=0 & p= Zmivi = allandé . (5.5)

i=1
Ez az impulzusmegmaradds torvénye pontrendszerre.

Fontos megjegyezni, hogy a rendszer teljes impulzusa fliggetlen a belsé eroktdl, az
Osszimpulzust belso erdk nem valtoztathatjak meg.

5.3. Pontrendszer energidja — a mechanikai energia
megmaradasanak tétele

[rjuk fel minden témegpontra a (4.5) munkatételt, és adjuk Gssze az egyenleteket:

W; = AE,,; (n egyenlet)
W =AFE, (6sszeadva)

A jobb oldalon a pontrendszer teljes mozgasi energiajanak megvéltozdsa, mig a bal
oldalon a pontrendszeren végzett 6sszes munka all. Ez utébbit bontsuk fel egyrészt belsd
(B) és kiilsé (K), mésrészt konzervativ (k) és nem konzervativ (nk) erdk altal végzett
munkakra:

W = Wgk + Wik + Wank + Wiknk -

A konzervativ er6k munkéjét a helyzeti energia (4.6) definicigja alapjén helyettesithetjiik:

Wpx = —AEys
Wik = —AEnk ,

ahol Eyp a pontrendszeren beliili kolcsénhatdsokhoz tartozo helyzeti energia (ilyen példa-
ul egy bolygorendszernél az égitestek kozotti gravitacios helyzeti energia vagy egy valodi
gazban a molekuldk kozotti vonzéerébdl szarmazé helyzeti energia), mig Enk a kiilsd
kolcsonhatasokhoz tartozé helyzeti energia (példaul egy gaz molekuldinak gravitacios
helyzeti energidja).
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Mindezt behelyettesitve és atrendezve:
Wank + Wiknk = AEy, + AEws + AEnk
majd bevezetve a pontrendszer teljes mechanikai energidjara az
E = FE, + Ew + Enk
jelolést, a pontrendszer energiaviszonyaira a kévetkezd Gsszefiiggést kapjuk:

AE = Wank + Wiak . (5.6)

Ha a pontrendszerben nincsen se kiilsd, se belsé nem konzervativ munkavégzés (vagy

a munkavégzések Osszege nulla), akkor a pontrendszer teljes mechanikai energidja nem
valtozik, allandé:

Wank + Wik = 0 & E = allandé . (5.7)

Ez a mechanikai energia megmaradds torvénye pontrendszerre.

Fontos kiilonbség az impulzusmegmaradas torvényéhez képest, hogy a rendszer teljes
mechanikai energiajat nemcsak kiilso, hanem belsd nem konzervativ er6k munkéja is meg
tudja valtoztatni. (Példaul a pontrendszerhez tartozé testek kozti sirlédés csokkentheti,
vagy egy belsé kémiai folyamat novelheti azt.)

5.3.1. Belso energia

A pontrendszer teljes mozgasi energidja a rendszerhez tartozé tomegpontok mozgasi

energidjanak osszege:
n
1
E, = E —mivf.
' 2
=1

Sok esetben érdemes a pontrendszert a pontrendszer témegkozéppontjaval egyiitt
mozgd (a tomegkozépponthoz rogzitett) vonatkoztatési rendszerben vizsgélni. Ha ebben
a K’ rendszerben az m; tomegpont sebessége vi, akkor a Galilei-transzformacié (3.3)
Osszefiiggése alapjan

Vv, = V; + VTKP -

Ezt behelyettesitve a mozgasi energia kifejezésébe, és azt rendezve:

E, = Z 3 (V] + voxp)’ = Z imivf? + Z miViVrKp + Z §mw"2fKP B
i=1 i=1 =1 =1
1

n n

_ 2 1 2 /

= §mvTKP + §mivi + VTP m;Vv; .
i=1 =1
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A kifejezés utolsé tagja nulla, mert a szumma éppen a tomegkozéppont impulzusat
adja meg a tomegkozépponti rendszerben, ami értelemszertien nulla. A megmaradd két
tag koziil az els6 épp akkora, mintha a pontrendszer teljes témege a tomegkdzéppontban
lenne, és annak sebességével mozogna. A masik tag viszont a témegpontok tomegkodzép-
ponthoz képesti mozgasabdl szarmazik.

Az eredménybdl az is latszik, hogy a pontrendszer teljes mozgasi energidja a tomeg-
kozépponti rendszerben minimaélis, de — az 6sszimpulzussal ellentétben — altalaban nem
nulla.

A pontrendszer teljes mechanikai energiaja a mozgasi energia és a helyzeti energiak
(belso és kiils6) osszege:

1 1
E = §mv%KP + Z §miv£2 + Ewg + Enk -
i=1

A tomegpontok tomegkozépponthoz viszonyitott mozgasabdl szarmazé mozgasi ener-
gia és a pontrendszeren beliili kdlcsonhatdasokbdl eredo helyzeti energia Osszege a pont-
rendszer belsd energidja:

1
EB = Z §mﬂ}£2 + EhB . (58)
i=1

Ez a megkiilonboztetés hasznos példaul a gazok lefrasanal. A belso energia fiigg a
részecskék sebességétol és a koztiikk 16vo kolesonhatasoktol, ugyanakkor egy tartalyban
1év6 gaz belso energidja nem valtozik meg attol, ha a tartdlyt egy autoban szallitjuk,
vagy felvissziik az emeletre.

5.4. A perdiilet

A perdiilet vagy impulzusmomentum az impulzushoz hasonléan fontos mennyiség a
fizikaban. A kozépiskolai tananyagban altalaban csak a forgd merev test perdiiletérol esik
sz6. A perdiilet azonban egyetlen témegpontra is definialhaté, vektoridlis mennyiség.

Egy m tomegpont perdiilete (a vonatkoztatasi rendszer O kezdépontjara vonatkoztat-
va) a test helyvektoranak és impulzusdnak vektoridlis szorzata (14sd az A.1 fiiggeléket):

N=rxp=rx(mv)=mrxv. (5.9)
Derivaljuk id6 szerint az (5.9) kifejezést:

dN  d(rxp) dr dp

@ a @ P g TvxpTrx (5.10)
Felhasznéltuk a szorzat derivéldsara vonatkozé szabalyt (ldsd az A.2 fuggeléket), a se-
besség (1.1) definici6jat és Newton II. torvényének impulzussal felirt (2.4) alakjat. F a

tomegpontra hatd eredd eré.
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Az eredmény elsé tagja nulla, hiszen v || p, és parhuzamos vektorok vektoridlis szor-
zata nulla. A méasodik tag az F er6 forgatonyomatéka, az er6 tamadaspontjahoz mutatd
helyvektor és az er6 vektorialis szorzata (az er6 momentuma):

M=rxF. (5.11)

Az (5.10) kifejezésbél tehét végiil a tomegpont perdiilete és a tomegpontra haté eredé
forgatonyomaték kozott fennallo alapveto osszefiiggést kapjuk meg:

dN
—— =M. 12
% (5.12)

Az 6sszefiiggés parhuzamba vonhaté a tomegpont impulzusa és a tomegpontra hato
er6 kozotti (2.4) osszefiiggéssel (Newton II. térvénye impulzussal megfogalmazva).

Ha a tomegpontra nem hat forgatényomaték, akkor perdiilete allandd. Ez a perdiilet-
megmaradads torvénye tomegpontra. (Pontrendszerre az 5.5 szakaszban altaldnositjuk.)

Kepler II. torvénye

Egy bolygdéra (a tobbi bolygd csekély zavard hatasatol eltekintve) csak a Nap gravi-
taciés vonzéasa hat. Ez az eré dgynevezett centrdlis erd: mindig egy adott O pont (a Nap
kozéppontja) felé mutat. Emiatt a bolygdra haté (O pontra vonatkozd) forgatényomaték
nulla, és igy a bolygé (O pontra vonatkozd) perdiilete dllando:

Flr = M=0 = N = élland6.

As=vVAt

5.2. dbra. Kepler II. térvénye

Az 5.2 abran bejeloltiik azt a teriiletet, amelyet a bolygéhoz hizott vezérsugar egy
rogzitett At ido alatt ,,surol”. Kis At esetén a teriilet jo kozelitéssel a haromszog teriilete:

1 A A
AT:—|r><As|:—t|r>< (mv)|:—tN
2 2m 2m

A At id6 alatt surolt teriilet tehat ardnyos a perdiilettel, igy azzal egyiitt id6ben dllandd.
Ez éppen Kepler II. torvénye (2.3 szakasz), amely a perdiiletmegmaradas kovetkezménye.
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5.5. Pontrendszer perdiilete — a perdiiletmegmaradas
tétele

A pontrendszer tagjaira a belsé és a kiilsé erdk is forgatényomatékkal hatnak. Az m;
pontra haté forgatényomatékok:

n n

Mg, = E Mpg;j =1; X E Fgij
j=1 j=1
JF#i JF

MKi =7T; X FKz .

frjuk fel a pontrendszer minden tagjdra az (5.12) Gsszefiiggést, és az egyenleteket adjuk
0ssze:

FTERD T :ZMi:Z(MBi‘l‘MKi):’ riXZFBij +ZMK1
=1 i=1 i=1 =1 j=1 =1
J#
Az eredmény els6 tagja nulla, mert
r; X Fpijj = —r; X Fgj;,

és ezek a forgatonyomatékok a kettds szummazéaskor paronként kiejtik egymast.

FB[/‘ FBji

5.3. dbra. A forgatényomaték parok kiejtik egymast

A forgatényomatékok egyenlésége nem olyan nyilvanvald, mint az erdk esetében.
Az 5.3 dbran az egyes erdk forgatonyomatékdanak nagysdga a parallelogrammaéak terii-
letével egyenlo, irdanyuk pedig az abra sikjara meroleges, és egymassal ellentétes. A két
parallelogramma teriilete megegyezik, hiszen Newton III. torvénye miatt a két eré azonos
nagysagu, ellentétes, és hatdsvonaluk is megegyezik (és igy a parallelogrammék alapja és
magassaga is egyenld).

Legyen a kiilso erck forgatonyomatékanak osszege

n

=1

i=1
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Ezt beirva:

- M 5.13
dt K ( )

azaz a pontrendszer perdiiletének id6 szerinti derivaltja egyenld a kiilsé erék forgatonyo-
matékanak ereddjével.

Ha a pontrendszerre nem hat kiils6 er6 forgatényomatéka, vagy a kiilsé erok forgato-
nyomatékanak eredgje nulla, akkor a pontrendszer teljes perdiilete allandé:

My =0 & N = Z (m;r; X v;) = allandoé . (5.14)
i=1
Ez a perdilletmegmaradds torvénye pontrendszerre.

Vegyiik észre, hogy a rendszer teljes perdiilete — az impulzushoz hasonldan, és a
mechanikai energiatol eltéroen — fliggetlen a bels6 eroktdl, az dsszperdiiletet a belso erok
forgatényomatéka nem valtoztathatja meg.
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6. fejezet

Merev testek mozgasa

6.1. A merev test modell

Az eddigiekben a testeket a lehetd legegyszertibben, témegpontként irtuk le. Ez a
modell azonban semmit se mond a testek méretérdl, alakjardl és bonyolultabb mozgas-
formairél. A merev test a valodi testek bonyolultabb modellje: figyelembe veszi, hogy a
testnek alakja, kiterjedése, tomegeloszlasa is van. Ugyanakkor a testek deformécidjaval
ebben a modellben sem foglalkozunk: gy tekintjiik, hogy az alakja — a valésagos testek-
kel szemben — nem valtozhat. Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy a merev test barmely
két pontjanak egymashoz viszonyitott tavolsdga idében allandé.

A merev test helyzetét harom (nem egy egyenesen fekvs) pontjanak helyzete egy-
értelmiien meghatérozza. (Ha csak egy pontjat rogzitenénk, akkor koriilotte szabadon
foroghatna. Ha egy masik pontot is rogzitiink, akkor mar csak a két pontot Gsszekoto
egyenes koriil fordulhat el. Egy harmadik, az 0sszekoto egyenesen kiviili pont rogzitése
mar semmilyen mozgast nem enged meg.)

Egyetlen pont megadésa térben hdrom fliggetlen paraméter (példdul hdrom derék-
szogll koordinéta) rogzitését jelenti. Ezt szokds gy is megfogalmazni, hogy a tdmegpont
szabadsdgr fokainak szama f = 3. Harom pont megadésahoz tehat kilenc adat sziikséges.
Ezek azonban a merev test esetében nem filiggetlenek egymastol, hiszen a harom pont
kozotti harom tavolsdg adott, nem véaltozhat! fgy a merev test szabadsagi fokainak szama
f=9—3 =06, azaz a test helyzete hat fiiggetlen adattal jellemezheto.

Ha a test nem mozoghat teljesen szabadon, akkor a szabadsagi fokok szama a kény-
szerektol fiiggden csokkenhet. Példaul egy rogzitett feliileten gordiilé golyd szabadsagi
fokainak szama f = 5, mert kozéppontjanak tavolsaga a feliilettél nem valtozhat. A
porgettyl egyetlen pontja rogzitett, koriilotte teljesen szabadon foroghat, igy szabadsagi
fokainak szama f = 3. A rogzitett tengely koriil forgd merev test szabadsagi fokainak
szama viszont mindossze f = 1.
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6.1.1. Haladé6 és forgomozgas

A merev test altaldnos mozgasa nagyon bonyolult lehet, azonban mindig leirhato
elemi elmozdulasok és elfordulasok egymasutanjaként.

A haladé mozgéas, mas néven transzldcio esetében a merev test minden pontjanak
ugyanakkora az elmozduldsa (6.1(a) dbra). Ezért a merev test transzlacidja leirhat6 bar-
mely pontjanak transzlaciéjaként: ugyanugy kezelheto, mint egyetlen témegpont.

A forgémozgds, mas néven rotdcio esetében egy pillanatnyi forgastengely (két dimen-
zi6ban forgdscentrum) koriil fordul el a test (6.1(b) dbra). Minden pontjanak ugyanakko-
ra a szogelforduldsa. A forgastengely (forgdscentrum) azonban a mozgas soran altaldban
véltozik (hdrom dimenziéban nemcsak a helye, hanem az irdnya is).

(a) Transzlacié (b) Rotécié

6.1. abra. Transzlacio és rotacid

A merev test tetszOleges mozgasa leirhaté elemi transzlacidk és rotaciok egymas-
utanjaként. Ennek bizonyitasaként vizsgaljuk egy merev test tetszoleges P; pontjanak
helyvektorat a K koordinata-rendszer mellett a test tetszéleges C pontjahoz rogzitett KC
koordinata-rendszerben is. Ekkor a helyvektorok kozott felirhato az

ri:rc+ric

osszefiiggés, ahol r; és ¥ a P pont helyvektora a K, illetve a K¢ koordindta-rendszerben,
r¢ pedig a C pont helyvektora a K rendszerben. Ha a P pont elmozdul, akkor elemi
elmozdulésa szintén felirhato

dr; = drc + drgJ

alakban. A P pont tavolsdga a C ponttdl azonban nem véltozhat (hiszen mindketts a
merev test egy-egy pontja), {gy az r¢ vektor csak foroghat. Ekkor viszont elemi megval-
tozasa felirhato a de elemi szogelfordulds vektor segitségével:

drf = dp x r¥.
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Ezt beirva az el6z6 egyenletbe megkapjuk, hogy
dr; = drg +de x 1y,

azaz a merev test elemi elmozduldsa valéban felbonthaté a C pont elemi transzlacidjara
és a test C pont koriili elemi rotacidjara. Mivel altalanos esetben a d¢ vektor iranya
valtozik a mozgas soran, a felbontast csak elemi mozgasokra lehet elvégezni.

A C pont megvalasztésa tetszéleges. A 6.2(a) és 6.2(b) dbrdkon két kiilonbozé fel-
bontas lathato. Késébb latni fogjuk, hogy a forgas kozéppontjanak sokszor hasznos a
tomegkozéppontot valasztani. Ilyenkor tehat a merev test mozgasat a témegkoézéppont
haladé mozgasanak és a tomegkozéppont koriili forgémozgéasnak a szuperpoziciéjaként
irjuk le.

A 6.2(c) dbrén lathatd, hogy stkmozgas esetén — a tiszta transzlaciét kivéve — mindig
talalhaté olyan C pont, hogy az elemi mozgds tisztan rotaciéként irhaté le. Feladatok
megoldasanal ez is sokszor hasznos valasztas. Az elfordulas kozéppontja a pillanatnyi
forgdscentrum. Természetesen a mozgas soran altaldban ez is valtozik.

(a) Tetszbleges transzlici6 és rotacié (b) Transzldcié és rotécié egy belsé pont koriil

(c¢) Rotécié a pillanatnyi forgdscentrum kériil

6.2. dbra. Mozgas felbontasa transzlaciéra és rotaciora
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6.1.2. A merev test mint pontrendszer

A merev test felfoghaté specialis pontrendszerként, igy alkalmazhatjuk ré a pontrend-
szerekre megfogalmazott torvényeket és Osszefiiggéseket.
Ha a merev testet kicsi AV, térfogati darabokra osztjuk, akkor teljes térfogata és

tomege:
V:ZAV,- és ZAmiZZPiAVi7

ahol p; az i. kis darab (dtlagos) siirtisége. Finomitva a felbontast a tomeg az

m = /p(r)dV

térfogati integrdllal adhaté meg. Homogén test esetében természetesen m = pV'.
A merev test tomegkozéppontjaba mutato helyvektort a pontrendszereknél megismert
definici6é alapjan ugyanigy térfogati integrélokkal irhatjuk fel:

Je
Irtkp = fp = m/rp

6.2. Merev testek statikaja

A merev test akkor lehet egyensilyban, ha impulzusa és perdiilete se valtozik. fgy
a pontrendszerekre levezetett (5.5) és (5.14) megmaradési tételek alapjén az egyenstly

feltétele:
d>F=0 é > M=0. (6.1)

(A kiils6 erékre utalé k indexet elhagyjuk, hiszen itt eleve csak a kiils6 erékkel foglal-
kozunk. A bels6 er6k — amelyek egyben tartjak a testet — munkat se végeznek, hiszen a
merev testen beliil nincs relativ elmozdulés.)

A forgatényomatékok Osszege egy tetszéleges P pontra vonatkoztatva:

> MP =) rf xFy,

egy masik tetszoleges () pontra vonatkoztatva pedig:
ZMQ erF_Z(rf—i—rg)xFi:erxFi—{—rprZFi,
ahol rQ a Q pontbol a P pontba mutaté vektor. Lathatd, hogy
SF=0 = Y M= M",

azaz ha az erék eredgje 0, akkor a forgatonyomatékot barmely pontra felirhatjuk, ugyan-
azt az eredményt kapjuk.
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6.2.1. Statikai feladatok
Falra erositett polc
Egy szoggel a falra akasztott polcra haté erék a 6.3 abran lathatok.
A F,
O a

Fy

mg
6.3. dbra. Falra szerelt polc egyensilya

A testre haté nehézségi er6 miatt a szognél nyilvan fel kell 1épnie egy fiiggoleges
tartoerének, a forgatényomaték-egyensily miatt viszont egy huzderé is hat a szogre. A
vizszintes er6k egyensilyat a polc aljan fellépé nyoméder6 biztositja. Alkalmazva a (6.1)
egyenleteket (a forgatényomatékot az O felfiiggesztési pontra felirva):

F, = mg
F, = Ix
mg%:FNb.

Ebbél

a
Fx:FN:mg%7

azaz a szogre haté hizdéerd (ami kitépheti a szoget a falbdl) annél nagyobb, minél széle-
sebb és minél alacsonyabb a polc. Igy b novelésével ez az eré csokkentheto.

Kéttamaszu tartd

A kéttamaszi tartd a 6.4 dbran lathatd. Az m, tomegi deszka két, egymastol [ ta-
volsdgra 1évo pontban van alatamasztva. A deszkara a nehézségi erén kiviil a rahelyezett
targy sulya és a két tamaszban fellépd tartéerd hat.

frjuk fel a fligglleges erdk és a forgatonyomatékok egyensilyat! A forgatonyomaté-
kokat a baloldali tAmaszpontra vonatkoztatjuk (igy a forgatényomaték-egyenletben csak
az egyik ismeretlen erd szerepel):

mig +meg = Iy + F5

[
mlg§ + mogx = Fyl.
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A mey s

V728

6.4. abra. Kéttamaszu tartd

A masodik egyenletbol kozvetleniil adddik Fy, és ezt beirva az elsé egyenletbe adddik
F1 is:

1 T
Fy=-mg+ (1 - —> mag

2 l
1 x
FQ = §mlg + 7m2g

Léathato, hogy ha a targy a kozépponttdl jobbra van (z > [/2), akkor — a szemlélettel
egyezben — a jobb oldali tartét nyomja nagyobb eré (Fy > F}).

A trambulin esetében (6.5 dbra) teljesen hasonléan felirhatok és megoldhatdk az
egyenletek.

6.5. dbra. Trambulin

l l
F1: (——1)mlg+ (——1)777,29
2x T

) l
Fy = —mig+ —mag
2z T
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Most az egyik tartoerd lefelé mutat. Ha a két tamasz kozotti x tavolsag sokkal kisebb,
mint a deszka [ hossza, akkor a tamaszoknal kis terhelés esetén is meglehetésen nagy erck
léphetnek fel.

Haromtamaszu tarté
A héromtédmaszi tarténdal (6.6 abra) a deszkat harom ponton tamasztjuk ala.

[ | [y
pr

2 AF

i mey A i

m)g v

6.6. Abra. Haromtamaszu tartd

[rjuk fel az el6z8 feladathoz hasonléan a fiiggdleges erdk és a forgatényomatékok
egyensulyat! A forgatonyomatékokat most is a baloldali tamaszpontra vonatkoztatjuk:

m1g+m2g:F1+F2+F3
L+

mi1g + Mmogl = FQll + Fg(ll + 12) .

Most is csak két egyenletiink van, de harom ismeretleniink! A feladatnak igy végtelen
sok megoldésa van, az elrendezés — a merev test modell hasznélataval — statikailag ha-
tarozatlan. Valoban, merev deszka esetén, ha a kozépso tartot egy egészen kicsit lejjebb
vinnénk, akkor a deszka nem is érne hozza, és igy eré se hatna ra. Ez a feladat tehat a
merev test modell korlatait mutatja.

A feladatot csak akkor lehetne megoldani, ha figyelembe vennénk a test deformécidjat.
A valésagban, ha a kozépso tartot kivessziik, a deszka — rugalmas testként — behajlik.
A kozépso tartéerét az alapjan lehet meghatarozni, hogy mekkora er6 hatasara lesz a
behajlas nulla.

Befesziilés

Erdekes statikai feladat ldthaté a 6.7 4brén. Az egymastol d tavolsdgra 1évo két
fiiggbleges fal kozé | > d hosszusagu, m tomegl rudat tesziink. A rud és a fal kézott p a
tapadasi surlédési egyiitthatd. A rudat a jobb falhoz kozelebbi negyedénél egy fonallal,
fiiggbleges F' erdvel probaljuk felfelé kihtuzni. Mekkora erd kell ehhez?
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6.7. dbra. Befesziilés

Vizsgdljuk azt, hogy mekkora F er§ esetén lehet még egyensily! Irjuk fel most is
az erck és a forgatényomatékok egyensulyat! A forgatonyomatékokat a rid kozepére
vonatkoztatjuk. Felirjuk mindkét oldalon a tapadas feltételét is:

Fxi = Fo
F =mg+ Fg + Fsy

d ViI2 —d? d
FZ = (Fx1 + Fx2) — + (Fso2 — Fg1) 3
Fs1 < pFy
Fgo < piFno .

A feladat most is hatdrozatlan (a két tapadd surlédas miatt), de ha feltételezziik,
hogy Fni = Fno = Fx miatt Fsy = Fso = Fy is igaz, akkor megoldhaté:
_ F—mg

2
Fd

4WE—d
Felirva és atrendezve az Fg < puky feltételt a kovetkezo egyenltlenséget kapjuk:
F (,ud W/ d2) > —9mgVE — &
Ha 2v/1? — d? < pd (azaz [ csak kicsit nagyobb, mint d), F' tetszélegesen nagy lehet:
P> —2mgv/1? — d?
Toud -2V —ad?
Ez a befesziilés jelensége: hidba noveljiik F' értékét, a forgatonyomaték-egyensuly
miatt egyre nagyobb lesz a nyomodero, és igy a surlédasi erd is. Tehat semekkora erével

sem tudjuk kihuzni a rudat! Természetesen, ez csak addig igaz, amig a test merev testnek
tekinthet6. Ha az eré nagyon nagy, akkor a test deformalédik, vagy eltorik.

Fg

N =
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6.3. Rogzitett tengely koriili forgas

A merev test haladé mozgésa leirhaté mint egyetlen pontjanak (példdul tomegko-
zéppontjanak) mozgdsa, igy a merev test haladé mozgasanak dinamikéja megegyezik a
pontszeri test dinamikajaval. A tovabbiakban ezért csak a merev test forgdsaval foglal-
kozunk.

A merev testek forgdasdnak alapegyenletét a pontrendszerekre levezetett (5.13) Gssze-

fiiggés alapjan irhatjuk fel:
dN M (6.2)
a '
(A kiils6 forgatényomatékokra utalé g indexet ismét elhagyjuk, hiszen a merev testnél
eleve csak a kiilsé erékkel és forgatonyomatékokkal foglalkozunk.)

A merev test forgdmozgasa nagyon bonyolult lehet, hiszen nemcsak a forgas szog-
sebessége, hanem a forgastengely irdnya is valtozhat. Eloszor a legegyszeriibb esettel, a
rogzitett tengely koriili forgassal foglalkozunk. A tengely csapagyazasdban fellép6 erék
és forgatényomatékok megakadalyozzak a test haladé mozgasat és a forgastengely meg-
valtozasat is.

6.3.1. A merev test perdiilete

6.8. abra. Rogzitett tengely koriil forgd merev test perdiilete

A 6.8 abran lathaté merev test kicsiny Am,; tomegl darabjahoz az r; helyvektor
mutat. Az egész test w szogsebességgel forog, igy a Am; tomegpont sebessége:

V, =w XTI,
perdiilete pedig:

ANl =TI; X Apz = Amiri X V; = Amiri X (w X I’i) .
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A v; = w x r; vektor merdleges az abra sikjara, igy AN; az abra sikjaban van, és
mivel merdleges az r; vektorra, (éltaldban) nem a forgdstengely irdnyaba mutat. Az egész
test perdiiletét a kicsiny darabok perdiiletvektorainak 6sszege adja:

NzZANi,

ezért a merev test perdiiletvektora — szimmetrikus vagy gondosan kiegyenlitett tomeg-
eloszlasu testek kivételével — altalaban szintén nem a forgastengely iranyaba mutat. A
perdiiletvektor a testtel egyiitt forog, igy altalanos esetben allandd szogsebesség esetén
se allandoé, folyamatosan valtozik az irdnya. Az ehhez sziikséges (tengelyre merdleges ird-
nyt) forgatényomatékot rogzitett tengely esetén a csapagyakban fellépd erék biztositjak,
amelyekkel egyelore nem kivanunk foglalkozni, ezért most csak a perdiilet forgastengellyel
pdrhuzamos komponensét vizsgaljuk.

6.9. abra. A perdiilet tengely iranyt komponense

Legyen a forgéstengely a koordindta-rendszeriink z-tengelye. Ekkor |w| = w = w,.
A 6.9 abra alapjan:
v = |w X 1| =w,rsiny = Riw,

ahol R; a Am; tomegpont tavolsaga a z-tengelytol. r; és v; merdlegesek egymadsra, igy:
ANZ = Aml ‘I‘i X Vi’ = Amﬂ"ﬂ)i = AmiriRiwz
és

ANZ'Z = ANZ COS(QOO — "y) = AN@ sin”y — AmiR?wz )

A merev test perdiiletének tengelyiranyi komponensét a kicsiny darabok tengelyira-
nyu perdiiletének Osszegzésével kapjuk:

N.~) AN.=w.> Am;R}.
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A felbontas minden hatdron tuli finomitasakor (Am; — 0) a szummazas helyett integralt
irhatunk:

N, = wz/p(r) R*dV .
v
A tengelyiranyu perdiilet tehat ardnyos a szogsebességgel:

N, = 0,w, (6.3)

ahol a ©, ardnyossagi tényezo, amely csak a test forgastengely koriili tomegeloszlasatol
fiigg, a test z-tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka:

0.~ Y Am;R;,

illetve
0, = / p(r) R*dV. (6.4)
v
A (6.2) és a (6.3) egyenletek alapjén:

dN,  d(0.w.) dw,
= = = _— = . .
M, = o= S 0.2 — 0., (6.5)

(Itt felhasznaltuk, hogy a merev test tehetetlenségi nyomatéka idében allandé.)

Ha a testre nem hat z-iranyu forgatéonyomaték, akkor a test z-irdnytd perdiilete nem
valtozik, idoben allando:

M,=0 &  N,=0.w, =éllandé. (6.6)

Kisérlet: Forgoszék
A videdkon [7] lathaté forgészékes kisérletekben a forgd rendszer nem egy
merev test, de a kisérletek jol szemléltetik a perdiilet megmaradasat.

A kisérleti alany beiil a forgdszékbe, silyzdkat vesz a kezébe, és karjait, labait
kezdetben kinytjtja. Ebben a testtartasban lassan megforgatjuk, majd maga-
ra hagyjuk. Amikor a stulyzokat és a labait magdhoz huzza, forgasa felgyorsul.
Ha ujra kinytjtja, a forgds ismét lelassul (Perdiilet megmaradas I.).

Ezutan a nyugalomba 1év6 kisérletezd kezébe megporgetett, fiiggdleges ten-
gelyu biciklikereket adunk. Ekkor semmi nem torténik. Amikor viszont a bi-
ciklikerék tengelyét 180°-kal elforgatja, a forgdszék forogni kezd. A tengely
visszaforgatasakor a szék ismét megall (Perdiilet megmaradas I1.).
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Végiil a kisérleti alany nyugalmi helyzetben egy szintén nem forgd biciklike-
reket vesz a kezébe. Amikor a fiiggéleges tengelyti biciklikereket megporgeti,
a forgdszék az ellenkez6 iranyba kezd forogni. A kerék lefékezésekor a szék
ismét megall (Perdiilet megmaradas II1.).

Magyardzat: A kis surlédasnak koszonhetéen a forgdszékbol, a kisérletezébol
és a sulyzokbdl, illetve a biciklikerékbdél all6 rendszerre alig hat (fiigg6leges iré-
ny1) kiils6 forgatényomaték, igy perdiiletének (fiiggéleges komponense) kozel
allandé. Az elsé kisérletben a kar és a lab behtuzasakor lecsokken a rendszer
tehetetlenségi nyomatéka, és emiatt a (6.6) Osszefiiggésnek megfeleléen megné
a szogsebessége. A masodik és harmadik kisérletben a biciklikerék perdiile-
tének megvaltoztatasakor a forgdszék perdiilete ezzel ellentétesen valtozik,
hogy a rendszer teljes perdiilete allandé maradjon. ¢

6.3.2. A tehetetlenségi nyomaték meghatarozasa

Egyetlen tomegpont tehetetlenségi nyomatéka:

0 =mr?,
ahol r az m tomegli tomegpont tavolsiga a tengelytél. Tobb tomegpontbdl allé test
esetében a tehetetlenségi nyomaték 0sszegzéssel hatarozhaté meg:

2
0= E mr;

ahol r; az m; tomegpont tavolsaga a tengelytol.

Egy tetszoleges merev test adott tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka
a (6.4) definidlé képlet alapjdn szamithat6 ki. Homogén testek esetében a p siirliség nem
fiigg a helytol, és igy az integrél elé kiemelheto:

@—p/r2dV.

|4

Az integralban r a dV térfogatelem tavolsdga a kivalasztott tengelytol.

Példaképp hatarozzuk meg egy homogén, témor henger tehetetlenségi nyomatékat a
szimmetriatengelyére vonatkoztatva! Az integralasnél az R sugart, h magassagu, p stri-
ségll, m = phR*m tomegli hengert dr vastagsdgui, dV = 2rrhdr térfogatii hengergytiriikre
bontjuk fel:

R

R
S| 1
0= p/rde = p/'r’2 - 2rmhdr = 277,0h/r3d7’ = QthRZ = §,OhR27T ‘R? = §mR2 .
1% 0 0

Egyszeriibb testek szimmetriatengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka tab-
lazatokban is megtaldlhat6 [24].
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Steiner-tétel

Ha ismert egy test tehetetlenségi nyomatéka egy tomegkiozéppontjan atmeno tengelyre
vonatkozoan, akkor kénnyen meghatarozhaté a tehetetlenségi nyomaték barmely mas, az
adott tengellyel parhuzamos tengelyre vonatkozoan is. Mivel a tehetetlenségi nyomaték
meghatédrozasandl csak a tengelyt6l mért tavolsdgok szamitanak, elég egy (a tengelyekre
merdleges) sikidomot vizsgalnunk.

6.10. abra. Steiner-tétel

A 6.10 abra alapjan a merev test Am,; darabjanak tehetetlenségi nyomatéka a tomeg-
koézépponton atmend tengelyre vonatkoztatva:

AO1kp; = Amirigp; ,
egy tetszoleges S ponton dtmend, az el6zovel parhuzamos tengelyre vonatkoztatva pedig:
A@Si = AmméZ = Amz (S + rTKPi)2 = Amz (52 + QSI‘TKPZ‘ -+ rgl’KPi) .

Az S ponton dtmené tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték az egyes darabok
tehetetlenségi nyomatékanak osszegzésével irhaté fel:

@S = Z A@sz = 82 Z Aml + 2s Z AmiI'TKpi + Z AmiT%KPi .

Az els6 tagban a szummazéds a test tomegét adja meg, a harmadik tag pedig éppen a
test tehetetlenségi nyomatéka a tomegkozéppontra vonatkoztatva. A masodik tag nulla,
hiszen az 6sszegzés éppen a tomegkozéppontbdl a tomegkdzéppontba mutatd helyvektor
m-szeresét adja. Ennek alapjan mar felirhatjuk a Steiner-tételt:

@S == ms2 + @TKP~ (67)

Az Osszefiiggés csak parhuzamos tengelyekre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékok
meghatarozasara hasznalhato! Kiilonb6z6 iranya tengelyekre vonatkozd tehetetlenségi
nyomatékok kapcsolatardl a 6.5.1 szakaszban lesz sz6.

A Steiner-tételbdl az is kovetkezik, hogy adott iranyu tengelyek koziil a tomegkozép-
ponton atmené tengelyre vonatkoztatva minimélis a tehetetlenségi nyomaték.
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6.3.3. Forg6 merev test mozgasi energiaja

A forgd merev test mozgasi energidjat szokas ,forgasi energia”’-nak is nevezni, de —
mint hamarosan latni fogjuk — ezzel a kifejezéssel dvatosan kell banni.

A forgd merev test mozgasi energiajat a pontrendszereknél megismert médon, a Am;
kicsiny tomegelemek mozgasi energidjanak osszegzésével hatarozhatjuk meg. A tengely
koriil forgd merev test egyes pontjainak sebessége azonban nem fiiggetlen, kifejezheto a
forgds w szogsebességével és a kicsiny tomeg tengelytol mért R; tavolsagaval:

(% :CURZ'.

Ezt és a tehetetlenségi nyomaték (6.4) definidl6 képletét felhaszndlva a rogzitett tengely
koriil forgd test mozgasi energidja (a ,forgasi energia”):

1 1 1 1
E. = Z §Amivi2 = Z éAmiw2Ri2 = 5@02 Z Am;R? = 5@@02. (6.8)

Ha a test halado és forgémozgast is végez, akkor szokas a mozgési energiat a ,,halado
mozgasi energia” és a ,forgasi energia’ Osszegeként felirni. Ez azonban csak bizonyos
specidlis esetekben jogos, dltaldnos esetben azonban nem!

Mint kordbban lattuk, egy merev test mozgasa (a tiszta transzlaciét kivéve) barmely
pillanatban végtelen sok médon bonthaté fel haladé és forgd mozgas Gsszegére. frjuk le
a mozgast teljesen altaldnosan tgy, hogy a test egy kivélasztott (tetszéleges) O pontja
koriil forog w szogsebességgel, mikdzben az O pont v sebességgel mozog a vonatkoztatasi
rendszerhez képest.

Ekkor a test O-hoz viszonyitott r; helyvektori pontja v; = vo+w X r; sebességgel mo-
zog a vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitva. A mozgdsi energiat most is a pontrendsze-
reknél megismert moédon, a Am; kicsiny tomegelemek mozgasi energidjanak osszegzésével
hatarozhatjuk meg:

1 1
E, = Z §Ami (Vo4 w x 1;)° = Z §Ami [US +2vp (w X 1;) + (W X I"i)Q} =
1 1
- z; EAmivg + zl: Am;vy (w X 1;) + EZ: éAmi (w X I‘Z-)Q )

Az elsé tag:
1 1
% §Amiv§ = §mvg.

A maésodik tagot a vektorok vegyes szorzatira érvényes azonossag (A.1 fiiggelék) és a
tomegkozéppont definiciéjanak felhasznalasaval alakithatjuk at:

ZAmiVO (wx1;) = Z Amr; (vo X w) = mrrgp (Vo X w) .
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A harmadik tagban a 6.9 dbra alapjan felhasznéljuk az |w X r;| = R,w azonossdgot,
valamint a tehetetlenségi nyomaték definialé képletét, igy:

1 2 1 2 0 1 2
Z§Aml (wxri) —§;Am1sz —5@0&] s

ahol ©g az O ponton atmeno, w vektorral parhuzamos tengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomateék.
Ezeket behelyettesitve a haladé és forgd mozgast is végzo test mozgasi energiaja:

E,= %mvg + mrrgp (Vo X w) + %@sz )
Az els6 tag a ,haladé mozgasi energia”, mintha az egész test pontszerii testként az O
pont v sebességével haladna. A harmadik tag a ,forgasi energia” — w szdgsebességgel és
az O-ra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékkal szamolva. Azonban van egy kozépso
,vegyes”, a haladd és a forgomozgast is tartalmazd tag is, ami altalanos esetben nem
nulla!

Eszerint altalaban nem bonthato fel a mozgasi energia , haladé mozgasi” és , forgasi”
tagra. Vizsgéaljuk meg, hogy milyen esetekben jogos mégis ez az eljaras, azaz mikor lesz
a kozépso tag nullal

Vektorok vegyes szorzata 0sszesen hét esetben lesz 0: ha valamelyik vektor nullvektor,
ha barmely két vektor parhuzamos, vagy ha a harom vektor egy sikban fekszik (kompla-
néris). Nézziik sorban, mit jelent ez a mi esetiinkben!

Ha rrgxp = 0, akkor az O pont a test tomegkozéppontja. Tehat ha a mozgast a
tomegkozéppont haladé mozgasara és a merev test témegkozéppont koriili forgémozga-
sara bontjuk fel, akkor a mozgési energia valéban szamithaté a haladé és forgd mozgasi
energia Osszegeként. Legtobbszor ezt a felbontast hasznaljuk

Ha vy = 0, akkor az O pont a pillanatnyi forgdscentrum. Ilyenkor a mozgast tiszta
forgomozgasként irjuk le, és a mozgasi energia megegyezik az O-ra vonatkoztatott forgasi
energiaval. Sok esetben célszerii ez a véalasztéds is. (Az O pont altalaban nem a tomeg-
kozéppont, az O-ra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékot a Steiner-tétel segitségével
lehet meghatarozni.)

Ha w = 0, akkor a test nem forog, csak haladé mozgast végez. Mozgdsi energidja a
test tomegébol és barmely pontjanak sebességébdl kiszamithato.

Harrkp || w, akkor a tomegkdzéppont rajta van a forgastengelyen. A tomegkozéppont
is vy sebességgel halad, a felbontas ugyanigy jogos, mint az elsé esetben.

Ha vy || w, akkor a merev test csavarmozgast végez. Erdekes médon ilyenkor is eltiinik
a kozépso tag, és jogos a felbontas.

A maradék két lehetéségnek, tehdt ha rrxp || vo, vagy ha a hdrom vektor egy sikban
van, nincs ilyen szemléletes jelentése, mindenesetre a kozépso tag ilyenkor is 0.

Minden mas esetben viszont szamolni kell a kozépso ,,vegyes” taggal is!
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6.4. A merev test sikmozgasa

A merev test sikmozgasakor a szogsebességvektor merdleges a haladé mozgas iranya-
ra, és igy a test minden pontja sikban mozog.

6.4.1. Ingamozgas
Torzidés inga

A torzids inga egy rugalmas szalra akasztott merev test, amely fliggoleges tengely
koriil elfordulhat (6.11 dbra).

N @

6.11. abra. Torzids inga

Az elfordulds hatésara a szdlban visszatérité nyomaték 1ép fel (okairdl a 7.2.2 sza-
kaszban lesz sz0):
M =—-D"p.
A D* allandé neve direkciés nyomaték, mértékegysége Nm.
Felhaszndlva a forgémozgas (6.5) alapegyenletét, a forgatényomaték:
d?p
M=08=0—:/—,
p dt?
ahol © a merev test tehetetlenségi nyomatéka a felfiiggesztés tengelyére vonatkoztatva.
A két kifejezésbdl ©-val vald osztas utan megkapjuk a torzids inga mozgéasegyenletét:
d?p D
- e
A mozgéasegyenlet ugyanolyan, mint a harmonikus rezgés mozgasegyenlete, igy a megol-
désa is ugyanolyan:

¢(t) = posin (wt + a) ,
ahol
D*
©

a torzids rezgés korfrekvencidaja. A ¢y maximélis kitérés és az a kezdofazis a kezdeti
feltételektol fiigg.

w =
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Fizikai inga
A fizikai inga egy sulypontja felett felfiiggesztett merev test, amely szabadon elfor-
dulhat egy vizszintes tengely koriil (vided[s]).

6.12. abra. Fizikai inga

Ha az ingat kitéritjiikk egyensilyi helyzetébdl, akkor a nehézségi er6 hatasara egy
M =s x mg
visszatérito nyomaték 1ép fel. A 6.12 abrardl leolvashato, hogy
M = —mgssing.
Ugyanakkor a forgémozgas alapegyenlete szerint
d?p
M =008 =00—7,
ol 092
ahol ©p az O ponton atmeno tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték. Ebbol
felirhatjuk a fizikai inga mozgésegyenletét:

¢ mgs

2 Oo
A differencialegyenlet nemlinearis, de kis kitérés esetén alkalmazhatjuk a sin ¢ ~ ¢ ko-
zelitést, amivel mar az el6z6 feladathoz hasonld differencidlegyenletet kapunk:

d*p  mygs
ATZEC
melynek megolddsa ismét szinuszos rezgés:
p(t) = posin (wi + a)

A rezgés korfrekvencigja:

mgs mgs
w= = .
@O @TKP + ms?
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Matematikai inga

A matematikai inga vagy fondlinga egy vékony [ hossztusagu fondlra akasztott m
tomegl tomegpont. A matematikai ingat vizsgalhatjuk a fizikai inga specialis eseteként
is, ekkor s = [ és O = ml?. Ebbdl a matematikai inga lengésének korfrekvencigja:

_ . mat _ Jg
YEN e TV
T =27 l

g

A lengésido fiiggetlen a test tomegétol. Az eredmény a kozelités miatt itt is csak kis
kitérésekre igaz.

peridédusideje pedig:

6.4.2. Gordiilés

A tisztan gordiilé merev test mindenkori érintkezési pontja nyugalomban van ahhoz
a testhez viszonyitva, amin gordiil. Igy a feliiletek kozott tapadasi surlédas 1ép fel, a test
haladé és forgd mozgasa pedig nem fiiggetlen egymastol.
Gordiilés lejton

Vizsgédljuk meg a 6.13 abran lathato lejton legordiilo test mozgasat!

6.13. abra. Lejton legordiild test

Vélasszuk meg az dbran lathaté moédon a gyorsulds és a szoggyorsulds pozitiv iré-
nyat! Irjuk fel a lejtére merdleges erdk egyensilyat, a lejtéiranyi mozgasra Newton II.
torvényét, valamint a forgémozgas alapegyenletét:

Fy =mgcosa— Fy=0
Fy=mgsina — Fs = ma

M:Fs’/’:@ﬁ.
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Ha feltételezziik, hogy a test tisztan gordiil, akkor a gyorsulés és a szoggyorsulds nem
fiiggetlen egymastol:

a=rp3.
A tiszta gordiilés feltétele, hogy
Fs < pkbx.
A forgastest tehetetlenségi nyomatéka legyen:
O = kmr?,

ahol k a test alakjatdl fiiggd allandé (tomor hengerre 1/2, tomor gémbre 2/5).
Az egyenletrendszer megoldasa:

_55
o
mgsina = ma+ Fs = ma (k+ 1)

Fy = kma

mgsin o gsin«

T+l L1+k
ﬁ_g_ gsin«
o r(k+1)C

A gyorsulés értéke nem fiigg a sugartdl, de fiigg k-t6l, azaz a test alakjatol (Vided [7]).
A tiszta gordiilés feltétele, hogy teljesiiljon a tapadasi surlédas egyenl6tlensége:

kmg sin a

Tk < plN = pmgcos

Fs = kma =

tg o

TTi/k (6.9)

>

Csuszas és gordiilés

Ha a tiszta gordiilés (6.9) feltétele nem teljesiil, akkor a test csiszni és forogni fog.
Ilyenkor a és [ fiiggetlenek egymastol, és a cstszasi surlédas osszefiiggését kell hasznalni:

a#rf
Fs = pkx.
(Feltessziik, hogy a tapadési és csuszasi siurlddési egyiitthaté megegyezik.) Az egyenlet-
rendszert ekkor ezek figyelembevételével kell megoldani:
Fs = uFx = pmgcos o
ma = mgsina — Fs = mg (sina — pcos «)
a=g(sina— pcosa)

Op = Fsr = umgr cos «
5= JMGr cos Qi [1g COS (v
B S) ko
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Vizsgaljunk meg egy masik érdekes kisérletet is, ahol a kezdetben csuszva forgé (,ka-
pard” vagy , koszoriils”) test végiil megtapad, és tisztan gordiil tovabb!

R eE

Fy

6.14. abra. Csuszva forgd pingponglabda

Egy pingponglabdat tigyesen ki lehet gy pockolni, hogy kezdetben éppen haladési
irdnydval szemben, negativ irdnyban porégjon (wy < 0, ldsd a 6.14 abréat). Ekkor a
pingponglabda és a talaj kozott fellépo csuszasi surlédési eré negativ gyorsulast, viszont
pozitiv szoggyorsulast hoz létre:

ma = —Fs = —umg

a = —pug
O = Fsr = umgr
_ 3y
b= 2r

(A gémbhé¢j tehetetlenségi nyomatéka © = Zmr?.)
Ez az allapot addig &ll fent, amig meg nem tapad, azaz amig nem teljesiil, hogy
v(t) = rw(t)
Uo—i‘CLtIT(wU—i‘ﬁt)
3
Vo — pugt = 1Two + 5#975
‘o 2v9 — rwy
5 g

Ekkor a test megtapad, a mozgas tiszta gordiiléssé valik, sebessége:
v(t) = vy +at = vy + =rwy .
(t) 0 5Uo T gTwo

Mivel wy < 0, a megtapadaskor a sebesség megfelel6 (elég gyorsan porgd) indités
esetén negativ is lehet. Tehat ha

|Cd0| > gvo,

akkor az elpockolt pingponglabda megtapadas utan visszagurul hozzank.

92



6.5. Szabad forgas

A 6.3 szakaszban a rogzitett tengely koriili forgast vizsgaltuk. Akkor csak a perdiilet
tengelyiranyi komponensével foglalkoztunk, és megemlitettiik, hogy az erre merdleges
perdiiletkomponensek valtozasait a tengely forgatényomatéka biztositja. Miel6tt attér-
nénk a szabad tengelyek targyalasara, vizsgaljuk meg, milyen eréhatasok érik a test
forgdasa miatt a tengelyt! Ez a probléma a gyakorlatban is fontos, emiatt kell a kerekeket
kiegyensulyozni.

6.15. abra. Statikusan kiegyensulyozatlan forgo test

A 6.15 abrdn lathato test a statikusan kiegyensulyozatlan forgd test modellje. Itt a
tengely nem megy at a test tomegkodzéppontjan. Ha a test forog, a témegpont korpalyan
tartdsdhoz F' = mw?r erére van sziikség, amit a csapagyak fejtenek ki. A test forgdsdval
egyiitt valtozik a csapagyakra hatd erd iranya, ami a csapagyak gyors tonkremenetelét
okozhatja. Ezt a hibat konnyen fel lehet ismerni, ha a tengelyt vizszintes helyzetben
tartjuk: ekkor a test a stabil egyensuly koriil fizikai ingaként lengéseket végez.

6.16. abra. Dinamikusan kiegyensulyozatlan forgo test

A 6.16 abran lathato test a dinamikusan kiegyensulyozatlan forgd test modellje. Itt a
tengely atmegy a test tomegkozéppontjan, de a test tomegeloszlasa nem szimmetrikus.
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Ha a test forog, a tomegpontok korpalyan tartdsdhoz M = Fd = mw?rd forgatényoma-
tékra van sziikség, amit a csapagyak fejtenek ki. A forgatényomaték hatasara valtozik a
test perdiilete is: a perdiiletvektor a testtel egyiitt forog, egy kiuppaldst mentén mozog
(nagysaga dllando, de irdnya folyamatosan valtozik). A test forgdsaval egyiitt most is
valtozik a csapagyakra hato erd irdnya, ami szintén a csapagyak tonkremeneteléhez ve-
zethet. Ezt a kiegyensulyozatlansagot nem lehet statikus vizsgdlattal észrevenni, a testet
meg kell forgatni a felismeréséhez. Ez torténik a gumiszerel6 miihelyekben: a kereket meg-
porgetik, az er6hatdasokat mérik, és a kereket a felnire rogzitett kis tomegek segitségével
statikusan és dinamikusan is kiegyensulyozzak.

6.5.1. A perdiilet és a szOgsebesség altalanos kapcsolata

A 6.3.1 szakasz alapjan a merev test Am; tomegpontjanak perdiilete egy tetszolegesen
kivalasztott pontra vonatkozdan:

ANz =71r; X Apz = Amiri X V; = Amiri X (w X I'i) .

Most azonban a perdiiletvektorra vagyunk kivancsiak, nem csak a tengelyiranyu kompo-
nensére, és a szogsebességvektor iranya is tetszéleges lehet. A Am,; témegponthoz mutatd
r; helyvektor és az w szogsebességvektor felirhaté Descartes-koordinatak segitségével:
r, = I‘,Ll —+ yz.] + Zik,
W = Wyl + wyj + w.k.

A vektorialis szorzatot az A.1 fiiggelékben leirt mdédon fejezhetjiik ki a koordinatak se-
gitségével:

i j k
WXT=| Wy Wy Wy |=(wy2—wy)l+ (Wx; —wyzi)j+ (Weli —wyz) k.
Ugyanigy:
i j k
r; X (wXxr;) = x; Vi 2 =

WyZi — WY Wl — We2y Wel — Wyl
= Wi (Wi — wy;) — 2 (Way — We2)] i+
+ [z (wyzi — wWas) — 25 (Weli — wWys)] j+
+ (25 (W — wa2i) — Ui (wWy2z — wayi) k=
= [wx (yf + zZZ) — Wy LY — wzxizi] i+
+ [~wemiyi + wy (27 + 27) — wayiz] j+
+ [~wemizi — wyyiz +ws (27 +y7) ] k.
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A merev test teljes perdiiletvektorat az elemi perdiiletvektorok osszegzésével kapjuk meg:
N = ZANZ = ZATI’L,I‘Z X ((.d X I'Z') .
Ennek alapjan a merev test perdiiletének Descartes-koordinatai:
N, = w, Z Am; (y? + zf) + wy Z —Am;x;y; + w, Z —Am,;x;2;
Ny = wy Z —Am;zy; + wy Z Am; (xF + 27) + w, Z —Am;y;z;

Nz = Wy Z —Amlwzzl -+ Wy Z —Amlylzl + w, Z Aml (ZCZQ + yf) .

A négyzetes tagokat tartalmazo Osszegek éppen a merev test x-, y- és z-tengelyre
vonatkozo tehetetlenségi nyomatékai:

© xZZAmi (w7 +27)
O = 3 A, (12 + )

a vegyes szorzatok Osszegei pedig az ugynevezett devidcids nyomatékok, melyeket a te-

hetetlenségi nyomatékhoz hasonldéan a test koordinatatengelyekhez viszonyitott tomeg-
eloszlasa hataroz meg:

wy - @ya: Z Amz TilYi

Oy, =0, = E —Am;x;z;

0,. =0,, = Z —Am;y;z; .
Ezekkel a jelolésekkel:

Nx = @a:xw:r; + @:Eywy + @xzwz
Ny, = Oy,w,; + Oyywy + O,,w, (6.10)
Nz = @zxwx + @zywy + @zzwz )

vagy roviden:
N = 0Ouw,
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ahol ® a merev test tehetetlenségi tenzora:

Qrm @my @mz
© = @yw ®yy @yz
G)zar @Zy @ZZ

A tehetetlenségi tenzor meghataroz egy tehetetlenségi ellipszoidot, melynek segit-
ségével a merev test tehetetlenségi nyomatéka barmely, a kivalasztott ponton atmeno
tengelyre vonatkozéan meghatarozhaté [11].

6.5.2. Szabad tengelyek

A (6.10) kifejezésekbdl 1lathatd, hogy a perdiiletvektor dltaldban nem parhuzamos a
szogsebességvektorral, és az egyes perdiilet-koordinatak az osszes sebesség-koordinatatol
fiiggenek. Ugyanakkor minden test esetében lehet talalni egy olyan koordinata-rendszert,
ahol a tehetetlenségi tenzor diagondlis lesz, azaz a f6atlon kiviili elemek (a devidcids
nyomatékok) nullavé vélnak. Ezeket a tengelyeket a test fétehetetlenségi tengelyeinek
nevezziik.

A fétehetetlenségi tengelyek a tehetetlenségi ellipszoid tengelyei. A fotehetetlenségi
tengelyekhez &ltaldban hérom kiilonbozé fétehetetlenségi nyomaték tartozik (egy ma-
ximalis, egy minimalis és egy kozbiilsG). Specidlis esetekben a tehetetlenségi ellipszoid
(lapult vagy nyujtott) forgasi ellipszoid, illetve gomb. Ilyenkor két vagy harom f&tehetet-
lenségi nyomaték megegyezik.

Fotehetetlenségi rendszerben a (6.10) kifejezések egyszeriibbé vélnak:

Nx = @mcwx
N, = O,,w, (6.11)
N, =0,,w,.

Ha a test valamelyik fétehetetlenségi tengelye koriil forog, akkor a perdiilete parhu-
zamos lesz a szogsebességgel. Példdul, ha w = w,k, akkor w, = w, =0, N, = N, = 0,
és N, = O,,w,, azaz N = O_,w. Ilyenkor alland6 szogsebességvektor esetén a perdiilet-
vektor is dllandé, nincs sziikség a csapagyak altal kifejtett forgatonyomatékra, a merev
test akar rogzitett tengely nélkiil is egyenletesen foroghat. Az ilyen forgast szabad tengely
koriili forgasnak nevezziik.

Szabad tengely eszerint csak tomegkozépponton atmené fétehetetlenségi tengely le-
het. Ha a tengely nem menne at a tomegkozépponton, akkor sziikség lenne egy kiilso erore,
ha pedig nem fotehetetlenségi tengely koriil forogna, akkor egy kiils6 forgatonyomatékra
(lasd 6.5 szakasz 6.15 és 6.16 abra). Stabil forgds csak a maximadlis vagy minimadlis tehe-
tetlenségi nyomatéku tengely koriil alakulhat ki (a maximélis tehetetlenségi nyomatéki
tengely stabilabb).
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Kisérlet: Szabad tengely
Ez utébbi éllitast igazolja a videdkon [7] lathaté kovetkezd két kisérlet.

Egy hossziikas fa téglatestet (melynek egyik oldala sokkal hosszabb, mint a
mésik kettd) a legkisebb lapja kozepén csuklésan felfiiggesztiink egy drétra,
majd a felfiiggeszto drotot megforgatjuk. Kezdetben a test fiiggdleges hely-
zetben, a hosszu oldaldaval parhuzamos tengely koriil forog (igy van tomegko-
zéppontja a legalacsonyabban), de a szogsebességet névelve hirtelen vizszintes
helyzetbe ugrik at, és a legrovidebb oldallal parhuzamos szimmetriatengely
koriil forog tovabb (Szabad tengely 1.).

Ezutan hurok alaku kerékparlancot fiiggesztiink fel egy drétra. A dréotot meg-
forgatva a lanc kezdetben fiiggélegesen 16gva, Osszecsukodva forog. A szog-
sebesség novelésekor hirtelen vizszintes helyzetbe ugrik at, és a hurok a for-
gastengelyre merdleges sikia korré tagul, melynek koézéppontjan megy at a
forgastengely (Szabad tengely I1.).

Magyardzat: Kezdetben mindkét test a legalacsonyabb helyzeti energiaju alla-
potban van, és a legkisebb tehetetlenségi nyomatéku fétehetetlenségi tengelye
koriil forog. Nagyobb szogsebességen a legnagyobb tehetetlenségi nyomatéku
(tomegkozépponton atmend) tengely koriili forgas vélik stabilld (annak elle-
nére, hogy igy a tomegkdzéppont magasabbra keriil). ¢

Ha egy test mindharom f6tehetetlenségi nyomatéka egyenld (tehetetlenségi ellipszo-
idja gomb), akkor barmely tomegkozépponton dtmend tengelye koriil szabadon foroghat.
Ilyen a gombon kiviil példaul a kocka és a tobbi szabélyos test is.

6.6. Eromentes, szimmetrikus porgettyi

A porgettyid olyan merev test, amely egy rogzitett pontja koriil foroghat. A porgetty-
mozgas altalanos esetben nagyon bonyolult. Mi csak a szimmetrikus porgettytik néhany
specialis mozgasat vizsgaljuk: ekkor a test tehetetlenségi ellipszoidja forgasszimmetrikus,
a test két fétehetetlenségi nyomatéka megegyezik.

A porgettytit erémentesnek nevezziik, ha nem hat ra kiilso erd és forgatényomaték
(illetve a rahaté erdk és forgatényomatékok ereddje nulla):

F=0 és M=0.

Foldi koriilmények kozott ez legegyszeriibben gy érhetd el, hogy egy merev testet a
tomegkozéppontjdban tdmasztunk ald (6.17 dbra). Forgassuk meg az er6mentes, szim-
metrikus porgettyiit a szimmetriatengelye koriil! Ez egy szabad forgds, hiszen a test az
O tomegkozépponton atmend C fotehetetlenségi tengely koriil forog. Ilyenkor:

N = Ow és N|wl]C.
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Cto

6.17. dbra. Szabadon forgd erémentes, szimmetrikus porgettyti

Ezutan rovid kiilsé erchatassal billentsiik ki egyensulyi allapotabdl a forgd testet,
majd hagyjuk Ujra magara. Ekkor a test szimmetriatengelye, perdiiletvektora és szog-
sebességvektora mar nem fog egy egyenesbe esni (6.18 dbra). A 16kés megvéltoztatta a
test perdiiletét, de az erChatds megsziinte utan az 10j perdiilet mar megmarad. A test
szimmetriatengelye és a szogsebességvektor viszont idoben valtozo lesz.

Ct N

(0]

6.18. abra. Egyensulyabdl kibillentett eromentes, szimmetrikus porgettyt

Vizsgaljuk a testhez rogzitett K’ rendszerben a mozgast! A K’ rendszerben vegyiik fel
az ',y és 2’ koordinata-tengelyeket gy, hogy 2’ a forgdsszimmetria tengelyével essen
egybe. Ekkor 2/ ' és 2’ fétehetetlenségi tengelyek, és igy (6.11) szerint:

N:C’ = @x/wx/
Ny/ = ®y/wy/
NZ/ = @lez/ .

A forgdsszimmetria miatt ©, = ©,/, és legyen ©,, > O, = ©,,. Hasznaljuk a ©,/ = Oyax
és a Oy = Oy = Oy, jeloléseket. Ezekkel:

N:r’ = C'_')rnin("-)x’
Nyl = @minwy/ (612)
Nz’ = @maxwz’ )

amibdl az kovetkezik, hogy 2z = C, N és w egy sikban vannak (6.19 abra).
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6.19. abra. Vektorok a testhez rogzitett koordinata-rendszerben

Alkalmazzuk az egymashoz képest forgd koordinata-rendszerekben végzett id6 szerinti
derivaltakra vonatkozé (3.6) segédtételt a perdiiletvektorra:

dN dN
—| = —| 4wxN.
dt |k dt |k
De a porgettyl erémentes, emiatt a K rendszerben a perdiiletvektor allando:
dN
—| =M=0,
dt |k
amibol:
AN i J k
¥ =—wWXN=—| wy wy wy |=
K/ Ny Ny Ny

== (wy’Nz’ - wz’Ny’) i- (wz’Nw’ - ww’Nz’)j - (Wz’Ny’ - wy’Nx’) k= (613)
= - (wy’@maxwz’ - wz/@minwy’) i— (wz’@minwx’ - wm/@maxwz’)j_

- (w:c’@minwy’ - oJy’(—)min(f")w’) k=
= Wy Wy (@max - Gmin> i + Wy (Gmax - @min)j .

Lathatd, hogy (a porgettyli szimmetridja miatt) a derivélt z’-irdnyd komponense nul-
la, azaz a perdiilet z/-irdnyti komponense — és (6.12) alapjan vele egyiitt a szogsebesség
Z/-irdnyu komponense is — allando:

dN,,

T = 4allando .

) , ) Ny
=0 = N, = allandé és Wy = —2
K/ G)max

Ennek alapjdn, valamint (6.12)-t és (6.13) a’- és y/-irdnyu komponensekre adott kifeje-
zését felhasznalva:

dwx/ 1 de/ @max - ®min 0
e e ——(,L)Z/(,u ;) = — Wy,
dt K’ @min dt K’ @min Y N Y
dwy/ 1 dNy’ 6max - @min
= = Wy Wy — Q x!
dt K’ @min dt K’ @min e * N
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ahol bevezettiik az
Q @max - @min
N = —_— W
Gmin -

jelolést. Ez egy csatolt differencidlegyenlet w,/-re és w,-re, melynek megoldasa:
Wy = Wyy €08 (ONT + @)
Wy = Way sin (Ont + @) .

Eszerint K’-ben a szdgsebességvektor — és vele egyiitt a perdiiletvektor is — Qy szogsebes-
séggel forog a 2’ = C szimmetriatengely koriil. (A megoldés helyessége behelyettesitéssel
ellendrizhetd.)

6.20. dbra. Nutécid

A K inerciarendszerben viszont a perdiiletvektor allandé, igy K-ban a szogsebesség-
vektor és a test szimmetriatengelye forog a perdiiletvektor koriil kozos

@max - ®min @max - ®min
N=—7-"T—wy " ———w
@min

Gmin

szogsebességgel (6.20 dbra). A jelenség neve nutdcid, Qn a nutdcié szogsebessége.

6.6.1. A Fold nutacidja

A Fold lapult forgési ellipszoid, amely szimmetriatengelye koriil forog. Azonban kii-
16nb6z6 hatasok miatt van egy kicsiny nutacidja: a forgastengely mozog a Foldhoz képest
(és gy a foldrajzi északi és déli sark pontos helye is kismértékben véltozik). Becsiiljiik
meg a nutacié peridodusidejét!

A Fold egyenlitéi és polaris sugarai (B.2 fiiggelék):

R, ~ 6378 km és R, ~ 6357 km .

A f&tehetetlenségi nyomatékok koriilbeliili becslése (homogén testtel szamolva):

2 1
Omax ~ ngg és Omin ~ =M (RZ+ RE) ,
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amibol
9max - @min ~ 1

Omin 300
A Fold szogsebessége:
2m
Wa Y= nap ’
és igy a nutacié peridédusideje:
In = 2_7r = AQ—W ~ 300 nap.

QN @max - ®min Wy

Az eredmény (Euler-féle periédus) csak nagysagrendben egyezik a tapasztalattal, a
valosagban a Chandler-féle periodus — a Fold rugalmas alakvaltozasai miatt — kb. 430

nap [25].

6.6.2. Giroszkop, stabilizalas forgassal

A szabad tengely koriil forgd merev test kiils6 forgatényomaték hianyaban megtartja
forgastengelyét. Ezt a legkiillonboz6bb helyeken hasznaljak. Néhany példa:

Alkalmazas: Giroszkop

Cardano-féle felfiiggesztéssel elérheto, hogy az erémentes porgettyti a felfiig-
gesztéshez képest tetszOlegesen elfordulhat [20]. Ez az eszkoz a giroszkdp.
A szimmetriatengelye koriil nagy sebességgel megforgatott giroszkép akkor is
megtartja forgasiranyat, ha a felfiiggesztés kézben elfordul. Ilyen médon lehet
repiilogépeken, hajékon, egyenetlen terepen mozgd jarmiiveken mesterséges
horizontot 1étrehozni [27]. 4

Alkalmazas: Diszkosz, frizbi, gerely

A gyors forgas stabilizalja a diszkosz, a frizbi és a gerely térbeli iranyat. Forgas
nélkiil mindharom eszkoz ,,imbolyogva” repiilne. A forgasnak kdszonhetéen a
testek sokdaig megdrzik az eldobaskori szoghelyzetiiket, igy az aerodinamikai
felhajtéero repiilésiik soran végig emeli Oket, és ezaltal sokkal messzebbre re-
piilnek, mint forgas nélkiil. Mindharom sporteszkozt az eldobaskor porgetik
meg (més-més technikaval): a diszkoszt és a frizbit a korlapjukra meréle-
ges (maximaélis tehetetlenségi nyomatéki), a gerelyt pedig a hossztengelyével
parhuzamos (minimalis tehetetlenségi nyomatéki) tengelye koriil. 4
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Alkalmazas: Lovedékek

A lovedékek esetében a forgds altali stabilizdlas nemcsak a nagyobb 16tdavolsa-
got, hanem a pontosabb célzast is szolgalja. A stabil helyzetii 16vedék palyaja
sokkal pontosabban meghatarozhato. A 16vedékeket a fegyver csévében 1évo
huzagolds (csavarodé véjat) hozza forgasba a haladési irdnnyal parhuzamos
tengelye koriil. ¢

6.7. Silyos, szimmetrikus, gyors porgettyt

Ha a porgettytit nem a sulypontjaban, hanem az alatt tamasztjuk ald, akkor — az
instabil egyensilyi helyzet kivételével — a porgettytire a nehézségi erd forgatonyoma-
tékot fejt ki. Altaléban, ha egy porgettytire kiilso forgatényomaték hat, akkor sulyos
porgettyiinek nevezziik. Jél ismert silyos porgettyli a bugdcsiga (vagy modern véltozata,
a beyblade). Ha a bigdcsigat nyugalmi helyzetben lerakjuk a foldre, eldél. Ha azonban
elotte gyors forgasba hozzuk, akkor nem dol el, hanem a forgastengelye egy kippalast
mentén lassan korbejar. Ez a mozgas a precesszio.

Kisérlet: Porgettyu

A videdn [7] 1athaté porgettyii tomegkozéppontjanak helye véltoztathato: le-
het az aldtamasztas felett vagy alatt, de akar éppen az alatamasztdsi pontban
is. Az utébbi esetben erémentes porgettyiit kapunk (amelyen megfigyelheté
a nutacio jelensége).

Ha az alatamasztasi pont nem esik egybe a témegkozépponttal, akkor a gyor-
san forgd porgettyl tengelye a fliggdleges irany koriil lassan korbefordul, pre-
cesszdl. A precesszié iranya fiigg a porgettyi forgasiranyatol és az alatamasz-
tas helyétél (tomegkozéppont alatt vagy felett).

A precesszié szogsebessége (szemben a nutaciéval) forditva ardnyos a por-
gettyll szogsebességével, ezért a surldédasi veszteségek miatt lassan fékezodd
porgettyli egyre gyorsabban precesszal. Végiil mozgasa latszolag rendezetlen-
né valik, majd (ha a tomegkozéppontja alatt van megtdmasztva) leddl.

Hasonlé kisérlet végezhetd egy felfiiggesztett biciklikerékkel is (vided [7]). 4

A kovetkezdkben a sulyos, szimmetrikus, gyors porgettyt mozgasat tanulmanyozzuk.
A | gyors” azt jelenti, hogy a porgettyl szogsebessége sokkal nagyobb, mint a precesszid
szogsebessége. Emiatt a porgettyti perdiiletvektoraban elhanyagolhaté a precesszios szog-
sebességhdl szarmazé jarulék. Raadasul a porgettytit fotehetetlenségi tengelye koriil for-
gatjuk meg, igy szogsebessége és perdiilete is parhuzamos lesz a szimmetriatengellyel:

w > Qp = N ~ Ow = N|w]C.
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6.21. abra. Sulyos, szimmetrikus, gyors porgettyt

A porgettytire a nehézségi er6 forgatényomatéka hat (6.21 dbra):
M =s xmg, M = mgssin-y.

A forgatényomaték-vektor vizszintes irdnyd (merdleges az abra sikjara, befelé mutat),
igy a perdiiletvektor megudltozdsa is vizszintes lesz. A (6.2) osszefiiggés alapjan :

dN = Mdt¢.

Tehat a gyorsan forgd porgettyii — varakozasunkkal ellentétben — nem feld6l, hanem
fiiggbleges tengely koriil korbefordul.

6.22. abra. Precesszi6 - a perdiiletvektor elforduldsa

A 6.22 dbra alapjan a perdiiletvektor valtozdsanak nagysaga kicsiny id6 alatt:
dN = Nsinydy,
masrészt a forgatonyomatékkal kifejezve:

dN = Mdt = mgssinydt.
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A két kifejezést egyenlové téve:
Nsinydy = mgssinydt,
amibdl a precesszio szogsebessége:
_dp  mgs  mgs
At N Ow’
Lathatjuk, hogy a precesszi6 szogsebessége valéban forditottan ardanyos a porgettyt
szogsebességével, valamint fiiggetlen a porgettyt délésszogétol.

o Q,
\Y M
r N
O O

6.23. abra. Analégia két vektorialis szorzat kozott

Qp

A perdiilet, a forgatényomaték és a precesszid szogsebessége is vektoridlis mennyi-
ségek. A vektorok kozti kapcsolatot konnyen felirhatjuk a 6.23 dbran lathatd w-r-v és
Qp-N-M vektorharmasok kozott megfigyelheté analdgia alapjan. A baloldali abréan az r
vektor w szogsebességgel forog a fiiggdleges tengely koriil. v kétféleképp is kifejezheto:

dr
vV=—

dt
V=wXT.

A jobboldali abran ezzel analég médon N vektor forog Q2p szogsebességgel a fiiggdleges
tengely koriil. Ahogy v a forgd r vektor id6 szerinti derivaltja, ugyanigy M a forgd
N vektor id6 szerinti derivéltjaval egyenld. Az analdgia miatt tehat M is kifejezhetd
kéttéleképp:

dN
M=—

dt
M=Qp xN.

Az N perdiiletti porgettyti tehat M = Qp x N forgatonyomaték hatasara fog Qp
szogsebességgel precesszalni.

Eredményeink csak addig igazak, amig fennéll az w > Qp feltétel. A lassu porgettyt
mozgasanak leirasa sokkal bonyolultabb.
A silyos porgettyti precesszidjara nutacio is szuperponalddhat.

104



6.7.1. A Fold precesszidja

A Fold j6 kozelitéssel lapult forgasi ellipszoid alakid. Szimmetriatengelye — egyben
legnagyobb tehetetlenségi nyomatéki fotehetetlenségi tengelye — koriil forog, amely az
ekliptika (a Fold keringési sikja) normélisaval 23, 5°-os szoget zar be (B.2). A Nap forga-
tonyomatékot fejt ki a Foldre, amely a forgastengelyt be szeretné forgatni az ekliptikéara
meréleges iranyba. A Fold azonban forog, és igy a forgastengely precesszalni fog.

6.24. dbra. A Fold precessziéjat okozo erépar

A forgatonyomaték okat legegyszertibben a Fold keringésével egyiitt forgd koordinata-
rendszerben vizsgalhatjuk. Ebben a rendszerben a jé kozelitéssel r sugari korpalyan
mozgd Fold nyugalomban van, tehat a ra haté gravitacios erd és centrifugalis eré meg-
egyeznek:

mymnN
= mpwf(r Fy=Fg.

2
r
Ha a lapult forgési ellipszoidot a 6.24 dbran lathaté médon egy gémbre és egy azt 6vezd
vékony ,6vre” bontjuk, és az 6vet — nagyon leegyszeriisitve — két tomegkdzépponttal
helyettesitjiik, akkor az ezekre haté gravitacios és centrifugalis er6 mar kiillonboz6 lesz:

MmN 2
5 > MWk Fgl > Fon
1
momnN 2
2 < MaoWgk T2 FgQ < Fiypo s
2

hiszen r; < r < ra.

Ez az er6par a rajz sikjara meréleges (befelé mutatd) forgatéonyomatékot okoz, amely
a forgd Foldet (a keringéssel ellentétes iranyt) kb. 26000 év periddusidejii precessziora
kényszeriti (B.2). Emiatt az északi sark latszélagos helye a csillagos égen elmozdul, a
Sarkcsillag csak a jelenkorban van az égi pélus kozelében. A precesszié miatt elmozdul a
tavaszpont is, igy az allatovi jegyek az dkor 6ta mar egy honappal eltolddtak.
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A Hold-palya precesszigja

A Fo6ldhoz hasonléan a Hold-pélya is precesszal. A Hold keringési sikja koriilbeliil
5°-0s szoget zar be az ekliptikdaval. (Ezért nincs minden hénapban Nap- és Holdfogyat-
kozés.) A Nap a palya tengelyét be szeretné forgatni az ekliptikdra meréleges iranyba,
de ehelyett a Hold-pédlya — az elézbekkel teljesen analég mdédon — precesszalni fog. A
fogyatkozasok lehetséges idépontjat — a Fold és a Hold keringési idejével egyiitt — ez a
18,6 éves periédusidejli precesszié hatdrozza meg (B.2).

6.7.2. Porgettytinyomaték

Ahhoz, hogy egy porgettyii precesszaljon, kiilsé forgatényomatékra van sziikség. Ek-
kor viszont a porgettyli ezzel ellentétes forgatényomatékot fejt ki a kornyezetére. Ezt a
forgatonyomatékot porgettyiinyomatéknak nevezziik:

M*:—M:—QPXN:NXQP.

Gyorsan forgo testek esetében ez meglehetosen nagy — és varatlan iranyt — eréhataso-
kat okozhat. Ezt figyelhetjiik meg, amikor a keziinkben tartott megporgetett biciklikerék
tengelyét megprébaljuk elforgatni (vided [7]).

A kerékparozas fizikaja

Széles korben elterjedt nézet, hogy azért lehet biciklizni, mert a forgd kerék stabilizalja
a kerékpart, a kerék perdiilete miatt a kerékpar ,nem tud felborulni”. Ez igy egyaltalan
nem igaz (hiszen akkor kanyarodni se lehetne a biciklivel). Biciklizés kézben azért nem
borulunk fel, mert a kerékpar ugy van felépitve, hogy ha valamelyik irdnyba délni kezd,
akkor a kormany abba az irdanyba elfordul, és a bicikli ,aldkanyarodik” a dolésnek, ami
megakadélyozza a d6lést. (A bicikli kanyarodasaval egyiitt forgé koordindta-rendszerbdl
nézve a centrifugélis er6 ellensilyozza a délést.)

Ebben az alakanyarodasban szerepe van a porgettylinyomatéknak is: ha példaul a
bicikli jobbra dél (Qp elére mutat), és a kerék eldre forog (N balra mutat), akkor a
kormanyra M* = N x Qp , azaz fiiggolegesen lefelé mutatd porgettytinyomaték fog hatni,
amely azt jobbra forgatja.

Ez a hatas azonban csak segiti a kerékpar egyensilyat biztosité f6 hatast: az elso
villa kialakitasa miatt a korméany tengelyének egyenese a kerék érintkezési pontja elott
metszi a talajt, igy ha a bicikli oldalra dol, a talaj nyomdereje szintén megfelelé iranyu
forgatonyomatékot fejt ki a kormanyra. Ezt sima talajon akar allé helyzetben is ki lehet
probélni: a nyeregnél megfogott, és finoman eldontott bicikli kormanya elfordul — pedig
ekkor biztos nem 1ép fel porgettylinyomaték.
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7. fejezet

Szilard testek alakvaltozasa

A merev test modell figyelembe veszi, hogy a testnek kiterjedése, alakja van, és igy
a haladé mozgason kiviil egy test foroghat is. A modellben azonban a testek alakja — a
valosagos testekkel szemben — allandd, nem valtozhat. Ez a leiras folyadékok és gazok
leirasanal nyilvanvaléan nem hasznalhatd, de szilard testeknél sem mindig elégséges.

Szilard testek esetében is gyakran figyelembe kell venniink a testek alakvdltozasat,
deformdciojat. A 11. részben a rezgések és mechanikai hullamok targyaldsa lehetetlen a
szilard testek rugalmas alakvaltozasanak figyelembevétele nélkiil. De a merev test modell
mar a 6.2.1 szakaszban sem volt alkalmas a haromtamaszu tarto statikdjanak leirdsara,
és a 2.4 szakaszban, a rugber6 bevezetésekor is a testek deformaciéjara hivatkoztunk.

A deformalhaté testek koziil ebben a fejezetben az alakkal rendelkezé szildrd testekkel
foglalkozunk. (A folyadékok és gazok mechanikdjat a kovetkezd, 8. fejezetben targyaljuk.)

A deformacié leirasa lehetséges atoms szinten, ahol a testre hato erdk és a test alakval-
tozasa kozti kapcsolatot a testet felépitd atomok és molekulak kozotti kolesonhatasokbdl
vezetjiik le. A masik, altalunk is hasznalt fenomenologikus leirasi mod a szilard testet
folytonos (kontinuum) anyagnak tekinti, és nem foglalkozik az atomos felépitéssel.

Tovabbi egyszertisités, hogy csak homogén, izotrop anyagokkal foglalkozunk, azaz az
anyag tulajdonsagai helytdl és iranytdl fiiggetlenek.

A testek alakvéltozasa nagyon bonyolult lehet: altalanos esetben a test kicsiny térfo-
gatelemeire hatd térfogati és feliileti er6k figyelembevételével fel kell irni minden egyes
térfogatelem mozgasegyenletét, majd ezeket a differencidlegyenleteket meg kell oldani.
Ezzel az elméleti rugalmassdagtan foglalkozik. Mi csak egyensulyi dllapotokat vizsgdlunk,
és a testre hato térfogati eréket (példaul a nehézségi erét) a feliileti er6k mellett legtobb-
szor elhanyagoljuk. A testre hat6 feliileti erdk lehetnek a feliiletre merdlegesek (hizd- és
nyomderd), valamint a feliilettel parhuzamosak (nyirderd).

Egy szilard test deformécidja lehet rugalmas vagy képlékeny. Rugalmas alakvéltozas
esetén a test a deformdld eré megsziinte utan visszanyeri eredeti alakjat és méretét, a
képlékeny alakvaltozas viszont (legalabb részben) maradandd.
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7.1. dbra. Acél és gumi nytléasi gorbéje

A 7.1(a) dbran egy acél huzal megnytldsat vazoltuk a huzoéerd fiiggvényében. Lét-
haté, hogy a deformacié csak kezdetben rugalmas, majd az erd novelésével az anyag
,megfolyik” azaz jelentés mértékben és maradandéan megnylik, majd . felkeményedik”,
és végiil elszakad. Azt is megfigyelhetjiik, hogy a megnytlas csak a rugalmas tartoméany
elején linedris a huzderovel.

A 7.1(b) dbra egy gumiszal megnyuldsat abrazolja a huzder6 fiiggvényében. Latha-
t6, hogy itt 1ényegében nincs linearis szakasz, és a gorbének hiszterézise is van, azaz a
gumiszél az eré megsziinte utan nem huzédik 6ssze (rogton) az eredeti hosszéra.

Hooke-torvény

A legtobb anyag esetében azonban, ha a deforméacié nem tdl nagy, az alakvéltozas
jo kozelitéssel aranyos a deformaciot 1étrehozd erdvel. Ez a tapasztalati Osszefiiggés a
Hooke-torvény. Példaul a 7.1(a) dbran, egy acélhuzal nyujtasakor, a ,linedris tartomany-
ban” Al ~ F. A kovetkez6kben csak rugalmas és kismértéki, linearis deforméaciokat
targyalunk.

7.1. Elemi deformaciok

A testek deformaciéja altalaban bonyolult, Osszetett: a test méretei és alakja is val-
tozhat. A bonyolult deforméaciok is ¢sszetehetok azonban néhany elemi deforméaciobdl.
Ezek a linedris nyijtds (és Osszenyoméds) a vele egytitt jard hardnt dsszehuzoddssal (ki-
taguldssal), a térfogati kompresszid és a nyirds. A kévetkezékben elGszor ezeket az elemi
deformacidkat tekintjiik at, majd megmutatjuk, hogy két, gyakorlati szempontbdl is fon-
tos Osszetett alakvéltozas, a hajlitds és a csavaras, visszavezethetd ezekre.
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7.1.1. Nyujtas és Osszenyomas (linearis)

Vizsgéljuk egy kezdetben [ hosszisagi, A keresztmetszetii rugalmas test linearis meg-
nyuldséat (illetve 6sszenyomédasat). A tapasztalat szerint kis deformécié esetén a test Al
hosszvaltozasa ardnyos az F huzderével (illetve nyomderével):

Al ~ F'.

Ezen kiviil konnyl belatni, hogy

1
Al ~ § Al ~ —.
[~ és ) 1

(Kétszer olyan hosszi test mindkét fele ugyanannyival nytlik meg, igy megnyildsa is
kétszeres lesz, illetve kétszeres keresztmetszetnél az erd fele hat az eredeti keresztmetszetii
részre, amely — a linearitds miatt — fele akkora megnytlést okoz.)

A harom aranyossagot sszefoglalva:

Fl
Al ~ —
) 1
és atrendezve:
Al F
l A
Vezessiik be az

Al
]

relativ megnyilast (illetve 6sszenyomddast), amely dimenziétlan mennyiség, valamint a

3

O = —

A

hizéfesziiltséget (illetve myomdfesziiltséget), amely az egységnyi feliiletre es6, feliiletre
merdleges irdnyt erd, mértékegysége a nyomdshoz hasonléan pascal (1 Pa = 1N/m?).
Ezeket behelyettesitve:
e~o,

és az aranyossagot aranyossagi tényezovel kifejezve:
£=—0,

illetve:
o= Fe, (7.1)
ahol az E Young-modulus az anyagra jellemz6 allando.
Az acél Young-modulusa: F,.q ~ 2 - 10 Pa = 200 GPa (B.3 fiiggelék).
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7.1.2. Harant 0sszehuzodas

A tapasztalat szerint mikozben egy test megnyulik, harant iranyban Osszehuzdédik
(illetve Gsszenyomads esetén harant irdnyban kitdagul).

| IEAL

7.2. abra. Harant osszehuzddas

A 7.2 abran egy nyujtatlan allapotban [ hosszisagu, h szélességli négyzetes hasa-
bot abrazoltunk. A test F' erd hatdsara Al-lel megnylik, de ekdzben harant iranyban
osszehuzodik |Ah| értékkel.

A harant irdnyd méretvaltozas aranyos az eredeti harant iranyu mérettel és a relativ
hosszvaltozassal:

A negativ elgjel arra utal, hogy nytdjtasnal harant 6sszehizédas, 6sszenyomasnal harant
kitagulas fordul el6. A p dimenziétlan, anyagra jellemzo éllandé a Poisson-szdm.
Atrendezve és az ¢ relativ hosszvéltozast beirva:

Ah
A test eredeti térfogata:
V =1h?,

a megnyujtas és harant osszehizodas utan pedig:

V + AV = (I+ Al)(h + AR)?.
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frjuk fel a térfogatvaltozast, majd hanyagoljuk el az e-ban mésod- és harmadrendii tago-
kat! Ha a testre huzder6 hat, és megnyulik, akkor a térfogatvaltozas nem lehet negativ:

AV = (I + Al)(h + Ah)? — [h? = [h? [(1 +e)(1 — pe)? — 1] ~
~1h*(1+¢e—2ue—1)=Ve(l—2u) >0.
Eszerint a Poisson-szamra teljesiilnie kell a kovetkezo feltételnek:

1
Oﬁﬂﬁi- (7.3)

Az acél Poisson-szama: fiacq =~ 0,3 (B.3 fliggelék).

A levezetés alapjan a (7.1) Osszefiiggés felhaszndldsaval felirhatjuk a linedris nytjtés-
nal fellépo relativ térfogatvaltozast is:

av
Vv

— (1) = 2 _EQ“a. (7.4)

7.1.3. Kompresszi6

A 7.1.1 és a 7.1.2 szakaszokban a linedris nyijtassal és 0sszenyomassal foglalkoztunk.
Egy masik fontos deformacié a térfogati dsszenyomds vagy kompresszio, amikor a testet
minden irdnybdl azonos nyomo fesziiltség éri. (Ezt legegyszeriibben tgy lehet elérni, hogy
a testet folyadékba vagy gazba tessziik, és azt nyomjuk Gssze.)

Kompresszio esetén a nyomofesziiltség helyett szokas a p = —o tobbletnyomaést hasz-
nélni. (o a nyijtas esetén pozitiv, dsszenyomaskor negativ.)

A relativ térfogatvaltozdas a tapasztalat szerint aranyos a tobbletnyomassal:

% - . (75)
A negativ elGjel arra utal, hogy pozitiv tébbletnyomas esetén a térfogat csokken. A
K anyagra jellemz6 alland6 a kompresszidmodulus, mértékegysége szintén pascal (Pa).
(Szokés a reciprokét, a kK = 1/ K kompresszibilitdst is hasznélni.)

K értéke azonban nem fiiggetlen a korabbi rugalmas anyagallandéktol. A térfogati
osszenyomas (kis deformécié esetén) felfoghaté harom linedris dsszenyomads szuperpozi-
cidjaként, igy a térfogatvaltozas a linedris Osszenyoméasndl fellépd térfogatvaltozas ha-
romszorosa. A (7.4) osszefiiggés alapjan, o = —p helyettesitéssel, kompresszié esetén a
relativ térfogatvaltozas:

AV 31 —2u
v T E
Az eredményt Osszevetve a (7.5) egyenléséggel:
E
K=—7-—-—++. 7.6
31— 20) (76)

Az acél kompressziémodulusa: K,.g =~ 1,6 - 101 Pa = 160 GPa (B.3 fiiggelék).
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7.1.4. Nyiras

A nyirdasnal a testre nem a feliiletre merdleges, hanem a feliilettel parhuzamos eré hat
(7.3 abra). Ahhoz azonban, hogy a test egyensulyban maradjon, a fiiggéleges oldalakra
is kell hatnia egy ellentétes irdnyu forgatonyomatékot ado eréparnak. Nyirdsnal nem a
test mérete, hanem az alakja valtozik meg.

7.3. dbra. Nyiras

Kis deformacio esetén itt is teljesiil a Hooke-torvény:
o~ F.

A nyujtashoz hasonléan kénnyen belathatjuk, hogy

o~a és 5~Z.

A harom aranyossagot sszefoglalva és atrendezve:

o F

a A’

Vezessiik be a 7.3 abra jeloléseinek megfeleléen a dimenziétlan

o
Y=
a
nyirdsi szoget, és a
F
T=—
A

nyirdfesziltséget, amely az egységnyi feliiletre esé, feliilettel pdrhuzamos iranyu eré. (A
feliiletre merdleges huzé- és nyomofesziiltségtol a jeloléssel is megkiilonboztetjiik, mér-
tékegysége szintén pascal.)
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Ezekkel a jelolésekkel:
T~ T,
illetve

ahol a G nyirdsi modulus az anyagra jellemz6 wjabb allandoé.

A G nyirasi modulus szintén nem fiiggetlen a tobbi rugalmas anyagalland6tol. A
Young-modulussal és a Poisson-szammal kifejezve (levezetés nélkiil ):

E
G =501 (7.8)

Figyelembe véve a (7.3) egyenlotlenségeket:

E E
—<G<L< —.
3 7 2

Az acél nyirdsi modulusa: G ~ 8 - 1019 Pa = 80 GPa (B.3 fiiggelék).

7.1.5. Rugalmas energia

A rugalmas test deformaciéjakor a deformélé eré6 munkat végez, amely a testben
rugalmas energidat halmoz fel. Az er6hatds megsziintekor a test visszanyeri eredeti alakjat,
és ekozben a benne tarolt rugalmas energidval azonos nagysagi munkavégzésre képes.

Nyujtéskor (és osszenyoméskor) a Al = y megnyilas elemi dy megvéltozasakor a
deformalé er6 altal végzett elemi munka:
EA
dW = Fdy = Tydy.
Ezt integrdlva a teljes munka, és igy a rugalmas energia:
EA T 1EA 1 AN 1
E =W = —/ydy =-——(Al])? = §EAZ (—) = §EV52.

l 2 1 [
0

A rugalmas energia stirtisége:

E. 1., 1 4, 1
=7 =3 =550 = 30¢- (7.9)

A nyirdsnal a rugalmas energia ehhez teljesen hasonléan:

1
Er = iGV’}/Z y
a rugalmas energia stirtisége pedig:
E 1 1 1
L= — = -Gy = —7% = Z17. 7.10
Ty T Tagt T (7.10)
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7.2. Osszetett deformacidk

7.2.1. Hajlit4s

A 7.4(a) dbrdn egy egyik végén befogott, masik végén pedig F (koncentralt) erével
lehajlitott rud lathaté. A rud hossza [, szélessége a, vastagsaga b. Kérdés az s lehajlas.

A hajlitas visszavezethet6 linedris hizédsra és nyomasra. A 7.4(b) abran lathatd, hogy
a meghajlitott rud fels6 oldala megnytulik (hizott oldal), alsé oldala pedig megrovidiil
(nyomott oldal). A két tartoményt egy deformélatlan, neutrdlis réteg valasztja el egy-
mastol.

= \/ hizott olda

_~ /neutralis réteg
nyomott oldal

(a) Lehajlés (b) Neutrélis réteg

7.4. abra. Rud lehajlasa

A rugalmas test minden részére teljesiilni kell az erdk és forgatényomatékok egyensi-
lydnak. A 7.5(a) dbra alapjdn a kiilsé er6 forgatényomatéka a rid befogéstdl x tavolsagra
1évé darabjara:

M=F(-xz). (7.11)

(a) A kiils6 erd forgatényomatéka (b) A bels6 erék forgatényomatéka

7.5. abra. Forgatényomaték egyensily a lehajlé rudban
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Ezzel a kiilso forgatonyomatékkal a rud belsejében fellépo huzo- és nyomodfesziiltségek
forgatényomatéka tart egyensulyt. A bels6 forgatonyomatékot az

M:/Usz

A

integréllal lehet meghatarozni, ahol az A teriilet a rid keresztmetszete, z pedig a neutralis
rétegtél mért tavolsag (7.5(b) dbra).
A huzé- és nyomofesziiltséget a (7.1) Osszefiiggés alapjan irhatjuk fel:

o= FEe=EZ,
p

ahol p a rud (a neutrdlis réteg) gorbileti sugara. A gorbiileti sugar a rid (a neutralis

réteg) alakjat lefré y(x) gorbe segitségével fejezhetd ki, kis deformdacié esetén:

1 d%y

p:@'

Behelyettesitve o értékét az integralba:

E E EI
M= [ =2%dA = —/szA =—, (7.12)
P

ahol
I— / 2244 (7.13)
A

a rud keresztmetszetét jellemzé mdsodrendd nyomaték. [28]
A (7.12) egyenlethdl kifejezve 1/p értékét, és M helyére behelyettesitve a (7.11) kiilsé
forgatonyomaték értékét:

>y 1 M F

— :—:—l—
Wz, El T

majd a differencidlegyenletet kiintegralva:

[ F , F [22 221" F (2% 28
0

A rud végének lehajlasa:

s:y(l)zﬁ<§—€>—3ﬁ. (7.15)



A 7.4(a) abran lathaté téglalap keresztmetszet( rid masodrendii nyomatéka a (7.13)
definici6 alapjan:

b/2
_ 214 _ 21, 1 310/2 ab®
I—/z dA = / az dzg [z}—b/Z_E’
A —b/2
lehajlasa pedig:
4 7
TEwr

Figyelemremélto, hogy a lehajlas a hossznak és a vastagsag reciprokanak is a kobével
aranyos.

7.2.2. Csavaras

Mar korédbban, a torzids ingandl (6.4.1 szakasz) taldlkoztunk az elcsavart szdlban éb-
red6 forgatonyomatékkal. Vizsgaljuk meg, mekkora forgatényomaték ébred egy R sugar,
[ hosszusagi hengeres testben (példaul egy korkeresztmetszetli rugalmas szalban), ha a
két végét egymashoz képest ¢ szoggel elforgatjuk (7.6(a) abra).

Y

(a) Csavards (b) Nyirds az r sugari rétegben

7.6. dbra. Hengeres test csavarasa

A csavaras hatasdra a henger alaplapjaval parhuzamos rétegei nyirédnak egymashoz
képest. A nyirasi szog fiigg a szimmetriatengelytol mért tavolsagtol. Valasszunk ki egy
r sugard dr vastagsagu réteget. A 7.6(b) dbra alapjan a nyirasi szog:

_re
=

A (7.7) osszefiiggés alapjdn a nyiréfesziiltség:
rpG

T=Gy=—,
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a kis korgytrin fellépd elemi forgatényomaték pedig:

231G

dM = rdF = r7dA = 72r%xdr = l

dr.

A kifejezés kiintegralasaval megkapjuk a csavard forgatényomatékot:

r3dr =

R
2 4
M= / oG nGht (7.16)
l 2
0

A kifejezésben ¢ egyiitthatdja a mér korabban bevezetett direkcids nyomaték (6.4.1
szakasz):

TGR*

20
Lathaté, hogy D* a sugéar negyedik hatvanyaval ardnyos, igy vékony szalak esetében na-
gyon kicsi lehet. Ezen alapulnak a nagy érzékenységii torzios mérések, mint a Cavendish-
kisérlet (2.3.2 szakasz, [18]) vagy az Eotvos-inga (3.5.1 szakasz, [22]).

D* =

Csavarrugé és spiralrugé

Erdekes 6sszehasonlitani a gyakran hasznalt csavarrugét és spirdlrugdét.

hajlitas

csavaras

¥ —w

(a) Csavarrugd (b) Spirdlrugé

7.7. abra. Csavarrugé és spiralrugd deformacidja

A csavarrugot (7.7(a) dbra) az F erd nyujtja meg linedrisan, de ekdzben a rugd
szala mégis csavarodik, és igy a rugd miikodésében a nyirdfesziiltségnek és a G nyirasi
modulusnak van szerepe.

A spirdlruge (7.7(b) dbra) viszont az M forgatényomaték hatdsara ,tekeredik”, de
ekdzben a rugd lemeze mégis hajlik. fgy a rugoban huzo- és nyomofesziiltség ébred,
deformacidja leirasahoz az E Young-modulusra van sziikség.
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8. fejezet

Folyadékok és gazok

A folyadékokban és a gdzokban egyenstlyi helyzetben nincsenek nyiréerdk, igy a folya-
dékoknak és a gazoknak nincs sajat alakjuk, azt az edény vagy a tartaly alakja hatéarozza
meg. Ugyanakkor ha a folyadék vagy a gz részei egymashoz viszonyitva mozognak, akkor
az egymashoz képest elmozdulé részek kozott fellép nyirderd, amely akaddlyozza a relativ
mozgast. Ez a jelenség a belso surlodds, amellyel a 8.3.2 szakaszban fogunk foglalkozni.

A folyadékok és a gazok sok szempontbdl hasonléan viselkednek, azonban van néhany
lényeges kiilonbség. Alapvetd kiilonbség, hogy a folyadékoknak, szemben a gazokkal, van
szabad felszine, igy a feliileti jelenségek (8.2 szakasz) csak folyadékoknédl értelmezheték.
A folyadékok kompresszibilitasa kicsi (kompressziémodulusuk nagy), azaz gyakorlatilag
osszenyomhatatlanok — ezzel szemben a gazok konnyen ¢sszenyomhatok. Ezzel sszefiig-
gésben a folyadékok stirtisége azonos koriilmények kézott nagyobb, mint a gazoké: a viz
stirlisége koriilbeliil hdrom nagysdgrenddel nagyobb, mint a levegdé (szobahdmérsékleten
és normal légkori nyoméson). A folyadékok tulajdonsédgai is fiiggenek a hémérséklettol,
de ez a fiiggés altalaban sokkal kisebb, mint a gazok esetében. A folyadékok és a gazok
kozti kiilonbségek azonban a kritikus pont kozelében megsziinnek.

A kiilonbségek ellenére sokszor egyiitt targyaljuk a folyadékok és a gazok viselkedését,
ilyenkor ,,a folyadékok és a gazok” helyett a rovidebb , kozeg” kifejezést fogjuk hasznalni.

A folyadékok és a gazok mozgasanak altaldnos leirdasa a deformalhaté szilard testek-
hez hasonléan nagyon bonyolult. A kovetkezokben csak néhany specidlis esettel fogunk
foglalkozni. A 8.1 szakaszban a folyadékok és a gazok egyensulyat vizsgaljuk. A fizikanak
ezek a teriiletei a gyakorlatban legfontosabb folyadék és géaz, a viz és a levegd nevébdl
hidrosztatika, illetve aerosztatika. A folyadékok esetében a feliileti jelenségek is befolya-
solhatjék az egyensilyt, a 8.2 szakaszban réviden ezeket targyaljuk. Ezutan a 8.3 szakasz-
ban a surlédasmentes és siurlédasos aramlasok néhany alapvetd torvényével ismerkediink
meg, majd befejezésképp a kozeghez képest mozgd testekre hatd erokkel foglalkozunk
(8.4 szakasz).
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8.1. Hidrosztatika

Ebben a fejezetben a legtobb megallapités a folyadékokra és a gézokra is igaz (tehat
hidrosztatika és aerosztatika is egyben), azonban fogunk néhany specidlis, csak folya-
dékokkal vagy csak gazokkal kapcsolatos esetet is vizsgdlni, példaul a forgd folyadékok
felszinét, uszasi egyensilyi helyzeteket vagy a légkor sulyat.

Nyomas iranyfiiggetlensége

A 8.1 dbran egy tetraéder alaku folyadékrész lathatd, melynek harom lapja egy-egy
koordinata-sikra illeszkedik, a negyedik pedig altalanos helyzetii.

8.1. dbra. Nyomas iranyfiiggetlensége

A kivalasztott részre feliileti és térfogati erck hatnak. A feliileti erék csak nyomoerdk
lehetnek, hiszen egyensulyi helyzetben nem léphetnek fel a kozegben nyiréerdk. Az Fy
térfogati eré példankban a nehézségi er6 (de lehetne mas, tomeggel aranyos er is, példaul
tehetetlenségi erék). Ezek szerint a testre haté erék:

P — xAyAzi
2
AzAz .
F,=p, 5 J
Fz =Dz AIAyk
2
F =pAA
AxAyAz
Fi=—p 6y gk,

ahol F,, F,, F, és F az egyes lapokra hat¢ feliileti erdk, p,, py, p. és p az egyes irdnyokba
haté nyomds, AA az altalanos helyzeti oldal feliiletelem vektora, p a kozeg stirtisége és
g a nehézségi gyorsulas.

119



A feliiletelem vektort kifejezhetjiik a haromszog két oldalara fektetett vektorok vek-
toridlis szorzatdval (hiszen a vektoridlis szorzat merdleges a két vektor dltal kifeszitett
sikra, nagysaga pedig a vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete, A.1 fiiggelék):

(Azk — Azi) x (Ayj — Azi)

AA =
2

_ ! AzAyi + AzAxj + AxAyk) .
2

Egyensilyban az erék eredéje nulla. Ezt felirva, és az egyenletet rendezve:

AyAz, AxAz, AxA AxAyAz
(Pe — p) y2 i+ (py—p) =53+ - —p) 2y Ty

Ha Az — 0, Ay — 0, Az — 0, akkor az utolsé tag gyorsabban tart nulldhoz, igy
elhanyagoljuk. A baloldal csak akkor lehet nulla, ha minden komponense nulla, azaz:

k=0.

k —pg

px_p:O
py—p=0
pz_p:07

tehdt p, = p, = p. = p, azaz a nyomas iranytol fiiggetlen, skaldris mennyiség.

8.1.1. Nyomasgradiens, hidrosztatikai nyomas

A 8.2 abrén egy téglatest alaku folyadékdarab lathato. A nyomdas — mint belattuk —
iranyfiiggetlen, de értéke a hely fiiggvénye: p(z,y, z). A kivélasztott darabra a feliileti
erokon kiviil a dF; térfogati eré hat. Egyensilyban a folyadékdarabra haté erék ereddje
nulla:

dFy +dF; =0,

ahol dF; a feliileti erok ereddje.

T

p(x{dx) p(2)

8.2. dbra. Nyomasgradiens

120



frjuk fel a feliileti erck ereddjének komponenseit:

AR, = pla)dydz — pla + de)dydz = ~ [p(o + da) —p(w)] dydz = ~ 2B gy
a z,Y,z
dFi, = p(y)dzdz — p(y + dy)dadz = — [p(y + dy) — p(y)] dedz = — P(ayy )dV

Az egyensily miatt:

Op(z.y,2). + Ip(z, y, Z)j + O, y:2)) dV = VpdV,
Oz Ay 0z

dFt - —de -

ahol V (nabla) a gradiens jele. dV-vel atosztva:

dF,
== 1
Vo= (8.1)

azaz a nyomasgradiens megegyezik az egységnyi térfogatra haté térfogati erével.

Pascal-torvény

Ha nem hatnak térfogati erdk, vagy a térfogati erck elhanyagolhatdk a feliileti erék
mellett, akkor:
Vp=0 & p = allandé . (8.2)
Ez a Pascal-térvény: a nyomas a folyadék teljes térfogataban megegyezik, a folyadékban
yakadalytalanul tovabbterjed”.

Alkalmazas: Hidrosztatikus er6atvitel
Ezen az elven miikédnek a hidraulikus emelOk, prések és fékek.

F

F, ?

¢ |
A,

As, I As,
4,

8.3. abra. Hidraulikus gép vazlata
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A berendezések elvi vazlata a 8.3 abran lathat6. Az A; keresztmetszeti du-
gattyut F; erével nyomjuk, elmozduldsa As;. Ennek hatasara a munkahen-
gerben az A keresztmetszetii dugattyu Fh erd ellenében Ass-vel mozdul el.

A Pascal-torvény miatt:
Fy K

AT Ay
Lathatd, hogy a keresztmetszetek megfelel6 megvalasztasaval kis F) erdvel
is nagy er¢ fejtheté ki a munkahenger dugattyijaval. Ugyanakkor a munka-
henger dugattydjanak elmozduldsa az er6vel forditott ardnyban véltozik (a
folyadék osszenyomhatatlansdga miatt AjAs; = AV = AyAss), igy a mun-
kavégzés a két oldalon megegyezik:

F1A81 =W = FQASQ 3

a hidraulikus gép is egyszeri gép. ¢

Nem teljesiil a Pascal-torvény a folyadékokhoz sok szempontbdl hasonléan viselked6o
granuldlt anyagokban (példaul a szaraz homokban). Bér ezek az anyagok is dtonthetok
egyik edénybél a masikba, folyadékokhoz hasonléan mozoghatnak (mint példaul a ho-
mokdraban), de a granuldlt anyagokban a folyadékokkal ellentétben vannak nyiréerok,
¢és igy bizonyos hatarok kozott sajat alakjukat is megtartjak.

Hidrosztatikai nyomas

Ha a folyadékra a nehézségi er6 hat, akkor az elemi folyadékrészre haté térfogati ero:

dF; = —pgdVk.
Osszevetve a (8.1) egyenlettel
op _9p _,
or oy
azaz p(x,y, z) = p(z) egyvaltozos fiiggvény, és
dp

Ha p és g a vizsgélt térfogatban allanddnak tekinthetd, akkor a valtozokat szétva-
lasztva, és a differencidlegyenletet kiintegralva:

dp = —pgdz
p(2) = po — pyz,

ahol py a z = 0 helyen 1év6 nyomas.
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Ha a z = 0 értéket a folyadék felszinéhez valasztjuk, és bevezetjiitk a h = —z jelolést
(h a mélység a folyadék felszine alatt), akkor:

p(h) = po + pgh. (8.3)

A pn, = pgh tag a hidrosztatikai nyomds, py pedig a folyadékra kiviilrol haté nyomaés.
A (8.3) Osszefiiggés gdzokra is érvényes, ha a vizsgdlt tartomanyban a gaz sirlisége
és a nehézségi gyorsulas allandénak tekinthetd. Ekkor aerosztatikai nyomds a neve.

Kisérlet: Hidrosztatikai paradoxon

A 8.4 dbran lathato kiilonbozé alaku csovek alja ugyanakkora keresztmetsze-
ti. A kisérletben az edényekbe lassan vizet toltiink, mikozben a csovek alja
egy mérleg tanyérjahoz illeszkedik. Ha a hidrosztatikai nyomasbdl szarmazo
nyomoerd elér egy bizonyos hatarértéket, a mérleg lebillen, és a viz kifolyik.

8.4. abra. Hidrosztatikai paradoxon

Azt varnank, hogy a mérleg mindig azonos sulyu (azaz azonos térfogati) viz
beontésekor billen le. Ezzel szemben a lebillenés mindig azonos magassagi
vizoszlopnal torténik. Ez a hidrosztatikar paradoron: miért elég a mérleg le-
billentéséhez a harmadik csé esetében sokkal kevesebb viz, mint az elso, vagy
a masodik cs6 esetében?

Ha a folyadékra hato erdket vizsgaljuk, akkor az elsé csében a folyadékra a
mérleg tanyérja altal kifejtett tartoero:

F =pnA = pghA = pgV =mg,

megegyezik a folyadékra haté nehézségi erével. (A py légnyomasbdl szarmazd
tagot figyelmen kiviil hagyjuk, mert alulrdl és feliilrdl is hat a folyadékra, és
igy az ered6 er6bdl kiesik.)

A t6bbi cs6ben a mérleg tanyérja altal kifejtett tartéeré ugyanekkora (hi-
szen a hidrosztatikai nyomds ugyanakkora vizoszlop esetében ugyanakkora),
a folyadék sulya azonban mas (kisebb vagy nagyobb). Hogyan lehet mégis
egyensily?
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A paradozon felolddsa: a folyadék nyomja az edény falat, és igy az edény fala
is er6vel hat a folyadékra. Az els6 cs6ben ezek az er6k mindenhol vizszintesek,
és az ered@jiik nulla. A tobbi cs6ben viszont a falak nyomoerejének lesz fiig-
g6leges komponense is, amelyek részben megtartjak (vagy éppen lenyomjak)
a folyadékot. ¢

Alkalmazas: Nyomasmérés

Ha egy U-alakid, mindkét végén nyitott csébe folyadékot ontiink, akkor a két
cs6ben a folyadékszint azonos magassagban lesz (,,kozlekeddedény”). Ha a csé
két végén mas-mas kiilsé nyomas van, akkor a két folyadékszint elmozdul
egymashoz képest, a nyomaskiilonbséget a hidrosztatikai nyomaskiilonbség
egyenliti ki. A szintkiilonbség mérésével (a folyadék siirtiségének és a nehézségi
gyorsuldsnak az ismeretében) a nyomaskiilonbség mérhetd:

Ap = pgAh .

(a) Nyitottcsoves (b) Zértcsoves

8.5. dbra. U-cstves nyomasmérok

A 8.5(a) dbran lathaté nyitottcsoves nyomasmérs a bezart gaz és a kiilsé
légnyomas kiilonbségét méri. A zdrtcsoves nyomasmérében a folyadék altal
elzart térrészben vékuum (pontosabban csak a folyadék kisnyomdsu géze)
van, {gy a nyomdasmérd abszolit nyomdst mér (8.5(b) dbra). 4

Légnyomas

A légnyomds a leveg6 silyabdl szarmazik. (A 1égkor stirtisége azonban nem &allandd,

erOsen fiigg a nyomastol és a homérséklettdl is, igy a nyomas helyfiiggésének meghataro-
zasa bonyolultabb.) Ugyanakkor ez a megéllapitas lehet6vé teszi a 1légkor m; tomegének

meghatarozasat.
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A légkor vastagsaga néhanyszor tiz kilométer, ebben a tartoményban a g nehézségi
gyorsulas jé kozelitéssel allandénak tekintheto. A 1égkor sulyat a Fold felszine tartja meg,
amely akkora erdvel nyomja a légkort, mint a légkor a felszint. Ebbol:

mig = poAr ,

ahol py a légnyomas a Fold felszinén, Ar pedig a Fold felszine — mindketto ismert érték.
Rendezve, és a numerikus adatokat behelyettesitve:

_ podr 10°Pa-5- 10 m?

_ 18

my
Ez hatalmas tomeg, de a Fold teljes tomegének kevesebb, mint egy milliomod része.

Forgo folyadék felszine

Egyensilyi allapotban a folyadék felszine a nyiréerok hidnya miatt merdleges a ra
haté térfogati erékre. Emiatt vizszintes a nyugvo folyadék felszine.

Gyorsulo6 koordinata-rendszerben a nehézségi erén kiviil tehetetlenségi erok is hatnak,
a folyadék felszinének mindenhol a lokélis térfogati erck ereddjére kell merdlegesnek len-
nie. A vilagocean felszine ezért forgasi ellipszoid alaki: mindenhol merdleges a nehézségi
erdre (a gravitacids erd és a Fold forgdsabdl szarmazé centrifugélis erd ereddjére).

zZ Z
A A
Qi*)a) Q?)a)
\\/F_> ma)zr \\i/ () (nyugvo folyadék szintje)
‘ e z
1 N i 0
| mg Ft !
(a) Térfogati erdk (b) 2o meghatdrozdsa

8.6. abra. Forgo folyadék felszine

A 8.6(a) abran egy forg6 hengeres edényben 1év6 folyadék lathatd. Az edénnyel egyiitt
forgd koordinata-rendszerbdl nézve a folyadékfelszin kicsiny m tomegt darabjara az mg
nehézségi erd és az mw?r centrifugalis erd hat. Az eredd Fy erd merdleges a feliilet alak-
jat leir6 gorbe érintdjére. Felhasznalva, hogy az érinté iranytangense a z(r) fiiggvény r
szerinti derivaltja:

dz . Fe WP
dr & F, g
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A valtozokat szétvalasztva, és mindkét oldalt kiintegralva:

2
dz = w—rdr
g

w?

_ W
z = 297“ + 29 .
A folyadékfelszin tehat forgasi paraboloid alaku. zg a forgdsi paraboloid csticspontja-
nak koordindtédja, amit a térfogat dllanddsédga alapjan lehet meghatarozni (8.6(b) dbra):

R
AV = /z 2rmdr = / (—7“ + ZQ) 2rodr = ER‘L + 2mR*=0,
0

w?R?

20 = — 4g

8.1.2. Felhajtoero

Ha a folyadékba vagy gazba szilard testet helyeziink, akkor arra a koézeg minden
oldalrél nyomoéerével hat. Ha a koézegben van hidrosztatikai nyomas, akkor a kiilonb6zo
iranyokbdl haté erdk ereddje nem nulla. Ez az er6 a felhajtoerd.

" | ptneo)

8.7. abra. Felhajtoerd

A 8.7 abran lathato téglatestre haté vizszintes nyomoderck a szimmetria miatt ki-
egyenlitik egymadst, a fiiggbleges erdk ereddje adja a felhajtderdt (més alaki testekre a
szamitas bonyolultabb, de lényegében ugyanigy elvégezheto):

Fr = [p(h+¢) — p(h)] ab = prgeab = p Vg = myg, (8.4)

ahol py a kozeg stirlisége, V' a test térfogata és my a kiszoritott folyadék vagy géz tomege.
A felhajtoeré megegyezik a kiszoritott folyadék vagy gaz sulyaval. Ez Arkhimédész
torvénye [29)].
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Jegyezziik meg azonban, hogy ez csak akkor igaz, ha a kozeg(ek) teljesen koriilveszi(k)
a testet. Ha példdul a test az edény aljan fekszik, és a (nem nedvesitd) folyadék nem jut
ald, akkor nem lesz felhajtéero.

Szintén fontos, hogy a felhajtéer6hoz hidrosztatikai nyomas kell, ahhoz viszont térfo-
gati eré sziikséges. Stlytalansdgban (az tirdlloméson, vagy egy szabadon es6 folyadékban)
nincsen felhajtéerd. Ha viszont a kozeg gyorsul, akkor a felhajtder6 irdnya modosul az
eredo térfogati erd iranyanak megfelelGen.

Kisérlet: A leveg6 felhajtoereje

Zart, vékony fald, iireges iiveggdmbot fémsulyokkal kiegyensilyozunk egy
mérlegen. A mérleget iivegbira ala helyezziik, és a bura aldl a levegot kiszi-
vattytzzuk. A mérleg egyensulya felborul, az iiveggémb lebillen, mert meg-
sziinik a felhajtéerd (ami a nagy térfogati iiveggdmbre nagyobb, mint a kis
térfogatu fémstlyra).

A levego 6vatos beengedése utan az egyensily helyreall. ¢

Uszas és lebegés

Ha a testre hato felhajtéeré nagyobb, mint a test silya, akkor a test egészen ad-
dig felfelé mozog, amig részben kiemelkedik a folyadékbdl. Ez az tszds. Az egyensulyi
helyzetben:

pigV = Fy = pxgVim ,

ahol p; a test stirlisége és Vi, a test folyadékba meriil6 részének térfogata.

Nyilvan Vi, < V, igy az dszés feltétele, hogy p, < px, azaz a test (atlagos) siirtisége
kisebb legyen a kozeg stirtiségénél.

Ha a test és a kozeg siirtisége pontosan megegyezik, akkor a test a kozegben barhol
egyensilyban lehet. Ez a lebegés allapota. Mivel a stirtiségek véaltoznak a homérséklettel,
a lebegés altalaban nem stabil. Ahhoz hogy egy test huzamosabb ideig lebegjen, finoman
szabalyozni kell az dtlagos stirtiségét (tengeralattjarékndl viz be- vagy kiszivattytzasaval,
holégballonoknal a fiités valtoztatasaval, héliumos ballonoknal gaz kiengedésével vagy
ballasztsuly kidobasaval).

Ha a test atlagos stirlisége nagyobb a kozeg stirtiségénél, akkor a test lestillyed, és csak
a kozeg aljan 1éve szilard feliilethez nyomddva keriil egyenstlyba.

Uszéasi egyensiilyok

Az tszas feltételébdl még nem kovetkezik, hogy a test milyen helyzetben tszik. Ez a
kozeg és a test atlagos stirtiségén kiviil a test alakjatdl és a tomegeloszlasatol is fiigg, és
meghatarozasa altaldban bonyolult.
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A hajok esetében a stabil iszési egyensily alapveté kovetelmény, hiszen ha felborul,
viz jut a hajo belsejébe, atlagos stirtisége nagyobb lesz a viznél, és elsiillyed.

A hajé tszasi egyensulyat nyilvanvaléan biztositja, ha a nehézségi eré tamadédspontja
(a hajé tomegkozéppontja) lejjebb van, mint a felhajtéeré tdmadédspontja (a kiszoritott
viz tomegkozéppontja). Ekkor a hajé megbillenésekor a nehézségi er6bél és a felhajto-
er6bol allé er6par a megbillenéssel ellentétes iranyu forgatonyomatékot fejt ki, és ezzel a
hajé egyensilyat helyredllitja. Ez az eset azonban csak a tokestulyos vitorlasokndl fordul
el6, ahol a tokesuly miatt a tomegkozéppont mélyre keriil.

Maés hajoknal — a csénakoktdl a legnagyobb tengeri hajokig — a hajé tomegkozéppont-
ja (G) magasabban helyezkedik el, mint a kiszoritott viz tomegkozéppontja (F). Ebbol
arra kovetkeztethetnénk, hogy a hajo uszasi egyensiilya instabil, hiszen a legkisebb ki-
billenés hatasara olyan forgatényomaték jelentkezne, amely a hajét tovabb billenti, és
végiil felboritja (8.8(a) abra).

(a) Egyenstilyi dllapot (b) A metacentrum

8.8. dbra. Hajo egyensilya

A kiszoritott viz tomegkozéppontja azonban nincs a hajohoz rogzitve, fiigg a hajo
uszasi helyzetétol. Megfeleléen kialakitott hajétest esetében a hajo billenésekor a kiszo-
ritott viz tomegkozéppontja gy mozdul el a hajéhoz képest, hogy a forgatonyomatéka
a hajot visszabillentse egyensilyi dllapotaba. A hajé szimmetriatengelyének és a kiszori-
tott viz mindenkori témegkdzéppontjan atmeno fiiggoleges egyenesnek a metszéspontja
a metacentrum (M). A 8.8(b) abrardl lathatd, hogy ha a hajé metacentruma a tomegko-
zéppont f6lott van, akkor a hajé stabil (minél magasabban van, anndl stabilabb). [30]

8.2. Feliileti jelenségek

A folyadékok feliilete kiilonleges, az eddigiekkel nem megmagyarazhaté jelenségeket
mutat. Ezek koziil mutatnak be néhanyat a kovetkezo kisérletek:

Kisérlet: Feliileti jelenségek
Ha egy aluminium pénzt vagy egy borotvapengét 6vatosan vizfeliiletre he-
lyeziink, a testek annak ellenére tisznak, hogy stirtiségiik nagyobb a viznél.
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Ko6zelrol nézve azt is lathatjuk, hogy az 1sz6 testek mellett a viz feliilete
benyomdédik — hasonléan viselkedik, mint egy vékony rugalmas hartya.

Ha egy merev drétkeretre mosogatoszeres oldatbol hartyat feszitiink, annak
teljes feliilete — a peremfeltételek altal megengedett lehetGségeken beliil —
minimalis lesz.

Ha a kifeszitett folyadékhartyat egy laza cérnaszal két részre osztja, és az
egyik részt kilyukasztjuk, akkor a masik rész osszehuzodik, a cérna pedig
koriv alakban megfesziil.

Szivészél végére fijt szappanbuborék gomb alaki lesz (adott térfogat esetén a
gombnek minimalis a feliilete). Ha a szivdszal méasik végét szabadon hagyjuk,
a buborék 6sszehizodik, és a levego kiaramlik.

Ha vizbe kiilonb6z6 atmérdjh iivegesoveket meritiink, akkor a vékony csovek-
ben a viz magasabbra emelkedik: minél vékonyabb a c¢sO, annal magasabbra.

¢

Tovabbi hétkoznapi tapasztalat, hogy a folyadékok gyakran nem teriilnek szét telje-
sen, hanem cseppeket alkotnak — annak ellenére, hogy igy nagyobb a folyadék (gravita-
ci6s) helyzeti energidja.

A jelenségek oka a folyadék belsejében fellépo erd, a kohézio, amely a folyadékot
egyben tartja, a folyadék feliiletén 1év6 folyadékrészekre pedig befelé haté erct fejt ki. Ez
az er6 a folyadék feliiletét csokkenteni igyekszik, amit gy is leirhatunk, hogy a folyadék
felilletében — a rugalmas hartydkhoz hasonléan — egy a feliilet sikjaban hato, 6sszehiizd
fesziiltség 1ép fel. Ez a jelenség a feliileti fesziiltség.

Ha egy téglalap alaku keret egyik oldala szabadon elmozdulhat, akkor a keretre ki-
feszitett folyadékhdrtya a szabadon mozgd részre Fy, erét fejt ki (8.9(a) dbra). Az ezzel
egyensulyt tartd F er6 mérhet6. A tapasztalat szerint az er6é aranyos az elmozdul6 oldal
[ hosszaval (de fiiggetlen a hartya teriiletétdl és vastagsagatol):

FhZQZU,

ahol o a folyadékra jellemz6 (hémérséklettél fiiggd) allandod, a felileti fesziiltség. (A 2-es
szorzé azért szerepel az Gsszefiiggésben, mert a hartya mindkét feliiletén fellép huzéero.)

A feliileti fesziiltség tehat a folyadékfeliilet egységnyi hosszusagu vonaldarabjaban
fellépo feliileti ero:

dF;
oc=—".
dl
Mértékegysége a definidlo osszefiiggés alapjan N/m.

(8.5)
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F,
F,
q 1) et ittt I
! b
F [
F
(a) Hartya huzoereje (b) A feliileti energia névelése

8.9. dbra. Folyadékhartya

Ha a feliiletet meg akarjuk novelni, akkor munkat kell végezniink, amely a feliilet:
energia novelésére forditédik. Eszerint a feliileti energia megvéltozasa (8.9(b) dbra):

AFE; = —AW; = FtAx = 20lAxr = 0 AA,

ahol AA = 2[Ax a feliilet megvaltozasa (a 2-es szorzo6 a két oldal miatt van).
Ennek alapjan o az egységnyi folyadékfeliiletre juté feliileti energia:
_ dE;
dAC
(Az ebbdl a definiciébdl adédé J/m? mértékegység megegyezik a kordbban megkapott
N/m mértékegységgel.)
A feliileti fesziiltség nemcsak a folyadéktdl, hanem a vele hatdros maésik kozeg (gaz
vagy folyadék) megvalasztasatdl is fiigg. A tabldzatokban legtobbszor a sajat gézével
egyensulyban 1év6 folyadék feliileti fesziiltségét adjdk meg (de ez csak kicsit tér el a

levegével hatédros folyadékra vonatkozo értéktol). A viz feliileti fesziiltsége szobah6mér-
sékleten o = 0,072N/m (B.3 fuggelék).

g

(8.6)

Eotvos-szabaly

A feliileti fesziiltség fiigg a homérséklettol. Egy folyadék sajat gézére vonatkozo felii-
leti fesziiltségének hémérsékletfiiggését jé kozelitéssel az Edtvds-szabdly irja le. [31]

A tapasztalati osszefiiggés szerint a feliileti fesziiltség a homérséklettel csokken, annak
linedris fiiggvénye, és a kritikus homérsékleten eltiinik:

oV =k (T, —T) , (8.7)
ahol V,,, a folyadék molaris térfogata, T} az anyag kritikus homérséklete, és k egy legtobb
folyadékra érvényes allandé (k =~ 2,1 - 1077 JK~'mol=2/3).
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Gorbiileti nyomas

Gorbiilt feliilet esetén a feliileti fesziiltségbol szarmazo erd jarulékos nyomast hoz létre
a folyadékban. A 8.10(a) abrdn egy egy irdnyban (hengeresen) gorbiilt folyadékfeliilet
darabja lathaté. Az abraba berajzoltuk a feliilet abra sikjara merdleges [ hosszisagu
darabjira hato erdket. R a feliilet gorbiileti sugara, dy a kis feliilletdarabhoz tartozo
kozépponti szog.

Rde

al al
< [V
R ol
dF | dpT —
ol
(a) A feliileten haté erék (b) Az erék ereddje

8.10. abra. Gorbiileti nyomas

Ha a dip szog kicsi, a két erd ereddje:
dF = oldp,

és az eredd er6 az iv kozéppontja felé mutat (8.10(b)). Az ebbél szdrmazé gorbiileti
nyomds:
_dF oldp o
Pe=q4 T IRdp " R

Ha a feliilet nem csak egy iranyban gorbiilt, akkor mindig talalhato két fé gorbiileti
sugdr: Ry és Ry. Ezek a minimdlis és a maximalis gorbiilethez tartoznak. (A gorbilet a
gorbiileti sugdr reciproka.) A gorbiileti sugédr dombort folyadékfeliiletnél pozitiv, homori
felilletnél negativ, sik feliiletnél pedig végtelen. Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan

belathato, hogy a gorbiileti nyomas kifejezheto a két {6 gorbiileti sugar segitségével:

n=o(g+%)- (83)
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Egy buborék belsejében mindkét folyadékfelszin 1étrehoz gorbiileti nyomast, igy ekkor:

4o
Pg = R

Szabad (nem buborékkd zar6dd) folyadékhértya két oldalan azonos a nyomds, p, = 0,
azaz a feliilet teljes gorbiilete nulla. Ilyen feliilet a sik mellett a nyeregfeliilet is, ahol a
két gorbiileti sugar egyenl6 nagysagu, de ellentétes elojelii.

A buborékban kialakulé gorbiileti nyomast masképp is levezethetjiik. Noveljitk egy
kicsit (AR értékkel) a buborék sugardt, és irjuk fel a munkatételt. A térfogatnoveléshez
sziikséges munka:

W = p,AV = p, AAR = p,AR*TAR,

a buborék feliileti energidjanak megvaltozasa pedig:

Er = 0AA =20 [47(R + AR)* — 4nR*] = 80w (R* + 2RAR + AR* — R*) ~
~ 1607 RAR.

Ezek alapjan:

W = AF;
pAR’TAR = 1607 RAR
4o
pg—Ea

a korabbi eredményiinkkel megegyezden.

8.2.1. Kapillaris jelenségek

A folyadék és egy szilard anyag (vagy két folyadék) érintkezésénél tdjabb érdekes
jelenségek figyelhetOk meg. Ezek koziil a leglatvanyosabb, ahogy a folyadék egy vékony
csOben (kapilldrisban) viselkedik, innen a jelenségkor neve.

Illeszkedési szog

A tapasztalat szerint a folyadék felszine a szilard testtel valo érintkezés kozelében
elgorbiil. Bizonyos esetekben — példaul viz és tiszta iiveg — a folyadék , felkuszik” az edény
falara, a folyadék nedvesiti a feliiletet. Mas esetekben viszont — példaul higany és iiveg,
vagy viz és viaszos iiveg — a folyadékfeliilet lefelé gorbiil, a folyadék ekkor nem nedvesito.
(Lathatjuk, hogy a nedvesités nem a folyadék tulajdonsdga, hanem a folyadékra és a
szilard feliiletre egyiitt vonatkozik.)

A folyadékfeliilet érint6jének a fallal bezart szoge a ¥ illeszkedési sz6g, amely nedve-
sités esetén hegyesszog(8.11(a) dbra), nem nedvesité esetben pedig tompaszog (8.11(b)
abra). Tokéletes nedvesités esetén 9 = 0.
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(a) Nedvesit6 folyadék (b) Nem nedvesitd folyadék

8.11. dbra. Illeszkedési szog

Az illeszkedési szoget — ahogy az abrakon is latszik — a folyadékon beliili 6sszetarté ero
(kohézid), valamint a folyadék és a szilard feliilet kozotti vonzo erd, az adhézio egyensilya
alakitja ki. Az ered6 erének merolegesnek kell lennie a folyadék feliiletére. Mindkét erd
vonzo, tehat a nem nedvesito folyadékok esetében sincs arrdl szé, hogy a feliilet taszitana
a folyadékot (csak ilyenkor a kohézi6 er6sebb, mint az adhézid).

Kapillaris emelkedés

Vékony csovekben (kapillarisokban) a nedvesité folyadék jol lathatéan (és jol mérhe-
téen) magasabbra emelkedik, mint a csévon kiviil. Nem nedvesité folyadékok esetében
pedig lesiillyed a folyadékszint a kapillarisban.

A

8.12. abra. Kapillaris emelkedés

A kapillaris emelkedés nagysdgat kétféle meggondolassal is meghatarozhatjuk: erék,
illetve nyomasok egyensulyat felirva.
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Az els6 gondolatmenet szerint a folyadékfeliilet peremén fellépd erck tartanak egyen-
sulyt a folyadékoszlop stlyédval (8.12 dbra):

2rmo cos ¥ = r’rhpg,

amibdol 5 9
h = ﬂ ) (8.9)
pgr

A mésik meggondolds szerint a (negativ) gorbiileti nyomas egyenliti ki a folyadék-
oszlop p, = pgh hidrosztatikai nyomasat. A folyadékfelszin gorbiileti sugara a 8.12 abra

alapjan:
T
cosv’
és igy a gorbiileti nyomas:
20 20cosv
Pe="R = ro
Ezt behelyettesitve a p, + pn = 0 Osszefiiggésbe a kapillaris emelkedésre djra a (8.9)

Osszefiiggést kapjuk.

Megfigyelés: Magas fak vizhaztartasa

A legmagasabb fak tébb mint szdaz méter magasak. Erdekes kérdés, hogy
milyen erd juttatja fel a talajbol a vizet a fa csicsaig. A 100 m magas vizosz-
lophoz tartozé hidrosztatikai nyomas 1 MPa, a légkori nyomés tizszerese!

Ennek a nyoméasnak kisebb részét a gyokérben kialakuld ozmdézisnyomdas hoz-
za létre. (Az ozmdézisnyomds a talajban 1évé és a novényben 16v6 séoldatok
koncentracidkiilonbsége miatt jon létre.) A nagyobb részéért viszont a fa le-
velein 1év6 kapillarisokban kialakul6 gorbiileti nyomas felel. A viz folyamatos
parolgasa miatt a pérusokban a folyadékfelszin homoru lesz, és igy negativ
gorbiileti nyomas alakul ki.

A (8.9) osszefiiggés alapjan (tokéletes nedvesitést feltételezve) az adatokat be-
helyettesitve 0, 1 um nagysdgrendii pérusméretet kapunk. (Ez csak egy nagy-
sagrendi becslés, a valosagban a pérusok nem kor keresztmetszetiiek, raadasul
méretiiket a novény véltoztatni tudja.)

Kiilon érdekesség, hogy a (negativ) gorbiileti nyomés abszolit értéke nagyobb
a légkori nyomasnal, és igy a folyadék belsejében negativ nyomas alakul ki.
Nagyméretli csovekben vagy szennyezodés jelenlétében ilyenkor buborékok
alakulnanak ki, és a folyadékoszlop elszakadna. (Ezért nem lehet szivékittal
10 méternél mélyebb kiutbdl vizet felszivni.) A névény belsejében 1évé vé-
kony kapillarisokban viszont a folyadékoszlop 0sszefiiggé maradhat, és igy a
levelek pérusaiban kialakulé gorbiileti nyomas a fa tetejéig is felszivhatja a
gyoOkerekbdl a vizet. ¢
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8.3. Folyadékok és gazok aramlasa

Az dramlédsok leirdsanak egyik lehetséges médja, hogy a kozeg kicsiny részeinek moz-
gasat — pontrendszerként — lefrjuk. Ennél egyszeriibb eljards, ha nem foglalkozunk az
egyes anyagrészek mozgasanak nyomon kovetésével, hanem az dramlé kozeg jellemzoit
(sebesség, nyomaés, siiriség) adjuk meg a hely és az id6 fiiggvényében.

A folyadékok aramlésaval a hidrodinamika, a gazok aramlasaval az aerodinamika fog-
lalkozik. A folyadékok és a gazok aramlasa sok szempontbdl hasonld, ha a sebességek és
a homérséklet valtozasok nem tul nagyok, és a gaz stirlisége kozel allandénak tekintheto.

Sebességtér, aramvonalak

A kozeg dramlasa egyértelmiien leirhaté a sebességtér, azaz a v(r,t) dltaldban id6ben
valtozo vektor-vektor fiiggvény (vektortér) megaddsaval.

A sebességteret szemléletessé tehetjiik az dramvonalak segitségével. Az aramvonalak
olyan gorbék, melyek irdnya minden pontban megegyezik a kozeg sebességvektoranak
iranyaval, és stirtiségiik aranyos a sebesség nagysagaval.

Idoben valtozé sebességtér esetén az aramvonalak is folyamatosan valtoznak. Idében
allandé (staciondrius) édramlds esetén az dramvonalak idében édllanddk, és ilyenkor a
kozeg részecskéi valdéban az dramvonalak mentén (azokkal parhuzamosan) mozognak.

Fizikatorténeti érdekesség, hogy a folyadékok dramlasanak lefrasara felépitett ma-
tematikai apparatust és nyelvezetet késébb mas vektorterek, példaul az elektromos és
magneses terek leirdasdhoz is felhasznaltak. Ezért beszéliink , forrasos” és ,,0rvénymentes”
elektrosztatikus térrol, vagy ,forrasmentes” és ,,6rvényes” méagneses mezorol. Kiilon fur-
csasag, hogy mikozben a folyadékok aramlasa kikeriilt a kozépiskolai tananyaghdl, ezek
az eredetileg az aramlasokra vonatkozo kifejezések az elektromdagneses terekre vonatkoz-
tatva, atvitt értelemben tovabbra is szerepelnek benne.

Kisérlet: Pohl-féle aramvonal késziilék

Az aramvonalak jol szemléltethetok a Pohl-féle dramwvonal késziilékkel. Az
eszkozben két fiiggoleges, atlatszé, parhuzamos lap kozott viz aramlik, mely-
be kicsiny nyilasokon keresztiil festett, szines vizet vezetiink. Ha az aramlas
nem tul gyors, a szintelen és szines csikok egymas mellett mozognak, és kiraj-
zoljak az aramlasi képet, az aramvonalakat. A késziilékkel tanulméanyozhaté
az aramlasi kép kiilonboz6 akadéalyok koriil. 4

Staciondrius dramlds esetén a v(r) sebességtér fiiggetlen az idétél. Ekkor érdemes
bevezetni az dramcsé fogalmat. Az dramcs6 az aramlasi térben egy kis zart gorbén at-
meno aramvonalak altal kialakitott képzeletbeli cs6, melyben a kozeg tigy mozog, hogy
sehol nem hatol at a cs6 ,,falan”, nincsen arra meréleges sebességkomponense. Egy merev
fali csO természetesen egyben dramcsé is (ha az dramlas staciondrius), de a fogalom mas
esetekben is hasznos.
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Tomegaram-stiriiség

Egy dramcsé valamely (tetszéleges) keresztmetszetén idéegység alatt ataramld tomeg

a tomegdram-erdsség:
dm
I,=—.
dt

Az egységnyi (dramldsra merdleges) feliiletre esé tomegaram a tomegdram-siriség:
_ dl,
Jm = 7
dA
melynek mértékegysége kgs™'m 2. A tomegdram-stiriiség a kozeg v sebességével all kap-
csolatban. Egy elemi feliileten dt id6 alatt ataramlé térfogat:

AV = dAvdt |

amibdl az elemi feliileten ataramlé tomegaram-erdsség:

ahol p a kozeg stirtisége. Ebbol a tomegaram-siiriiség:

A

A tomegaram-striség vektoridlis mennyiség, iranya az aramlds irdnyaba mutat, a
sebességgel parhuzamos:
Jm = pv. (8.10)

Ennek alapjan a tomegaram-erésség az aramcso keresztmetszetén elvégzett feliileti
integréallal hatdarozhat6 meg:

I, = /deA:p/VdA. (8.11)

A A

(A mésodik forma akkor érvényes, ha p dllandé.)

A mennyiségek teljes anal6gidban vannak a kozépiskoldbdl ismert I (elektromos)
aramerosséggel (,,toltésdram-erdsség”) és a j aramstiriiséggel (,toltésaram-siriiség”) azzal
a kiilonbséggel, hogy ott az aramlé mennyiség nem a témeg, hanem a toltés.

Az aramlasok kiilénb6z6 szempontok szerint csoportosithatok.
Ahogy lattuk, lehetnek idében véltozdék vagy idében éllandék (staciondriusak). Mi
els6sorban az utobbival foglalkozunk.
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A kozeg lehet Osszenyomhatd vagy dsszenyomhatatian. Ez utdbbi azt jelenti, hogy
a kozeg stirtisége jo kozelitéssel allandd: p = dllandd. A levegé kb. 10m/s sebességig
tekinthetd 6sszenyomhatatlannak.

Az aramlo folyadékokban és gazokban — szemben a nyugvé kozeggel — fellépnek belso
nyiré fesziiltségek, amelyek a kozeg belsd surloddsat okozzak. Sok esetben azonban a belsd
surlédasi erok elhanyagolhatok mas erdk mellett, és az aramlas jo kozelitéssel leirhato
ezek figyelembevétele nélkiil. Az ilyen idealizalt aramlast surloddasmentesnek nevezziik.
Ezzel szemben a valodi aramlasok surloddsosak.

Ha az aramlds nem tul gyors, lehet lamindris (réteges). Ekkor a kozeg részei egy-
méassal parhuzamosan (rétegekben) mozognak, az dramlds lehet staciondrius. Nagyobb
sebességeken az dramlas turbulens (6rvényes) lesz. Ilyenkor a rétegek Osszekeverednek,
az aramvonalak idoben valtoznak, orvények alakulnak ki.

8.3.1. Surlédasmentes aramlas

Surlédasmentes aramlas esetében elhanyagolhaté a kozegen beliil a disszipacio, igy
érvényesiil a mechanikai energia megmaradasa, illetve a rendszer energiajat csak kiilso
er6k munkaja valtoztatja meg. Azonban mielott megfogalmaznank a mechanikai energia
megmaradéasanak aramlé folyadékokra vonatkozé alakjat, egy masik — nem csak a str-
l6dasmentes aramlésokra igaz — Osszefiiggést frunk fel, amely szintén egy megmaradasi
tétel, az anyag- vagy tomegmegmaradds kévetkezménye.

Kontinuitasi egyenlet

Stacionarius dramléds esetében az anyag nem 1ép at az aramcsé falan. Ha az aramlas
kozben nem is keletkezik (és nem is semmisiil meg) anyag — azaz az aramlési tér forrds-
mentes —, akkor az dramcsébe belép6 és az onnan kilépo tomegaram-erésség megegyezik:

]ml = Im2 .

8.13. abra. Kontinuitasi egyenlet
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A (8.11) osszefiiggés alapjdn a 8.13 dbra jeloléseivel

Ha a feliiletek merdlegesek a sebességre (dA || v), akkor a vektorok helyett azok nagy-
sagaval szamolhatunk. Ha ezen kiviil p és v a cs6 keresztmetszete mentén allando, akkor
az integral helyett egyszerli szorzés all:

p1v1 Ay = pavg Ay
Ha a kozeg 6sszenyomhatatlan, és p; = py = p, akkor a kifejezés tovabb egyszertisodik:
V1A = 1Ay,

vagy masképp:
vA = allandé . (8.12)

Ez a kontinuitast egyenlet, amely a tomegmegmaradas torvényének specidlis esete
aramlasokra. Az Iy = vA mennyiség a térfogataram-erésség (id6egység alatt atdramléd
térfogat), amit folydk, patakok esetében wvizhozamnak neveznek (mértékegysége m?/s).

Bernoulli-t6rvény

A kovetkezd levezetésben feltételezziik, hogy az dramléds surlédasmentes, stacionarius
(idében &llandd), és a kozeg dsszenyomhatatlan (p = allandé). Azt is feltételezziik, hogy
az aramcso vékony, és a kozeg sebessége az daramcso keresztmetszetén beliil dllando.

8.14. dbra. Bernoulli-torvény

[rjuk fel a (4.10) munkatételt az dramcs6ben mozgd kozegre, mikozben az egy kicsit
elmozdul! A jelolések a 8.14 abran lathatok.
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A belépéskor és a kilépéskor a kornyezet végez munkat a kozegen:

AWl = F181 = plAlASl = plAV
AWQ = —FQSQ = —pQAQASQ = —pgAV

Itt felhasznaltuk, hogy a (8.12) kontinuitdsi egyenlet miatt A;As; = AV = AyAsy.
A helyzeti és a mozgasi energia megvaltozasa:

AEh = pAVg (h2 — hl)

AFE, = %pAV (v3 —v7) .

Felirva a (4.10) munkatételt:
AW, + AWy = AW = AE = AE, + AE,,,

behelyettesitve a fenti értékeket:

1
(p1 — p2) AV = pAV g (hy — hy) + §pAV (U% — v%) ,

AV -vel egyszertisitve, és az azonos indexili tagokat egy oldalra rendezve:

1 1
p1+ §PU% + pghi = pa + §ﬂ?}§ + pghs ,

vagy masképp:

1
p+ §pv2 + pgh = allandé . (8.13)
Ez a Bernoulli-térvény, amely a mechanikai energia megmaraddsanak specidlis esete
aramlasokra. [32] Hangsulyozzuk, hogy a torvény csak Osszenyomhatatlan kozeg sirlé-

dasmentes, staciondrius aramlasara igaz, vékony aramcsé esetén.

A nyomas és a sebesség kozti kapcsolat még szembeotlébb, ha hy & hs, azaz a helyzeti
energia valtozas elhanyagolhaté a tobbi tag mellett. Ekkor latszik, hogy ahol az aramlas
gyorsabb, ott a nyomas kisebb:

Vo > U = P2 < p1-

Még érdekesebb eredményre jutunk, ha felhasznaljuk a (8.12) kontinuitédsi egyenletet
is, amely szerint a sebesség forditva aranyos az aramcsé keresztmetszetével. Ebbdl az
kovetkezik, hogy ahol a keresztmetszet kicsi, ott a nyomads is kicsi lesz, és forditva, a
nagy keresztmetszetli helyeken a nyomas is nagyobb:

Ay < Ay = P2 < p1-
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(a) Venturi-csé (b) Porlaszté

8.15. dbra. A szikiiletben lecsokken a nyomas

Ez az eredmény nagyon meglepd, hiszen azt varhatnank, hogy az aramlé kozeg épp
a kis keresztmetszetii helyeken ,torlédik Gssze”, és igy épp ott lesz nagyobb nyomaésa.
Jobban belegondolva azonban megérthetjiik, hogy a kontinuitasi egyenlet miatt épp a
sziitkebb helyeken kell gyorsabban aramlania a kozegnek, a felgyorsitasahoz pedig nyo-
maskiilonbség kell, azaz a nyomasnak a sziikiilet el6tti nagyobb keresztmetszetii részen
nagyobbnak kell lennie, mint a sziikiiletben.

Ezen az elven miikodik a 8.15(a) dbran lathatd Venturi-csd, amellyel a kialakuld nyo-
maskiilonbség alapjan az araml6 kozeg sebessége mérhets. A porlaszté (vizpermetezo,
karburator, 8.15(b) dbra) miikodésének alapja szintén a sziikiiletben létrejové nyomés-
csokkenés, amely felszivja a folyadékot a fliggoleges cs6von, amit a nagy sebességii levegd
azonnal apré cseppekre porlaszt.

A Bernoulli-térvénynek van szerepe sok mas jelenség mellett az érsziikiilet és értagulat
kialakuldsdban is. Az érsziikiiletnél — amit elsésorban a dohanyzés okoz — a vér felgyorsul,
nyomasa lecsokken, és igy a kornyezo szovetek még jobban tsszenyomjak az eret, ami
végiil teljesen elzarédhat. Hasonléan, az értagulatban a vér lelassul, nyomasa megnd, igy
az ér még jobban kitagul, és ha nem elég rugalmas, elpattanhat.

Kisérlet: Aerodinamikai paradoxon

Ha egy tolesér kiszélesed6 részébe pingponglabdat helyeziink, és a tolesér
nyakdba belefijunk, a labda nem repiil ki, hanem beszorul a tolcsérbe.
Magyardzat: A nyakban és a labda mellett gyorsabb a levego, igy nyomasa
kisebb, mint a kiszélesed6 részben, igy az ottani nagyobb nyomaéas benyomja
a labdat.

Két parhuzamos, fiiggoleges lap kozé befujunk. A lapok a varakozassal ellen-
tétben nem tavolodnak, hanem egymas felé mozdulnak.

Magyardzat: A lapok kozott daramlo levegének nagyobb a sebessége, és igy
kisebb a nyomaésa, mint a lapokon kiviil.
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Az 6sszeéro lapok teljesen elzarhatjak a levegd utjat. Ezzel viszont megsziinik
a levego aramlasa és a nyomaskiilonbség is, ezért a lapok visszafelé mozognak,
eredeti egyenstlyi helyzetiik felé. Ekkor djra megindul a leveg6 daramlasa, és a
lapok ismét egymas felé mozdulnak. A folyamat eredményeképp a lap rezeg-
ni kezd. Ezt az elvet hasznaljak ki a fivés hangszerek egy részben hasznalt
nyelvsipok (10.9.2 szakasz). 4

8.3.2. Surlédasos aramlas

A valédi folyadékokban az egymashoz képest elmozdulo részek kozott nyirdfesziiltség
1ép fel, amely a relativ sebességet csokkenteni igyekszik. Ez a jelenség a belsd surlodds,
a belso surlodasos folyadékot vagy gazt viszkozus kozegnek nevezziik. A belsé surldédés
disszipativ er6, emiatt csokken a kozeg mechanikai energidja — a (8.13) Bernoulli-egyenlet
nem érvényes.

8.16. abra. Nyomascsokkenés viszkézus folyadékban

A 8.16 abran lathato kisérlet mutatja, hogy a vizszintes csOben — amely allandé ke-
resztmetszeti, és igy a folyadék sebessége is alland6 benne — a hely fiiggvényében valto-
zik, csokken a nyomads. Ez azt jelenti, hogy a valédi folyadékok és gazok esetében allandé
keresztmetszetli cs6ben is nyomaskiilénbségre van sziikség az aramlas fenntartasahoz.

Newton-féle sirlédasi torvény

A bels6 sirlédas torvényszertiségeinek felirasdhoz vizsgéljuk a 8.17(a) dbran lathaté
elrendezést. A folyadék két egymassal parhuzamos, a tavolsagukhoz viszonyitva nagyon
nagy méretil, vizszintes sik feliilet kozott helyezkedik el. A sik lapok feliilete A, tavolsaga
zo- Az xy sikban elhelyezkedd alsé lapot rogzitjiik, mig a felsé lapot x iranyban vy allandé
sebességgel mozgatjuk, amihez — a folyadék bels6 surlodasa miatt — F), erore van sziikség.

A tapasztalat szerint, ha a mozgas nem tul gyors, akkor a felsé lap mozgatdsahoz
sziikséges erd aranyos a vy sebességgel és a feliilletek A nagysagaval, valamint forditva
aranyos a feliiletek zy tavolsagaval:

F, =24, (8.14)
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ahol n a kozegre jellemz (hémérsékletfiiggs) egyiitthatd, a kozeg viszkozitdsa. A viszko-
zitds mértékegysége az Osszefiiggés alapjan Pas.

: 4 Yo, F,
ZO _—
z+dz Fx lv_xj_dvx
1V —_—
F, Vs —
ﬁ“’
ﬁ«’//
0
v=0x
(a) Erdhatdsok a folyadékrétegek kozott (b) Linedris sebességprofil

8.17. abra. Newton-féle surlodasi torvény

A bels6 surlédéds nem a folyadék és a feliiletek, hanem az egymaéshoz képest mozgo
folyadékrétegek kozott 1ép fel. A folyadék tapad a szilard feliiletekhez — tehat a legalsé
folyadékréteg all, a legfelso a feliilettel egyiitt vy sebességgel mozog. Nem til nagy se-
besség esetén a lemezek kozott lamindris (réteges) aramléds alakul ki, azaz a kozeg v,
sebessége csak a z koordinatatdl fiigg.

Egy kivalasztott rétegre a felette és az alatta 1évé réteg altal kifejtett nyirderd hat.
Mivel a folyadékréteg nem gyorsul (az aramlés idében éllandé, staciondrius), a két erd
azonos nagysagu. Eszerint a folyadékon beliil mindenhol ugyanakkorra F, nyirder6 hat.
Mivel a (8.14) sszefiiggés barmilyen z tavolsagra igaz, felirhatjuk dz tavolsagra is:

d
Vo 4

Fx:ndz )

A kifejezést atrendezve
F, do,
— T = 8.15
TCU A 77 dZ I ( )
azaz a nyiréfesziiltség aranyos a sebességgradienssel. Ez a Newton-féle surlodasi torvény.
Mivel a sebességgradiens a kdzegen beliil allando:

dv, g

dz 2z’
a sebesség véltozdsa z irdnyban a folyadékon beliil linedris (8.17(b) dbra):
ve(2) = . (8.16)
<0

A (8.15) Osszefiiggés nem minden kozegre érvényes. Azokat, amelyekre teljesiil, new-
toni folyadékoknak nevezik — ilyen a legtobb egyszerii folyadék és gaz. Ugyanakkor pél-
daul a kolloid-oldatok nem-newtoni folyadékok, amelyekben a viszkozitas nem allando,
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hanem fiigg a nyirofesziiltségtol. Ezek a folyadékok meglepd tulajdonsagokkal rendelkez-
nek: példaul egy étkezési keményitobol késziilt siirti oldaton ugralni lehet — mint egy
kicsit képlékeny, de szilard feliilleten —, de ha lassan mozog, vagy all valaki rajta, akkor
belesiillyed, mint egy nagy viszkozitdsi folyadékba. [33]

Hagen-Poiseuille-torvény

Nem tul nagy sebesség esetén egy kor keresztmetszetii csében is lamindris (réteges)
aramlas alakul ki. A hengerszimmetria miatt a rétegek hengergytirii alakuak, a kozeg
sebessége csak a gytiri sugaratol fiigg. Hatarozzuk meg a sebességprofilt és az aramlashoz
szitkséges nyomaskiilonbséget!

(a) Az r sugaru részre haté erk (b) Forgdsi paraboloid sebességprofil

8.18. 4bra. Aramlis csében

A 8.18(a) abra alapjan felirhatjuk egy [ hosszisdgu, R sugari csé belsejében 1évé
r sugaru folyadékrészre haté erdket. A folyadékrészre a cs6 végein 1éve kiilsé nyomés
és a kornyez6 folyadék belsé surlédasa hat. A folyadék sebessége dllandé (staciondrius
aramlés), igy az er6k eredéje nulla:

pirim — por*n 4+ F, = 0. (8.17)
A surlédési er6t a (8.15) osszefiiggés alapjan irhatjuk fel:
d
F,=1A= n—v2r7rl,
dr
ahol A = 2rnl a hengerpalast feliilete, ahol a nyiréero fellép. A sturldédasi erd természetesen
negativ, hiszen a sebesség a cs6 kozepén a legnagyobb (a fal mentén pedig nulla), és igy

a sebességgradiens negativ.
A surlédasi erd kifejezését behelyettesitve a (8.17) egyenletbe, az egyenletet rendezve,
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a valtozokat szétvalasztva, és kiintegralva:

@ __bh~ p2
dr 2ln
do = 2L P24,
2ln
P1—DP2 o
v(r)=———r"+C.
4ln

A C integralasi allandét a v(R) = 0 peremfeltételbdl kaphatjuk meg (a csé faldnal a
sebesség nulla):

P1— P2 2
= R=.
4ln
Ezt behelyettesitve a csében aramlé folyadék sebessége a sugar fiiggvényében:
P1— D2 2 2
= R* — 8.18
v(r) 10 ( ), (8.18)
a maximalis sebesség pedig:
b1 — D2 9
max —— 0) = R
Umax = v(0) 1

A sebességprofil forgdsi paraboloid alaki (8.18(b) dbra).

A csovon idGegységenként ataramlo folyadékmennyiséget (a tomegaram-erdsséget) a
sebességeloszlasbol a (8.11) osszefiiggés alapjan hatérozhatjuk meg:

R R
Iy = p/v(r)2r7rdr = QZU 7 (P = p2) / ) rdr =
0 0 (8.19)
mp (P1 — p2) (R_4_R_4)_7T_P( — po) R*
2ln 2 4 In

Ez a Hagen-Poiseuille-torvény. [31]
Az id6egységenként dtdramlé térfogat (térfogatdram-erdsség):

I T

Iy="=_"(p—p) R*
\Y% P 8ln (pl p2) )

amibdl a kozeg atlagos sebessége:

IV o IV o P1— p2R Umax '

YT T R T 8l 2
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A jelenség analdg a vezetéken folyé elektromos drammal (azzal a kiilonbséggel, hogy
— egyenaram esetén — az elektromos aramstiriiség a vezeték keresztmetszetén mindenhol
ugyanakkora). Az elektromos dramerésség megfelel§je a térfogatdram-erdsség, az elekt-
romos fesziiltségnek a nyomaskiilonbség. Ennek alapjan a cs6 viszkézus ellenéllésa:

P1— P2 _ 8In
IV 7TR4 .

Az ellenéllas egyenesen aranyos a csé hosszaval és a viszkozitdssal, és forditva aranyos a
cs6 sugaranak — az elektromos ellenallastél eltéréen — negyedik hatvanyaval.

Turbulens aramlas

Ha a kozeg sebességét noveljiik, a tapasztalat szerint egy bizonyos sebesség felett a la-
mindaris aramlasban zavarok keletkeznek, az aramvonalak hullamosak és idoben valtozdok
lesznek, orvények alakulnak ki. Az ilyen aramlds mar nem lamindris, hanem turbulens.
A hatéarsebesség fiigg a kozeg viszkozitasatol, siirtiségétél és a geometriai adatoktdl (pél-
daul a cs6 sugaratol) is. Ezekbél az adatokbdl egy dimenzidtlan mennyiség képezhetd, a
Reynolds-szam [35]

Re = % . (8.20)

A hasonlosagi elmélet szerint két aramlas akkor lesz hasonld, ha a Reynolds-szamuk
megegyezik. Hengeres csében Re 2 1200 érték esetén valik az dramlds turbulenssé.

Turbulens aramlas esetén a csé ellenédllasa jelentosen nagyobb lesz, mint laminéris
aramlasnal. A cs6 fala mellett egy vékony hatarréteg alakul ki, ahol a folyadék sebessége
gyorsan valtozik, és az aramlds erésen orvényes.

8.4. Ko6zegekben mozgd testre haté erok

A 2.4 és a 2.5 szakaszokban mar foglalkoztunk a kdzegellendllds jelenségével. Lattuk,
hogy a sebességtol fiiggden a kozegellenallasi ero a sebességgel vagy a sebesség négyzetével
aranyos is lehet. A kovetkezokben attekintjiik a folyadékban vagy gdazban mozgé testekre
haté erohatasokat.

A relativitas elve értelmében csak a test és a kozeg relativ sebessége szamit, ezért
gyakran all6 testekrdl és a testekhez képest mozgd, dramlé kozegrol fogunk beszélni.

Stokes-torvény

Aranylag kicsi (Re < 1200) sebességek esetén a kozeg az aramlds ttjaba helyezett
test koriil lamindrisan aramlik. Ilyenkor a kozegellenéllas oka a kozeg belsé surldédasa, igy
a kozegellenallasi er6 aranyos a viszkozitdssal és a sebességgel. Az aramvonalkép azonban
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bonyolult, a differencidlegyenletek nemlinedrisak, csak kozelitésekkel (vagy numerikusan)
oldhaték meg.

Gomb alaku test esetében, ha a sebesség nagyon kicsi (Re < 1), és a testet korbevevo
kozeg sokkal nagyobb a testnél, a kozegellenallasi ero:

Fx =6mnro, (8.21)

ahol 7 a gdbmb sugara, v pedig a sebessége a kozeghez képest.

Ez az Osszefiiggés a Stokes-torvény. [30]

Ha a Re < 1 feltétel nem teljesiil, vagy a kozeg nem nagyon nagy kiterjedésii (példaul
a test egy folyadékkal telt cs6ben mozog), akkor a kifejezést mddositani kell.

Kozegellenallas 6rvényes aramlasoknal

Nagyobb sebességeken a test koriili dramlas turbulenssé valik, a test mogott orvé-
nyek alakulnak ki. A kozegellendllast ekkor (elsésorban) az érvények okozzék, ezért az
er0 nagysagat nagyban befolyasolja a test alakja, mégpedig elsésorban nem a homlokfe-
lilleten, hanem az dramlés kilépésénél. A kozegellenallasi erd 1étrejottét tobbféleképp is
megérthetjiik.

Az egyik magyarazat, hogy a test mogotti orvényekben felgyorsul a kozeg aramlasa,
ezért lecsokken a nyomadsa, és a fékezerd ebbdl a nyoméskiilonbséghdl szarmazik. A (8.13)
Bernoulli-egyenlet alapjan a kozegellenallasi eré becslése:

1
F. = ApA ~ §pU2A,

ahol p a kozeg stirtisége, A a test mozgasiranyra meroleges keresztmetszete, v pedig a
kozeghez viszonyitott sebessége. A kozegellenallasi er6 képlete igy:

1
k= §cpAv2 : (8.22)

ahol ¢ a test alakjatol fligg6 dimenzidtlan alak-ellendlldsi tényezo.

A masik megfontolas energetikai: a test mogott a kozeg az érvényekben forogni kezd,
a forgasi energiat a kozegellendllasi er6 munkéja fedezi. Mikozben a test As utat megtesz
AV ~ AAs térfogati orvényt hagy maga mogott. Ennek alapjan az erd:
_ AW N %pUQAV _ lpUQA,
As As 2
a korabbi eredményiinkkel megegyezden.

Az alak-ellenéllasi tényezdt mérésekkel hatdrozzak meg. Ertéke néhany szazadtol
(dramvonalas csepp alak) kb. 1,5-ig (homoru félgombhéj) terjed, gomb esetén 0,47.

A testek kozegellendllasat, a kialakul6 aramlési képet és az orvényeket szamitasokon
kiviil kisérletekkel is vizsgaljak. Erre a célra szélcsatornakat épitenek, ahol a vizsgalt

Fx
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test all, és a levegé mozog. Nagy testek (példaul repiil6gépek) esetében eldszor kicsinyi-
tett modelleken végeznek méréseket olyan koriilmények kozott, hogy a Reynolds-szam
megegyezzen. A Kicsinyitésnek hatart szab, hogy a méret csokkentésével a sebességet
novelni kell (hiszen a Reynolds-szamban a kett szorzata all), és a levegd aerodinamikai
tulajdonsdgai nagy sebességen lényegesen megvaltoznak.

Az orvények keletkezése nem csak a kozegellenallas miatt érdekes. Nagy sebességeknél
az orvények nem szimmetrikusan, hanem felvaltva egyik és masik oldalrél valnak le. Ez
a Kdrman-féle orvénysor. [37] [38] Emiatt lobog a zdszl6, és emiatt adnak hangot a
kifeszitett vezetékek. Az erds szélben kialakulé orvények okoztdk a Tacoma-hid hires
rezonanciakatasztréfajat is. [39)]

Aerodinamikai felhajtéero

A folyadékban vagy gdzban mozgé testre azonban altalaban nem csak a sebességgel
ellentétes iranyu eré hathat. A mozgas iranyara meréleges erchatasok koziil az egyik leg-
fontosabb az aerodinamikai felhajtoerd, amely a repiilogépek szarnyara hat, és a repiil6-
gépet felemeli. Az ero 1étrejottét a szarny specidlis alakja okozza. A bonyolult szamitasok
helyett itt is csak szemléletes magyarazatot adunk a jelenségre.

A szarny specialis, aszimmetrikus alakja miatt a szarny végénél egy éramutato jardsa-
val ellentétes iranyu orvény alakul ki. A perdiiletmegmaradas tétele miatt a szarny koriil
egy ellentétes iranyu, az éramutato jarasaval megegyezé iranyu zart aramléds, gyneve-
zett cirkuldcio keletkezik (8.19(a) dbra). Ez az dramlds szuperpondlédik a szarny haladé
mozgasabdl adodd aramlassal, igy a szarny felett a sebességek Osszeadddnak, alatta pe-
dig kivonddnak (8.19(b) dbra). Az emel6er6t a szérny feletti nagyobb sebesség miatt
kialakulé nyomaéascstkkenés okozza.

(a) Cirkulécié (b) A kialakulé dramlasi kép

8.19. dbra. Aerodinamikai felhajtéerd

A szérnyra az Fy aerodinamikai felhajtéerén kiviil természetesen hat a kozegellen-
allds is (Fyx). Motoros repiildgépeknél ezt a motor hajtéereje ellensulyozza. Vitorlazo
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repiilégépeknél a gép siillyedése fedezi a kozegellendllas miatt elvesz6 energiat, igy a fel-
hajtéert és a kozegellenallasi er6 hanyadosa hatarozza meg azt a sikldsi szoget, amellyel
nyugalomban 1év6 levegében a gép ereszkedik.

Magnus-effektus

Hasonloképp magyarazhaté a haladé és forgémozgast végzo testekre haté oldaliranyu
(a mozgdas irdnyara merdleges) erd is.

Ha egy szimmetrikus test nem forog, koriilotte szimmetrikus aramvonalkép alakul
ki (8.20(a) 4bra). Ha a test forog, a feliiletéhez tapadd kozeg vele egyiitt forogni kezd,
és a test koriil cirkulacié alakul ki (8.20(b) abra). A halad¢ és forgémozgést végzo test
esetében ez a két aramlas szuperpondlédik, és igy a test egyik oldalan nagyobb, a masik
oldaldn kisebb sebesség alakul ki (8.20(c) dbra). Az eltér6 sebességbdl ad6dé nyomaskii-
16nbség miatt oldalirdnyt eré 1ép fel. Ez a Magnus-effektus. [10]

- R
Ve .Za{\\\
— Tk
\/ \/
(a) Szimmetrikus dramlds (b) Cirkulacié (c) A kialakul6 aramlési kép

8.20. abra. Magnus-effektus

A Magnus-effektus miatt egy fiiggoleges tengelye koriil megporgetett labdara oldal-
irdnyu erck hatnak, amely a labdét kitériti palyasikjabol. Ezért lehet példéul szogletbol
kozvetleniil gélt rigni. Ha a labda vizszintes tengely koriil forog, akkor a Magnus-effektus
miatt fiiggbleges iranyban hat egy jarulékos erd, amely a réppalyat meghosszabbitja, vagy
éppen leroviditi.

A Magnus-effektus fontos a forgo 16vedékek mozgasanal is, a palyaszamitasnal ezt is
figyelembe kell venni. Epﬁltek olyan ,vitorlas” hajék is, melyek a Magnus-effektust hasz-
nositjak: a hajokon nagy, forgé hengerek allnak, melyeken megfelel6 forgdsirany esetén
az oldalszél hatdsara elére mutatéd eréhatéas ébred.
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9. fejezet

Rezgések

A konyv els6 részében a pontszerii testektdl a folyadékokig egyre bonyolultabb mo-
dellekkel irtuk le a mozgasokat. A masodik részben ezeket a leirdasmoédokat hasznalva
részletesebben foglalkozunk a mechanikai rezgésekkel és hullamokkal. Ezek a mozgésfor-
mak alapvetok a természetben, az itt megismert fogalmak, lefrasmoédok és matematikai
modszerek jol haszndlhatok lesznek mas rezgések és hullamjelenségek vizsgalatanal is.

Rezgésnek neveziink tagabb értelemben minden olyan jelenséget, ahol valamilyen
mennyiség egy tartomanyon beliil ingadozik. A mechanikai rezgések mellett ilyen pél-
daul a valtakozo fesziiltség és aram, az elektromos és magneses mez6 az elektromagneses
hullamban, a napi vagy éves homérséklet-ingadozas, vagy a fizikan kiviili teriiletekrol
példaul a tozsdei arfolyamok valtozasa.

9.1. Harmonikus rezgések

A rezgés idobeli lefolyasa nem feltétleniil periodikus, legtobbszor a tobbé-kevésbé
periodikus jelenségek is idével csillapodnak, az idojarasi adatok vagy arfolyamok sok té-
nyez6tol befolyéasolt valtozasa pedig nyilvanvaléan aperiodikus. Azonban meglepé médon
egészen egyszeril mechanikai rendszerek is mozoghatnak ,,szabalytalanul”, ilyen példaul
a kaotikus kettds inga (vided [8][41])

Egy periodikus rezgést is altalaban bonyolult fiiggvény jellemez. A kiillonboz6 periodi-
kus fiiggvények koziil azonban elméleti és gyakorlati szempontbdl is kiemelkednek a har-
monikus (azaz szinuszos vagy koszinuszos) fiiggvények. JelentGségiiket egyrészt az adja,
hogy a legegyszerlibb rezg6 rendszerek mozgasat ilyen fiiggvények irjak le, masrészt har-
monikus fiiggvények Osszegeként, illetve integraljaként barmely periodikus, illetve ape-
riodikus fliggvény eléallithato (lasd a 9.2 szakaszt). Ezért a tovabbiakban elsGsorban
harmonikus rezgésekkel foglalkozunk, azaz olyan rezgésekkel, melyek idébeli valtozasat
harmonikus fiiggvény irja le.
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9.1.1. Szabad rezgés

Sokféleképp létrehozhatunk (j6 kozelitéssel) szabad harmonikus mechanikai rezgést.
Az egyik legegyszerlibb lehetOség, ha egy felfiiggesztett rugéra egy testet akasztunk, és
azt kitéritjiik nyugalmi helyzetébél (9.1(a) dbra). A test kitérés—id6 fiiggvénye:

z(t) = Asin (wot + ) . (9.1)

A kifejezésben az A amplitids a test maximalis kitérését adja meg az egyensulyi
helyzethez képest. A szinusz fliggvény argumentuma (a zardjelben 1é6v6é dimenzidtlan
kifejezés) a rezgés fdzisa. Az wy kirfrekvencia a mozgés id6beli szaporasagét jellemzi.
Mértékegysége 1/s, és azt adja meg, hogy id6egységenként mennyit véltozik a fazis. A ¢
kezddfazis a fazis értéke a t = 0 idopillanatban.

Minden szabad harmonikus rezgést ilyen fiiggvénnyel irhatunk le, csak a kiillonb6zo je-
lenségeknél a kitérés helyett mas mennyiség all, példaul a torzids rezgéseknél szogkitérés,
az elektromos rezgéseknél fesziiltség vagy dramerdsség, és igy tovabb.

A rezgés idébeli lefolydsét jellemzi a korfrekvencian kiviil a periddusidé (1) és ennek
reciproka, a frekvencia (fy) is. Egy teljes periddus alatt a fazis 2m-vel valtozik, igy:

2 ) 1 wo
Ty = w_o és fo= To =5
A frekvencia mértékegysége a definici6 alapjan szintén 1/s, de azért, hogy megkiilonboz-
tessiik a korfrekvenciatdl, szokas helyette a hertz (Hz) jelolés hasznélata.

Egy masik példdja a szabad harmonikus rezgésnek a 9.1(b) dbrén lathaté. Itt a jol
csapagyazott kiskocsira vizszintes iranyban csak a rugo ereje hat, igy a mozgas dinamikai
leirdsa kiilonosen egyszerti.

(a) Rugdra akasztott test (b) Jol csapdgyazott kiskocsi

9.1. abra. Szabad harmonikus rezgés

Tovabbi példak: harmonikus torzids rezgések a 6.4.1 szakaszban targyalt ingamozga-
sok, ahol a szogkitérés az idé harmonikus fiiggvénye.
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Elektromos példa a halézati fesziiltség: az er6mi generatoraiban a homogén magneses
térben forgd tekercsekben szinuszosan valtozé fesziiltség indukalodik:

U(t) = Usin (wot + ¢) .

Kisérlet: Rezg6mozgas grafikonja, kormozgas és rezgémozgas
Harmonikus rezgémozgast végeznek egy egyik végén befogott, vizszintesen
megrezgetett rugalmas palca pontjai is. Ha a pélca szabad végéhez fémtiit
rogzitiink, és alatta egy kormozott iiveglapot mozgatunk egyenletes sebesség-
gel a rezgésre meréleges iranyban, akkor a tii felrajzolja a (9.1) kitérés-id6
fiiggvény grafikonjat. A grafikonrdl leolvashaté a rezgés amplitiddja, és az
iiveglap sebességének ismeretében a rezgés periddusideje is.

Egy A hosszisagu rad egyik végére kis gombot rogzitiink. A rudat wg szog-
sebességgel forgatjuk a masik vége koriil, igy a kis gomb A sugaru pélyan
egyenletes kormozgast végez. Ha a mozgast a korpalya sikjaban parhuzamos
fénynyalabbal kivetitjiik, akkor a kis gomb arnyéka A amplitudoji, wy kor-
frekvenciaju harmonikus rezgémozgast végez. Ez a kisérlet jol szemlélteti a
kormozgas és a rezgémozgas kozotti kapcesolatot, és megmagyarazza a kor-
frekvencia sz6 eredetét is. ¢

A (9.1) kifejezést matematikailag tobbféle alakban is leirhatjuk. Szinuszfiiggvény he-
lyett hasznalhatunk koszinuszfiiggvényt is:

z(t) = Acos (wot + ¢') ,

ahol ¢/ = p—m/2. Atalakithatjuk a kifejezést a szogfiiggvények azonossagait felhasznalva
egy szinusz- és egy koszinuszfiiggvény Osszegére is:

x(t) = Asin (wot + ) = Acos @ sinwyt + Asin p coswot =

= Ay sinwyt + Ay coswyt .

Bonyolultabb feladatoknal hasznos a komplex irasmaod. Felhasznaljuk, hogy a komplex
szamok korében .
e =cosa+isina.

A szabad rezgés komplex idofiiggvénye:
z*(t) = Aellotte) (9.2)
melynek valés része megadja a (valés) kitérés—idé fiiggvényt (koszinuszos alakban):

z(t) = Re[z*(t)] = Acos (wot + ¢) .
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Szabad rezgés kinematikaja

Ahogy azt az 1.3 szakaszban lattuk, a rezgémozgds sebessége és gyorsuldsa a (9.1)
kifejezésbdl id6 szerinti derivalassal megkaphato:

x(t) = Asin (wot + @)

dax(t
v, (t) = Zi ) = Awy cos (wot + @)

B dov,(t) B dzx(t)
At de?

Ennek alapjan egy m tomegii, harmonikus rezgémozgast végzo testre hato ero:

a,(t) = —Aw] sin (wot + ¢) = —wiz(t) .

2
F, = ma, = —muwjx,

ahol mw? egy allandd. Tehat a harmonikus rezgémozgashoz linedris (a kitéréssel ardnyos)

visszatérito erore van sziikség, ahogy ezt mar a 2.5 szakaszban is megfogalmaztuk.

Szabad rezgés dinamikaja

A 9.1(b) dbréan 16v6 elrendezésben a kiskocsira vizszintes irdnyban csak a rugderé hat
(a fiiggbleges erék ereddje pedig nulla), igy a testre haté erdk eredéje ardnyos a test x
elmozduldsaval (és az ardnyossagi tényezd negativ):

F,=—-Dx.
A mozgéasegyenlet:
d?z
F,=ma, = m—,
dt?
behelyettesitve az erot, m-mel elosztva és nullara rendezve:
d%x N D 0
— +—x=0.
dez - m

Felhasznélva, hogy x egyiitthatéja pozitiv, vezessiik be a kovetkezo jelolést:
D 2
m

és ezt helyettesitsiik be az egyenletbe:

d?x
Ennek a mdsodfoki homogén linedris differencidlegyenletnek az altalanos megoldasa
a (9.1) id6fuggvény:
z(t) = Asin (wot + @) ,
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ahol

/D
Wy = —
m

a rezg6 rendszer fizikai paraméterei dltal meghatarozott allandd, A és ¢ viszont a mozgés
kezdeti feltételeit6l, azaz x(0) és v, (0) értékétdl fugg.

Fonalinga

A fondlinga, vagy matematikai inga egy [ hosszusagu vékony, nyudjthatatlan fonal-
ra kotott m tomegli pontszerii test (6.4.1 szakasz). Ha az ingat fiiggbleges egyensilyi
helyzetébdl a szoggel kitéritjiik, a testre hat6 tangencidlis (érintéirany) visszatérito erd:

Fi = —mgsina,
a tangencialis gyorsulas:
81 d?a ;
a; = Pl = —1.
' d?
Felirva az F, = ma, mozgasegyenletet, azt egyszertisitve és nullara rendezve:
d?a g
— + >sina=0.
dez 1

Ez egy nemlinearis differencidlegyenlet, amelyet csak numerikusan vagy kozelitésekkel
oldhatunk meg. Ha « kicsi, akkor hasznélhatjuk a kévetkezo kozelitést:

a1 = sina ~ a,

amit behelyettesitve a differencidlegyenletbe az linearissa valik:

d?a g
— +Za=0.
a7
Vezessiik be itt is a
g 9
7~
jelolést, ezzel:
d%a
W + wga =0.

Ez a differencidlegyenlet ugyanolyan alakd, mint a (9.3) differencidlegyenlet (csak z
helyett v a valtozd), igy megoldasa is ugyanolyan alaku:

a(t) = Qmax Sin (wot + ¢)

w:ﬁ
0 l,

a rendszer paramétereit6l (az inga hosszatdl és a nehézségi gyorsulastol) fiiggd allando,
Az Qimax amplitido és a ¢ kezdbfazis pedig a kezdeti feltételektdl fiiggd értékek (vided [2]).

ahol a korfrekvencia:
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A rezg6 rendszer energiaviszonyai

Vizsgédljuk a 9.1(b) abran lathaté rezgd rendszer energiaviszonyait! A kiskocsi viz-
szintesen mozog, ezért gravitdciés helyzeti energidja dllandé (valaszthatjuk nulldnak).
A rendszernek igy csak rugalmas helyzeti energidja és mozgasi energidja van. A teljes
mechanikai energia ezek Osszege:

1 1 1 1
E(t) = §D [z(t))* + 3" [ (t)])* = §DA2 sin® (wot + ) + §mA2w§ cos? (wot + ) .

Felhasznalva az mw? = D osszefiiggést:
1 1

A teljes mechanikai energia tehat idoben éllandé. Az energia a rezgés folyaman folyama-
tosan adédik 4t ide-oda a mozgdsi energia és a rugalmas helyzeti energia kozott. A 9.2(a)
abrén a kitérés, a 9.2(b) dbran az id6 fiiggvényében dbrazoltuk a két energiatagot (¢ = 0).

E
E,
Ly,
A 4 X t
(a) A kitérés fiiggvényében (b) Az idé fiiggvényében

9.2. abra. A rezgd rendszer energiaviszonyai

Megjegyezziik, hogy a 9.1(a) dbrdn lathaté rezgd rendszer dinamikai és energetikai
szempontbdl is bonyolultabb, hiszen itt a mozgasegyenletnél a nehézségi erot, illetve az
energiamérlegnél a gravitaciés helyzeti energiat is figyelembe kell venni. Kénnyen belat-
haté azonban, hogy a dinamikai egyenletek valtozatlanok lesznek, ha az x = 0 helyet
nem a nytjtatlan allapotnal, hanem az egyensilyi helyzetnél vélasztjuk meg (ahol vi-
szont a rugd a testre haté nehézségi eré miatt méar meg van nyulva). Ehhez hasonléan
konnyen belathato, hogy ha a gravitaciés helyzeti energia nullszintjét megfelel6en valaszt-
juk, akkor a teljes helyzeti energia (a gravitdcids és a rugalmas helyzeti energidk dsszege)
kifejezése szintén véltozatlan marad. (Ellenkez6 esetben megjelenik egy konstans tag,
amely az energia idébeli dllanddsdgéan természetesen nem valtoztat.)

A feladat részletes végiggondolasat az olvaséra bizzuk.
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Analogia: elektromos rezg6kor

A szabad mechanikai rezgéssel analég aramkor egy tekercsbél és kondenzatorbol allo
csillapitatlan rezg6kor (9.3 dbra).

9.3. dbra. Csillapitatlan elektromos rezgokor

A két dramkori elem fesziiltségének dsszege nulla (huroktorvény), aramuk megegyezik
(csoméponti torvény). Ezt és az dramkori elemeket leir6 Osszefiiggéseket felhaszndlva:

dl
o Li_tU dU. d2r
Izcd—f:—cd—fz—cm@.
Atrendezve, és bevezetve az
jelolést: ,
% +wil =0.

Ismét a (9.3) egyenlettel azonos alaku differencidlegyenletet kaptunk (csak most I a
véltozd), tehat a megoldas is azonos alaku:

I(t) = Isin (wot + @)

dl . .
Uc(t) = =UL(t) = —L— = — Llwg cos (wot + ) = —U cos (wot + ¢) ,

at
R
Yo =\To

ismét a rezgd rendszer (az aramkori elemek) adatai dltal meghatarozott dllandd, I és ©
pedig a kezdeti feltételektdl fiiggo értékek.
Az elektromos rezgékor teljes elektromégneses energiaja a tekercsben kialakuldé mag-
neses tér és a kondenzatorban kialakulé elektromos tér energidjanak osszege:
1

1 1 . 1 .
E(t) = §L [1(t)] + 50 [Ue(t)]? = §L12 sin? (wot + @) + §C'L212w(2) cos? (wot + ) .

ahol
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Felhaszndlva a C'Lwi = 1 dsszefiiggést
]_ 29 -2 2 1 72
E(t) = 5Ll [sin® (wot + @) + cos® (wot + ¢)] = SLI

azaz a teljes energia a mechanikai rezgé rendszerhez hasonléan idében allando.

9.1.2. Csillapitott rezgés

Egy magéara hagyott rezgés amplitiddja folyamatosan csokken, majd a rezgés meg-
szlinik. A disszipéacio oka lehet a mozgé testre haté kozegellendllas vagy surlédas, de ha
ezeket kikiiszoboljiik, akkor is lesz veszteség a rugd anyagéban. (Egy anyag se tokéletesen
rugalmas, a deformacios gérbének mindig van valamekkora kicsiny hiszterézise, melynek
teriilete éppen a deforméciés munka.)

A kovetkezokben — matematikai egyszertisége miatt — csak olyan csillapitassal foglal-
kozunk, ahol a disszipativ erd a test sebességével aranyos. Ahogy lattuk, ilyen a viszkdézus
kozegellendllds (8.4 szakasz), de szintén sebességgel aranyos fékezer6t eredményez egy
mozgd magnes altal keltett orvényaram is. A csillapitott rezgés egyszerti modellje lathaté

a 9.4 abran.
X
0

9.4. abra. Csillapitott rezgés

A szabad rezgés mozgasegyenlete kiegésziil a sebességgel ardnyos csillapité erével:
ma = —Dx — kv,

ahol k a csillapitas erdsségét jellemzo6 allando. A gyorsuldst és a sebességet derivaltakkal
kifejezve, a tomeggel atosztva, és az egyenletet nullara rendezve:

d%x N kE dz N D 0
— 4+ —— 4+ —2=0.
dtz2  mdt m
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

— = wj és — =20.
m m
wp mAr ismerds — ez a csillapitatlan rezgd rendszer sajatkorfrekvencidja (ilyen korfrek-
vencidval rezegne a rendszer, ha nem lenne csillapitas). § a csillapitdsi tényezd, mérték-
egysége wo-hoz hasonléan 1/s, és k-hoz hasonldan szintén a csillapitas er6sségét mutatja.
Ezeket a helyettesitéseket beirva megkapjuk a csillapitott rezgés differencidlegyenle-
tét: P2 4
x x
P 25E +wiz=0. (9.4)
Ez a (9.3) egyenlethez hasonléan méasodrend homogén linedris differencidlegyenlet, de
itt a valtozo elso derivaltja is el6fordul.
Az ilyen differencidlegyenletek megoldasait

z(t) = eM

alakban keressiik, ahol A komplex szam. Helyettesitsiik be a prébafiiggvényt a differen-
cidlegyenletbe:
N2+ 28NN + wiet =0,

és egyszertsitsiink a

e/\t%o

tényezdvel. fgy mar a differencidlegyenlet helyett egy kozonséges masodfoki egyenletet
kapunk a prébafiiggvény kitevéjében szerepld A komplex mennyiségre:

N+ 28\ +wi =0,

Ennek megoldédsa a masodfoki egyenlet megolddképlete alapjan:

—283 + 1/46? — 42
Ao = b 25 0= B+4/82—ud.

Lathatjuk, hogy az egyenlet megoldasa teljesen mas lesz, attdl fiiggoen, hogy a 3 csil-
lapitasi tényezo és az wy csillapitatlan sajatkorfrekvencia koziil melyik nagyobb. Harom
esetet kiilonboztetiink meg:

B > wy nagy csillapitas,
b= wy hatareset ,

B < wy kis csillapitas .
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Tlcsillapitott rezgés

Nagy csillapitas esetén, ha 5 > wy, a masodfoki egyenletnek két valés megoldasa
van:

M =—B—1/B—wp

)\2:—54—\/52—&)(2).

A mozgést leiré ido fiiggvényt a két probafiiggvény linedris kombindciojaként kapjuk
meg. Ennek felirasdhoz vezessiik be a [y és By pozitiv mennyiségeket:

fi=—-M=0+/—wi>0
Bo= A =0—1/B*—wi>0,
amelyeket felhasznalva a kitérés—ido fiiggvény:
z(t) = Aje P 4 Age P2t (9.5)

(1 és [y a rendszer paramétereitol fiiggd allandok, Aq és A, értékét viszont a kezdeti
feltételek hatarozzak meg.

X X

(a) A1 >06s Ay >0 (b) A = —Ay

9.5. abra. Tulcsillapitott rezgés

A 9.5(a) dbrén lathat6 esetben a testet kitéritjiik, és nyugalmi helyzetében elengedjiik.
llyenkor A; > 0 és Ay > 0, a mozgas két exponencidlis lecsengés Osszege. A 9.5(b)
abran lathato esetben az egyensulyi helyzetben 1évo testet valamekkora kezddsebességgel
meglokjiik. Ekkor A; = —A,.

Figyeljiik meg, hogy egyik esetben sem jon létre valédi rezgés ( a test nem lendiil 4t
az egyensulyi helyzeten). Ezért nevezziik ezt az esetet tilcsillapitott rezgésnek.
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Aperiodikus hatareset

Ha 8 = wy, akkor az egyenletnek csak egy megoldasa van:
>\1 - /\2 = —ﬂ .

Ilyenkor a differencidlegyenlet megoldasaban a probafiiggvény t-szerese is megjelenik
(ennek helyességérol visszahelyettesitéssel lehet meggyézdni), a megoldas ismét két tag
linedris kombinécidja:

o(t) = Aje P 4 Agte™" . (9.6)
Itt Ay és Ag ismét a kezdeti feltételektél fiiggd allanddk (az utébbi mértékegysége m/s).

Ez a hatéareset vélasztja el a tulcsillapitott rezgést a tényleges csillapitott rezgémoz-

gastol, ezért nevezziik aperiodikus hataresetnek.

Csillapitott rezgés

Ha a csillapitas nem tul nagy, 8 < wq, akkor a masodfoku egyenletnek két komplex

gyoke van:
A =-0B+iywi—p2=—-F+iu
o= —B—iyJui— B2 = —B—id,

ahol 7 a képzetes egység, és
W' =1/wd - 52, (9.7)

a csillapitott rezgés korfrekvencidja.
A megoldas most is a két prébafiiggvény linedaris kombindcidja:

x(t) = ANt Age?t

ahol A; és As kezdeti feltételektdl fiiggd komplex értékek. Az idéfiiggvénynek azonban —
értelemszertien — valésnak kell lennie.

Helyettesitsiik be A1 és Ay értékét, és alakitsuk at a kifejezést a trigonometrikus
fiiggvények és a képzetes hatvanyok kozti kapcsolat felhasznaldsaval:

z(t) = ARt L g p(=Biwt — =Bt <A16iwlt + Aze_i“’/t> =

A+ Ay ! Ay —As o
— e*ﬁt 11 Ay (elw t + oW t) + 1 2 <ezwt _ e W t) —
2 2
eiw’t + efiw’t eiw/t o efiw’t
2

5 +i (A — Ay)

— e M [Azcosw't + Agsinw't] = Age™ sin(w't + @) .

=t {(Al + Ay)
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Az A3 = A1 + Ay és az Ay = i(A; — Ap) értékek mér valds szamok.
A csillapitott rezgés idoéfiiggvénye tehat:

z(t) = Age PP sin(w't + ), (9.8)

D k
W =/wi — 52, wo =1/ — és B=—.
m 2m

Az Ay és ¢ értékeket most is a kezdeti feltételekbdl kell meghatérozni.

ahol

9.6. abra. Csillapitott rezgés kitérés—id¢6 fiiggvénye

A 9.6 abran lathaté egy csillapitott rezgés kitérés—ido grafikonja. A fiiggvény — kiilo-
nosen kis csillapitdsnal — felfoghaté gy, mint egy id6ben lassan csokkend amplitudéji, w’
korfrekvenciaji harmonikus rezgés. A kitérés—ido fiiggvény burkoldi az exponencialisan
lecsengd Age™Pt és —Age P fiiggvények (az abrdn szaggatott vonalak).

Figyeljiink arra, hogy mikozben az amplitidé csokken, a periodusidé nem valtozik! A
maximumok és minimumok is 7" = 27 /w’ idénként, a zérushelyek 7'/2 idénként kovetik
egymast. (Ugyanakkor a széls6értékek nem két zérushely kozt félidében vannak.)

A csillapitott rezgés energiaviszonyai

Lattuk, hogy a csillapodés jellegét [ és wy viszonya hatarozza meg. A csillapitas
er0sségét ezen kiviil szokas jellemezni a dimenzidtlan csillapitdasi hanyadossal:

_ x(t) — BT
z(t+1T) ’

és ennek természetes alapu logaritmusaval, a logaritmikus dekrementummal:

A=InK =pT.
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A csillapodo rendszer teljes mechanikai energidja a disszipacié miatt csokken:

1 1
Euyzappﬂm2=§DA&4W=J%a%ﬁ

Ennek alapjan:
dE

At
a fazis 1rad megvéltozas alatti energiavaltozas abszolut értéke (kis csillapitdsnél):

= —28E,

T dE 1 23
AF g = —— = ~
[AE raa 27 dt W' wo

Ennek alapjan bevezetjiik a szintén dimenzidtlan josdgi tényezd fogalmat:

FE Wo

Q - |AE1rad| - %

(9.9)

(A név arra utal, hogy bizonyos esetekben — példdul elektromos rezgékoroknél — az a jd,
ha a csillapités kicsi.)

Elektromos rezgokorokben elsésorban a vezetékek ohmos ellenallasa okozza a csillapi-
tast (9.7 dbra). Az elektromégneses energia az ellendlldson keletkezd Joule-hé formajéaban
disszipalodik.

Ha a csillapitatlan LC-korhoz hasonléan felirjuk az aramkor egyenleteit, akkor a (9.4)
osszefiiggéssel analég differencialegyenletet kapunk. Ebbol kovetkezden a probléma meg-
oldésa is analdg a csillapitott mechanikai rezgésre kapott megoldédssal. A csillapitott

elektromos rezgokornél:
1 , R
“w=\ieg © P

Nagy frekvencian a Joule-h6 mellett a sugarzasi veszteség is szamottevo: az energia
elektromagneses sugarzas formajaban tavozik.

9.7. dbra. Csillapitott elektromos rezgékor
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9.1.3. Kényszerrezgés, rezonancia

Ha azt szeretnénk, hogy a rezgés a csillapitas ellenére sokaig fennmaradjon, akkor az
elvesz6 energiat folyamatosan pétolni kell.

Megfigyelés: Hintazas

Hintazaskor kisgyerekeknél a foldon allo sziilo 16kdosi a hintat. Késobb megta-
nul az ember hintdzni, rdérez arra, hogyan kell a hintat , hajtani”. A felsétest
és a labak mozgatasaval akar novelni is lehet a lengés amplitidéjat. Ahhoz
azonban, hogy ez sikeriiljon, nem elég 6ssze-vissza rugdosni: a mozdulatokat
megfelelo frekvencidval és megfelel6 fdzisban kell végezni. ¢

Kiilonbo6zé rezgo rendszerek energiapdtlasa sokféleképp megvaldsithato. A 9.8 abran
lathaté egyszerti modellben az energia potlasat ugy biztositjuk, hogy a rugé felsé végét
periodikusan, idoben szinuszos fiiggvény szerint fel-le mozgatjuk, és ezzel a testre — a
rugén keresztiil — idOben szinuszosan valtozo erét fejtiink ki. A jelenség neve kényszer-
rezgés, mert — mint latni fogjuk — allandosult allapotban a kiilsé er6 ,rakényszeriti” a

sajat frekvencidjat a rendszerre.
X
0

9.8. abra. Kényszerrezgés

A testre hat6 kényszererd
k= Fysinwt,

ahol Fy a maximalis kényszererd, w pedig a kényszer korfrekvencidja. (Ehhez a rugé felsé
végét Fy/D amplitiidéval kell mozgatni.) A kezd6fazist az egyszeriliség kedvéért nulldnak
valasztottuk.

A mozgasegyenletet konnyen felirhatjuk, ha a csillapitott rezgés mozgasegyenletét
kiegészitjiik ezzel a taggal:

ma = —Dx — kv + Fysinwt .

163



A gyorsulast és a sebességet ismét derivaltakkal kifejezve, m-mel atosztva, és rendezve:

d?z kdex D 0 i ot
— 4+ —— 4+ —x = —sinwt.
dt2  mdt m m

Hasznéljuk a részben mar korabban bevezetett jeloléseket:

D k F
Z=wl, S =28 & 2=t
m m m

Ezeket beirva a kényszerrezgést végzo test differencidlegyenlete:

2
(jin + 2ﬁi—f +wir = fysinwt. (9.10)
Ez egy inhomogén differencidlegyenlet, melynek altalanos megoldasat gy kaphatjuk meg,
hogy a hozza tartozé homogén differencialegyenlet altalanos megoldasdhoz hozzdadjuk
az inhomogén differencidlegyenlet egy (partikuldris) megoldasat.

A homogén differencidlegyenlet a csillapitott rezgés (9.4) differencidlegyenlete, en-
nek megolddsdt mar ismerjiik. Mivel ez a tag id6vel elhal, tranziens (dtmeneti) tagnak
nevezziik:

rp(t) = Age Pt sin(w't 4 ¢q), (9.11)

W/: \/w8_627

Ag és g pedig a kezdetei feltételektol fiiggd allandok.
Az dllandosult rezgés korfrekvencidja a tapasztalat szerint megegyezik a kényszererd
w korfrekvencidjaval, ezért az allanddésult tagot a kovetkezo alakban keressiik:

ahol

x4(t) = Asin(wt — @), (9.12)
ahol A és ¢ értékét (az allandosult rezgés amplitiddjat és a kényszerhez viszonyitott
faziskiilonbségét) kell meghataroznunk.

A (9.10) egyenlet teljes megolddsa a tranziens és az allandésult tag dsszege:

2(t) = wo(t) +w4(t).

Fejezziik ki a (9.12) prébafiiggvény id6 szerinti derivaltjait:

dz

% = Aw cos(wt — ¢)
%z

deA = —Aw?sin(wt — ),
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és helyettesitsiik be a (9.10) differencidlegyenletbe:
—Aw? sin(wt — ) + 28Aw cos(wt — ) + wiAsin(wt — @) = fosinwt.
A fliggvényegyenletet rendezve és a trigonometrikus kifejezéseket felbontva:
A (wg — w?) (sinwt cos ¢ — coswt sin p) + 2BAw(coswt cos p + sinwt sin @) = fosinwt
majd az egyenletet nullara rendezve:

[A (w% — wz) cos p + 20 Awsin p — fo} sin wt+

9.13
+ [~ A (wg — w?) sing + 284w cos ¢] coswt = 0. (9-13)

A fliggvényegyenlet csak akkor teljesiilhet minden idépillanatban, ha a (9.13) egyen-
letben sinwt és coswt egyiitthatdi is nullak, azaz:

A (wg — wQ) cosp + 2BAwsiny = f
—A (wg — wQ) sinp + 26Awcosp = 0.

Ez mar egy kozonséges kétismeretlenes egyenletrendszer A-ra és ¢-re.
A két egyenletet négyzetre emelve:

A? (wg — w2)2 cos® p + 4PwA? (wg — w2) cos @ sin p + 432 A%w?sin® p = f2
A? (wf — w2)2 sin® p — 4fwA® (wi — w?) cos psinp + 487 A%w? cos® ¢ = 0,
majd az egyenleteket Osszeadva:
A2 (o2 — W) L ARPAS = f2

amibdl az allanddsult rezgés amplitudéja:

A= Jo . (9.14)
\/(wg —w?)® +4p5%0°
A masodik egyenletbdl
A (wg — w2) sinp = 20Awcos @,
amibol a rezgdérendszer faziskésése a kényszerhez viszonyitva:
tgp = % : p = arctg % : (9.15)

Jegyezziik meg, hogy A és ¢ nem fiigg a kezdeti feltételektol! Ertékiiket a rezgé
rendszer és a kényszer paraméterei hatarozzéak meg.

165



9.9. dbra. Rezonanciagorbék

Amplitidoérezonancia

A 9.9 dbran a (9.14) kifejezés alapjan az dllandésult rezgés A amplituddjat dbrazoltuk
a kényszer w frekvencidjanak fiiggvényében, kiillonbozo [ csillapitasi tényezok esetén.
Nagyon kicsi (kozel nulla) frekvencidn:

Jo _ B
wi D’

A(0) =
azaz a rezgd test amplituddja megegyezik azzal az amplitidoval, amivel a rugo tetejét
mozgatjuk.

Nagyon nagy frekvencian:
A(oo) = lim A(w) =0.
w—r00
A kettd kozott viszont a rezgés amplituddja — kiilonosen kis csillapitds esetén — sokkal
nagyobb lehet a kényszer amplituddjanal. Ez a rezonancia jelensége.
A rezonancia nagyon fontos a fizika szamos teriiletén és a gyakorlati életben is. Nagyon

sok eszkoz miikodésének az alapja, ugyanakkor a nagyon naggya valé amplitido veszélyes
is lehet. Néhany ezzel kapcsolatos jelenséget a 9.1.4 szakaszban ismertetiink.

Az a korfrekvencia, ahol az amplitidé maximalis, a rezonanciakérfrekvencia. Az w,
rezonanciakorfrekvencia meghatarozdsdhoz derivaljuk az A(w) fiiggvényt w szerint, és a
derivéltat tegyiik egyenlévé nullaval:

dA(w 1
d( ):_5 Jo - [—4 (wf — w?) w+8B°w] =0
w 3
( — w2)? + 4822
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A kifejezés akkor nulla, ha az utolsé tényezo nulla:
80w =4 (wf — w’) w.
Egyszertisitve w # 0-val, és az egyenletet rendezve:

2/32:wg—w2,

w? =wi —28%,

amibdl a rezonanciakorfrekvencia:

wy =y /wd — 262. (9.16)

Ezt szokds amplitidérezonancidnak nevezni (mert ezen a korfrekvencidn az ampli-
tid6 maximadlis). Lathatd, hogy a rezonanciakorfrekvencia nem egyezik meg a rendszer
csillapitatlan sajatkorfrekvencidjaval, de ha a [ csillapitasi tényez6 tart nullahoz, akkor
a rezonanciakorfrekvencia is tart wg-hoz.

A gyakorlati életben a korfrekvencia helyett a frekvencia hasznélatos. Az fo = wo/27
frekvencia a rendszer csillapitatlan sajdtfrekvencidja, az f, = w,/2m pedig a rezonancia-
frekvencia. Nagyon gyenge csillapitasnal f, =~ fj.

A maximalis amplitudot mar konnyen megkaphatjuk, ha w, értékét behelyettesitjiik
a (9.14) fiiggvénybe:

fi bk
St 2 4 apg sp 2VE P 20
Ha % < w? (kis csillapités esetén) w' &~ wy, és igy:

o
' 26&)0 '

A =Aw) =

(9.17)

A maximalis amplitidé varakozasunknak megfeleléen annal nagyobb, minél kisebb
a csillapitasi tényez6, minél gyengébb a csillapitas. Ha egyaltalan nem lenne csillapités
(8 = 0), akkor a (9.17) kifejezés alapjan az amplitudé végtelenné valna. Ne felejtsiik el
azonban, hogy az egyenletek felirdsanal hasznélt modell (példdul a linedris erétorvény)
csak kis deformacidkra érvényes. Ha az amplitidd nagyon nagy, a kifejezések érvényiiket
vesztik. Hatart szab az amplitid6 novekedésének a rendszer szilardsaga is: bizonyos ha-
tarok felett a rendszert alkoté elemek elszakadnak, eltérnek. Ez a rezonanciakatasztrofa,
amelyre szintén latunk majd példat a 9.1.4 szakaszban.

Erds csillapitdsnél viszont (ha 23% > w?) egyaltaldn nincs rezonancia, az A(w) fiigg-
vény monoton csokken.
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9.10. dbra. A kényszerrezgés fazisviszonyai

A 9.10 abran az allanddsult rezgés és a kényszer kozotti ¢ faziskiilonbséget abrazoltuk
a kényszer w frekvencidjanak fiiggvényében, kiilonboz6 [ csillapitasi tényezok esetén.
Nagyon kicsi (kozel nulla) frekvencian

a test a kényszerrel azonos fazisban mozog.

Ha w = wy, a faziskiilonbség:
T

90(("}0> = E?

azaz a rezgb test m/2-vel (90°-kal, negyed peridédussal) késik a kényszerhez képest.
Nagyon nagy frekvencian

p(00) = lim p(w) =,

w—00

azaz a test ellentétesen mozog, mint a kényszer.
Sebességrezonancia
A rezgd test sebessége az allandosult allapotban:
vz (t) = Aw cos(wt — ) = Vpmax cos(wt — @) .

A vnax sebességamplitiudo figgése a kényszer korfrekvenciajatol:

Umax(w) = A(w)w = fow = fo . (9.18)

\/(wg — w?)® + 4f%w? \/M 4 4p2
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A kifejezés akkor maximalis, ha a nevezoben a gyck alatti els6 tag nulla, azaz ha
a kényszer korfrekvencidja megegyezik a rendszer csillapitatlan sajatkorfrekvenciajaval,
w = wy. Bz az tgynevezett sebességrezonancia (ahol a sebességamplitiidé maximalis).

A sebességamplitiidé maximalis értéke:

v = 21”_; . (9.19)
7
Br<p<P;
A
v
P pn

9.11. abra. Sebességamplitudd

A 9.11 dbran a (9.18) kifejezés alapjan a vya, sebességamplitiddt dbrazoltuk a kény-
szer w frekvencidjanak fliggvényében, kiilonboz6 3 csillapitdsi tényezok esetén. Figyeljiik
meg, hogy egészen kicsi (kozel nulla) frekvencidan a sebességamplitidé — az amplitidéval
szemben — nulla.

A kényszerrezgés energiaviszonyai

A rezgd rendszer mechanikai energidja:

1 2, 2 F2,,2
E(w) = —mv2, (w) = ” O:J - sz - (9.20)
2 (wd —w?)" + 45%}2} 2m [(w% —w?)” + 46%}2]

maximalis értékét az w = wy korfrekvencian veszi fel:

Fguwg Fg
Ee= Bl) = g 05l = 5 (9.21)
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9.12. abra. Félértékszélesség

A 9.12 abran a rendszer mechanikai energiajat abrazoltuk a kényszer korfrekvencia
fiiggvényében. A gorbe alakja a csillapitastol fiigg, minél gyengébb a csillapitds, annal
,csucsosabb” a gorbe. A cstuicsossagot matematikailag a félértékszélességgel lehet jellemez-
ni. Ahogy az abran latszik, az w; és wy korfrekvenciandl a rendszer energidja a maximalis
érték fele. A Aw = wy — wy érték a félértékszélesség. Hatarozzuk meg az értékét!

Ehhez keressiik meg, mekkora korfrekvenciakon lesz az energia a maximalis érték fele:

1

Behelyettesitve a (9.20) és (9.21) kifejezéseket, és az egyenletet rendezve:
Fiuw? I

2m [(wg —w?) + 45%2] 2 8mp?’
832w = (wg — w2)2 +46%0%
4% = (=)’
2fw = |w§ — w?

w? + 2w —wj =0.

)

Az egyenlet pozitiv gyokei:

+28 + /452 + 4wk
5 C=4B+,/

_ 2 2
Wi = wp + B2,

ezek kis csillapitds (8% < w?) esetén egyszertisddnek:

U.)LQ%CUO:EB.
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Ebbél a félértékszélesség (kis csillapitas esetén):

k
Aw:wg—m:ZBza. (9.22)

Az eredményt Osszevetve a joségi tényez6 (9.9) definiciéjaval:

Wo Wo

Q=55= 2y (9.23)

Gerjesztett elektromos rezg6kor

A kényszerrezgés elektromos megfelelGje a szinuszos valtakozo fesziiltséggel gerjesz-
tett RLC-rezgékor (9.13 dbra). A kor draméra a (9.10) osszefiiggéssel analég differen-
cidlegyenletet irhatunk fel, igy annak megoldédsa is a mechanikai rezgéssel analdg lesz.
Az dllanddsult tag a gerjeszté fesziiltséggel (a kényszerrel) azonos frekvencidju. A kor
arama az w = wy korfrekvencian lesz maximalis, ahol a kor komplex ellenalldsa minimé-
lis: Z(wo) = R. A maximélis dram nagysaga az R ohmos ellendllassal (a csillapitdssal)
forditva ardnyos. A feladat részletes végigszamoldsat az olvasora bizzuk.

}JL U(t)=(A]sina)z
R L C

9.13. dbra. RLC-rezgdkor

9.1.4. Rezonanciakisérletek

Kisérlet: Kiilonb6z6 ertsségii csillapitas
A 9.4 dbran lathaté elrendezés konnyen megvaldsithato. A csillapitéds eréssége
valtoztathato a vizbe meriilo korong nagysaganak valtoztatasaval.

Ha a korong nem meriil a vizbe, a csillapitas nagyon Kkicsi, a rendszer kozel
szabad rezgést végez.

Ha a kisebb korong vizbe meriil, akkor jél lathatéan erdsebb a csillapitas.
Kialakul rezgés, de az sokkal gyorsabban megsziinik.

Ha a korongot nagyobbra cseréljiik, akkor a rendszer tulcsillapitotta valik.
Ilyenkor nem alakul ki rezgés, a kitéritett test lassan visszatér egyensulyi
allapotaba. ¢
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Kisérlet: Kényszerrezgés fiiggdleges rugon

A kisérleti rendszerben egy goly6 két rugé kozt végezhet fiiggdleges rezgémoz-
gast (vided [8]). A csillapitdst egy a rugéhoz nyomhaté drétvilla biztositja.
A gerjesztést a rugé alsé végének periodikus mozgatdsaval hozzuk létre (egy
véltoztathaté fordulatszami motor, attétel és excenter segitségével).

Kényszer nélkiil a golydt kitéritve és elengedve gyengén csillapitott rezgémoz-
gast latunk (vided [3]). Ezutdn a kényszert bekapcsolva a gerjesztés frekven-
ciadjat egész kis értéktol folyamatosan noveljiik.

Kis frekvencian a sarga golyo a gerjesztéssel azonos fazisban, kis amplitudoval
mozog. A motor fordulatszamat novelve a goly6 egyre nagyobb amplitudéval
rezeg, majd a rezonanciafrekvencia kozelében az amplitidé olyan naggya va-
lik, hogy a rug6 menetei mar osszeérnek. (Ilyenkor mér biztosan nem linedris
a rendszer. )

A kényszer frekvenciajat tovabb novelve a rezgés amplitudéja csokken. Nagy
frekvencian egész kicsivé valik, és a rezgés fazisa jol lathatdéan a gerjesztéssel
ellentétes. (vided [8]) 4

Kisérlet: Pohl-féle késziilék

Ebben a kisérletben a rezgé rendszer egy torzids inga. A sebességgel ardanyos
csillapitast egy elektromagnes altal az ingatestben keltett 6rvényaramok hoz-
zak létre. A csillapitas erdssége az elektromégnes araméanak valtoztatasaval
szabalyozhato. A gerjesztést itt is egy valtoztathatd fordulatszamid motor
biztositja egy excenter segitségével.

Csillapitas és gerjesztés nélkiil a rendszer 1ényegében szabad rezgéseket végez,
a csillapitas nagyon kicsi. A sajatfrekvenciat a rendszer adatai (az ingatest
tehetetlenségi nyomatéka és a spirdlrugé direkciés nyomatéka) hatarozzék
meg. (vided [3])

Az elektromdagnesre egyre nagyobb fesziiltséget kapcsolva folyamatosan novel-
hetjiik a csillapitasi tényezot. Eloszor csillapitott rezgéseket lathatunk, majd a
csillapitast novelve elérjiik az aperiodikus hataresetet. Ilyenkor méar nem ala-
kul ki rezgés, a kitéritett inga lengés nélkiil visszatér az egyensulyi allapotba.
Tovabb novelve a tekercsre kapcsolt fesziiltséget a rendszer tulcsillapitotta
vélik: egyre lassabban tér vissza az egyensulyi allapotba. (video [8])

Csokkentsiik a csillapitdst, és kapcsoljuk be a kényszert. A gerjesztés frek-
venciajat az elozé kisérlethez hasonléan most is kis frekvenciardl indulva fo-
lyamatosan noveljiik. A késziiléken nagyon jol megfigyelhetd a rezgo rendszer
és a kényszer kozotti faziskiilonbség.

172


http://fizipedia.bme.hu/index.php/Szabad_rezg�s_I.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/Csillap�tott_rezg�s_I.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/K�nyszerrezg�s_I.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/Szabad_rezg�s_II.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/Csillap�tott_rezg�s_II.

Viarakozéasainknak megfelel6en kis frekvencian a kényszer és az inga azonos fa-
zisban mozog. A rezonanciafrekvencian az amplitid6 nagyon megnd, az inga
fazisa pedig éppen negyed periédussal késik a gerjesztéshez képest. A frek-
venciat tovabb novelve az amplitido csokken, a faziskésés pedig névekszik:
nagy frekvencian az inga mar csak egész kis amplitidéval mozog, és fazisa a
kényszerrel ellentétes. (vided [3]) ¢

Alkalmazss: Orak

A kiilonboz6 6rak miikodésében alapveto szerepe van a rezonancianak. Az
idot a legtobb d6rdban egy jol meghatarozott sajatfrekvenciaju rendszer rez-
géseinek leszamoldsaval mérjiik. Az elkeriilhetetlen csillapitas miatt azonban
a rendszer energiajat folyamatosan potolni kell. Az energiapotlas akkor a
leghatékonyabb, ha a rezgd rendszert a sajatfrekvenciaval megegyezd frek-
venciaval gerjesztjiik. Ezt a kiilonbozo szerkezetii érakban més-mas mdédon
megvalositott szabdlyozdszerkezettel érik el.

Mechanikus érdkban (ingadra, mechanikus karéra) a sajatfrekvenciat az in-
ga vagy a billeg6 (torzids inga) hatdrozza meg. Az energiat silyok, illetve
egy spiralrugd biztositja. A megfeleld frekvenciaju gerjesztést és a lengések
,Szamolasat” a gdtszerkezet biztositja. [13]

A kvarcérdkban a sajatfrekvenciat meghatarozd rezgo test egy néhany milli-
méteres hangvilla alakt kvarckristaly. A kvarckristaly piezoelektromos anyag:
a mechanika deformacio hatasara feliiletén elektromos toltések jelennek meg,
elektromos tér hatasara pedig deformalédik. Ilyen médon egyrészt a mechani-
kai rezgés elektromos jelekké alakithato, masrészt a kristaly rezgése elektro-
mos rezgéssel gerjesztheto. Az energiat gombelem, a rezgések leszamoldsat és
a megfeleld frekvencidju és fazisu gerjesztést egy elektronikus visszacsatolds
biztositja. [11] ¢

Megfigyelés: Rezonanciakatasztroéfa

Az egyik legismertebb rezonanciakatasztrofa a 8.4 szakaszban mar emlitett
Tacoma-hid 6sszeomlasa volt. A periodikus kényszert az egyenletes, erés szél-
ben a hidrdl leszakadd orvények okoztak, amelyek szerencsétlen médon meg-
egyeztek a fiiggéhid (egyik) sajatfrekvencidjaval. Emiatt a rezgés amplituddja
folyamatosan novekedett, ami végiil a hid leszakaddsidhoz vezetett. [39] 4
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9.2. Rezgések Osszetevése és felbontasa

Linearis rendszerekben érvényes a szuperpozicio elve, azaz ha a rendszert tébb ha-
tas éri, akkor a kialakulé mozgas az egyes hatasok altal keltett mozgésok Osszege. Nem
tal nagy kitérés esetén a rezgd rendszereket linearis differencidlegyenletek irjak le, igy
rezgéseket egyszerlien Osszegezhetiink, illetve felbonthatunk. Ezt alkalmaztuk mar pél-
daul a kényszerrezgés esetében, ahol a megoldast a tranziens tag és az allandésult tag
osszegeként allitottuk eld.

Egyiranyu rezgések OGsszetevése

Ha két azonos irdnyu rezgést szuperponalunk, akkor a kitérés—ido fiiggvények egy-
szeriien Osszeadodnak. Harmonikus fiiggvények Osszegzése szemléletesen vizsgalhatd az
ugynevezett forgovektoros médszerrel. A 9.14(a) abran lathaté A hosszusagu vektor w
szogsebességgel forog, vizszintes vetiilete:

x(t) = Acos(wt + ¢),

azaz egy A amplitudoju, w korfrekvenciaju harmonikus rezgés. A vektor irdnya kifejezi
a rezgés fazisat, ezért szokds fazornak is nevezni.

w
A \ AN
i Az L ”'
‘ ?,
i ? Al
tto.
i P
x(?)
(a) Fazor (b) Két rezgés sszegzése

9.14. abra. Forgévektoros modszer

Ha két azonos frekvenciaju rezgést Osszegeziink, akkor a két vektor azonos szogse-
bességgel forog. Vizsgaljuk a mozgést a vektorokkal egyiitt forgd koordindta-rendszerben
(9.14(b) abra). Az egyes rezgések amplituddjat és kezd6fazisat a két forgévektor jellem-
7i, az eredo rezgés forgovektora ezek vektoridlis Osszege. Az ered6 rezgés amplitiudoja és
kezdéfazisa ebbdl konnyen kifejezhetd (a szamitas elvégzését az olvaséra bizzuk):

A= \/A% + A2+ 2A1 Ay cos (92 — 1)
; Ay sin g + Agsin g
= arc )
& Aj cos 1 + As cos o

(9.24)

¥

174



Szamitas nélkiil is lathatd, hogy az ered6é amplitudéra teljesiil:
A — Ay <A< A+ Ay

Az amplitudd tényleges nagysaga a fazisviszonyoktol fiigg: ha a két rezgés fazisa meg-
egyezik, akkor az amplitidé maximadlis, ha pedig ellentétes, akkor minimadlis (egyenld
amplitiddk esetén nulla) lesz.

Ha a szuperponalt rezgések korfrekvenciai kiilonboznek, akkor a két rezgés relativ
fazisa folyamatosan véltozik, és igy az eredo vektor hossza is periodikusan valtozni fog
a minimalis és maximalis érték kozott. Ez kiilonosen latvanyos, ha a két korfrekvencia
csak kicsit tér el egymastol.

Vizsgaljuk meg azt a specialis esetet, amikor a két amplitid6é megegyezik:

x1(t) = Acoswit

xo(t) = Acoswat .
(A kezdéfazisokat nullanak vélasztottuk: kezdjiik az idémérést akkor, amikor a két rezgés
fazisa éppen egyenld.) A két rezgés szuperpozicidja:

W1 — W9 W1 + Wa

t - cos t.

x(t) = x1(t) + 22(t) = A(coswit 4 coswat) = 2A cos
Ha a két korfrekvencia csak kicsit tér el egymastol:

w1 — wo| K wy + ws,
wl—l—wg

2

W1 — W2
2

Ezekkel a jelolésekkel a fiiggvény:
x(t) = 2A coswyt - cos wt . (9.25)

A kialakulo rezgés felfoghaté egy lassan valtozé amplitidoji harmonikus rezgésnek,
ahol az amplitid6 nagysaga szintén harmonikus fiiggvény szerint valtozik. A fiiggvény
grafikonja a 9.15 abran lathato. A jelenség neve lebegés. A lebegés peridédusideje és frek-

vencigja:
wy, T or 2

2
T, ==
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9.15. dbra. Lebegés

Kisérlet: Lebegés

Két egyforma hangvilla egyikét a szardra szerelt kicsiny nehezék mozgata-
saval kismértékben elhangoljuk. A két kiilon-kiilon megszolaltatott hangvilla
hangja kozott nem lehet meghallani a kiilonbséget, ha azonban egyszerre sz6-
laltatjuk meg, akkor periodikusan er6sédo és gyengiilé hangot hallunk. Ez a
lebegés. Az er6sodések frekvencidja a két frekvencia kiilonbsége (a lebegési
frekvencia kétszerese, hiszen egy lebegési periéduson beliil kétszer maxima-
lis az amplitidd). Segitségével nagyon pontosan egymdshoz lehet hangolni
hangszereket: ha a két frekvencia megegyezik, a lebegés megsziinik. ¢

Meroleges rezgések Osszetevése

Azonos frekvenciaji, egymasra merdleges rezgések szuperpozicidja jol szemléltetheto
egy fonalingaval: az inga ugyanigy mozog az x és az y iranyban kitéritve is. Ha az ingat
mindkét iranyban kitéritjiikk vagy meglokjiik, akkor a két mozgas egyszerre torténik, az
ingatest az xy sikban fog mozogni:

x(t) = Ay coswt
y(t) = Ag cos(wt + ¢) .

A kialakulé palya altalanos esetben egy ellipszis.

A 9.16 dbran A; = A, esetben lathaté a palya a faziskiilonbség néhany kiilonb6z6
értéke esetén. Azonos (és ellentétes) fazis esetén a mozgds egy 45°-os egyenes, 7/2 (és
37 /2) féziskiilonbség esetén kor, egyéb esetekben pedig egy ferde tengelyti ellipszis.

Meroleges rezgések osszetevését kényelmesebben tanulmanyozhatjuk egy oszcilloszkop
képerny6jén. Az oszcilloszkopban az elektronsugar vizszintes és fiiggleges eltéritését
két kiilonbozo elektromos jel vezérli. Az elektronsugar kirajzolja a két meroleges rezgés
szuperpoziciéjaként kialakuld palyat.
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9.16. abra. Két azonos frekvencidji merdleges rezgés szuperpoziciéja

Ha a két meroleges rezgés frekvencidja kiilonbozo, akkor a kialakulé pélya bonyo-
lult lesz. Altalanos esetben az elektronsugar az amplituddk altal meghatarozott téglalap
egészét bejarja, igy a mozgasbol semmit nem latunk.

201 2.1 3 3:2 4:3
p=0 =7 ¢= p="% 9=0

9.17. abra. Lissajous-gérbék

Ha a frekvencidk aranya kis egész szamok aranyaval egyezik meg, akkor az abra
leegyszertisodik. A 9.17 abréan lathaté Lissajous-gorbék alakja a frekvenciaaranytol és
a faziskiilonbségtdl fiigg. (A frekvenciaarany &ltaldban kicsit eltér az idedlistdl, igy a
faziskiilonbség lassan valtozik, ami a gorbék latvanyos mozgasat eredményezi.) [12]

Rezgések felbontasa

Ha egy fiiggvény periodikus (periédusideje T = 27 /w), akkor felirhaté harmonikus
fiiggvények végtelen soraként:

2(t) = Ag+ > _ Assin (iwt + ;) = Ag+ Y _ (Bisiniwt + Cj cosiwt) | (9.26)
i=1 i=1

ahol az Agy, A; és y;, illetve a B; és C; egyiitthaték egyértelmiien meghatarozhatok.
Ez a Fourier-sor. [15] A sorban szereplé harmonikus fiiggvények frekvenciai a vizsgalt
periodikus fliggvény frekvencidjaval azonosak (alap harmonikus), valamint ennek egész
szamu tobbszorosei (felharmonikusok). Az egyiitthatok megadjdk a fiiggvény Fourier-
spektrumat, azaz megmutatjdk, hogy melyik felharmonikus milyen amplitudéval (és fa-
zissal) vesz részt a fiiggvény felépitésében. A spektrum periodikus fiiggvény esetében csak
diszkrét értékeknél (w egész szamu tobbszoroseinél) értelmezett.
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Ha a fliggvény nem periodikus, akkor a frekvenciaspektrum folytonos, a fiiggvény vég-
telen sor helyett integréllal irhaté fel. Az egyiitthatékat szokas komplex alakban megadni
(ami kifejezi az amplitidot és a fazist is), az integralt is ilyen alakban irjuk fel:

o0

/ F(w)e™“'dw, (9.27)

—00

1
o

x(t)

ahol az F(w) fliggvény a (komplex) frekvenciaspektrum, i pedig a képzetes egység.

A frekvenciaspektrumot az idofiiggvénybdl a Fourier-transzformdcio segitségével le-
het eléallitani. [16] Véges sok mérési ponthdl 4ll6 fiiggvény Fourier-transzformaciéjahoz
a legtobb adatkezeld programban rendelkezésre dllnak numerikus eszkozok (FET: Fast
Fourier Transform).

9.3. Csatolt rezgések

Ha két vagy tobb rezgo rendszer kozott kolesonhatas van, akkor csatolt rezgésekrol
beszéliink. Ilyen rendszer példdul a 9.18(a) dbran lathaté csatolt inga, ahol két egyforma
fonalingat egy rugd kot ossze. A csatolds azonban nagyon sokféle lehet: a 9.18(b) dbrén
lathaté Oberbeck-féle inganal rugd helyett egy fonalra akasztott kis test biztositja a csa-
tolast [17]. Ijjabb rugd kozbeiktatasaval csatolhatjuk rugok kozott fiiggdlegesen mozgd
testek rezgését is, a Wilberforce-féle ingdban pedig maga a csavarrugo hoz létre csatolast
a fiiggbleges rezgés és a torzids rezgés kozott (mindkét kisérletrdl részletesebben a 9.3
szakasz végén). Tovabbi érdekes példa a kvarcoéra, ahol a piezoelektromos hatds csatolja
a mechanikai és az elektromos rezgést.

[ [
m
m WO m m m
D
(a) Rugds csatolds (b) Oberbeck-féle csatolds

9.18. 4bra. Csatolt ingak
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Kisérlet: Csatolt ingak

A kisérletben két egyforma ingat egy gyenge rugd kapcsol Ossze. Téritsiik
ki az egyik ingat, és engedjiik el — mikdzben a mésik nyugalomban marad.
Megfigyelhetjiik, hogy a lengé inga a gyenge csatolason keresztiil mozgasba
hozza a masik ingat, amely egyre nagyobb amplitudoéval leng. Ekozben a kité-
ritett inga rezgésének amplituddja folyamatosan csokken, mig végiil teljesen
megall. Ekkor a szerepek felcserélédnek, a csatolason keresztiil megmozgatott
inga lengésének amplitudodja djra csokken, a masiké pedig ismét noévekszik.
Egészen addig, amig ismét az eredetileg kitéritett inga leng maximélis amp-
litiddval, a masik pedig megdll, és az egész kezdddik elolrél (vided [3]).

A csatolt ingdkat azonban masképp is el lehet inditani. Ha a két ingat azo-
nos iranyban, azonos amplitidoéval téritjiik ki és engedjiik el, akkor a csatold
rugo mindvégig valtozatlan hosszisagi marad. Ekkor a két inga azonos amp-
litidéval és azonos fazisban, egymastol fiiggetleniil leng a csatolatlan inga
periédusidejével (vided [8]).

Ha az ingakat azonos amplituddval, de ellentétes iranyban téritjiik ki, akkor a
két inga ismét egyforma és dllandé amplitudoval, de ellentétes fazisban leng.
A periédusidd érezhetden kisebb, mint az el6z6 esetben (vided [3]). 4

—_— — -— ——

X1 X X1 X

(a) Azonos fazis (b) Ellentétes fézis

9.19. dbra. Csatolt ingdk normalrezgései

A 9.19(a) és 9.19(b) abrakon csatolt inga két, a kisérleti videdkon is lathat6 speci-
alis mozgasa (normalrezgése) lathatd. Az egyik esetben a két inga azonos fazisban leng
(r1 = mx9), 1gy a rugd végig nyijtatlan (olyan, mintha ott se lenne). Ekkor a rezgés
korfrekvencidja megegyezik a fonalinga korfrekvencidjaval:

wlz\/g.
l

179


http://fizipedia.bme.hu/index.php/Csatolt_ing�k_I.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/Csatolt_ing�k_II.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/Csatolt_ing�k_III.

A mésodik esetben a két inga ellentétes fazisban leng (1 = —x5). Ekkor a szimmetria mi-
att a rugo kozéppontja nyugalomban van, mindkét inga harmonikus rezgémozgast végez
(azonos frekvencidval és amplituddval, de ellentétes fazisban). A rezgés korfrekvencidja
ekkor a 2D direkcids erejii félrugdk miatt nagyobb, mint az el6z6 esetben:

/ 2D
Wy = g—f-—
[ m

Latni fogjuk, hogy a csatolt ingak altalanos mozgasa eléallithato ennek a két normalrez-
gésnek a linearis kombinacidjaként.

A csatolt ingdk mozgdsegyenletének felirasahoz felhasznédljuk a fondlinga (kis kitéré-
sekre levezetett) mozgdsegyenletét:

d?z g

A csatolt ingakra ezen kiviil a rugder6 hat:

F1 :D(l’g—xl)
F2: _Fl = —D(Z'Q—l’l) .

Ezek alapjan a mozgasegyenlet:

2
-t Do
dzl'z qg D

@ T o)
Ez egy (mésodrend(i homogén lineéris) csatolt differencidlegyenlet-rendszer, hiszen mind-
két valtozoé mindkét egyenletben szerepel.

A megoldashoz adjuk 6ssze és vonjuk ki a két egyenletet:

d? (z1 + x2) g

(9.28)

T A
d? (z1 — x9) g 2D
T_—(iﬁ-ﬁ) (xl—xg) .

Vezessiink be 1j valtozdkat:
T+ T2 =%
Ty — T2 = Y2,

ezeket behelyettesitve mar két kozonséges (nem csatolt) differencidlegyenletet kapunk:

d2y1 g
bl A PP
a Y
d2y2 g 2D
=4 — =0.
dt? * (l * m )
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Ezek megoldasat mar ismerjiik. A szokasos jeloléssel:

_\/E : _
w1 = 7 €S Wy =

y1(t) = 2A; cos (wit + ¢1)
Yo (t) = 2A5 cos (wat + p2) .

2D

m

~|<

+

Y

Ebbdl az ingadk mozgasat leird idofiiggvényeket mar kénnyen megkaphatjuk:

Y1+ Yo
I =
2
" :?h—yz
2 2 )

x1(t) = Ay cos (wit + 1) + Ag cos (wat + o)
x9(t) = Ay cos (wit + ¢1) — Az cos (wat + p3) .

(9.29)

Az wy és wy korfrekvenciakat a rendszer fizikai felépitése hatarozza meg, az Ay, As,
©1 és o paraméterek viszont a kezdeti feltételektdl fiiggenek (két kezdeti kitérés és két

kezdeti sebesség, Osszesen négy szabadségi fok).

Ha A, = 0, akkor a két test egyiitt mozog (elsé normaélrezgés), ha A; = 0, akkor
pedig tiikkorszimmetrikusan (mdsodik normalrezgés). Altalanos esetben a mozgas a két

normalrezgés linearis kombinacioja.

A 9.20 abran az A; = A, esetet abrazoltuk gyenge csatolas esetében. Lathato, hogy
mindkét inga mozgdsa lebegés, de a burkologorbék negyedperiédussal el vannak tolva

egymashoz képest.

9.20. abra. Csatolt ingdk mozgasa
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Kezdetben az elso inga leng maximalis amplituddval, a masodik all. A lebegés elso ne-
gyed periédusaban az els6 inga amplitidoja folyamatosan csokken, energiat ad at a masik
ingdnak, amely egyre nagyobb amplitidéval mozog. Negyed periddus utan az elsé inga
megall, és a masodik leng maximalis amplitudéval. Ekkor a szerepek felcserélédnek, és
negyedperiéduson keresztiil a masodik inga ad &t energiat az elsének. (Az energiadtadés
irdnyat a nyilak jelzik.)

A csatolt rezgésekben tehat két kiillonbozo periddusidével torténik energiadtadas. Egy-
részt az egyes rezgéseken beliil a mozgasi és helyzeti energia alakul at kolcsonosen egy-
masba a rezgés egy peridodusa alatt kétszer, masrészt a csatolt rezgések kozott cserélodik
ki a teljes mechanikai energia a lebegés periddusideje alatt oda-vissza kétszer.

Kisérlet: Csatolt rezgések

A videdn [3] bemutatott kisérletben két golyé mozoghat fiiggéleges irany-
ban kifeszitett rugdk kozott. A csatolast a golydk kozotti (gyengébb) rugd
biztositja.

Megfelel6 inditassal a golydk egyiitt vagy egymassal ellentétesen mozoghat-
nak — ez a két normélrezgés. Megfigyelheto, hogy a rezgés frekvencidja a
méasodik esetben nagyobb.

Ha a csatolt rezg6 rendszert a korabban megismert médon motor és excen-
ter segitségével egyre nagyobb frekvencidval gerjesztjiik, akkor elészor a ki-
sebb frekvencidju (egyiitt mozgd) normélrezgés keriil rezonanciahelyzetbe, és
né meg az amplitiddja. A frekvenciat tovabb novelve az amplitido elészor
csokken, majd djra néni kezd, de ekkor mar a mésodik (ellentétesen mozgd)
normalrezgés gerjesztodik. ¢

Kisérlet: Wilberforce-inga

A Wilberforce-féle inga egy laza csavarrugora régzitett merev test, melynek
tehetetlenségi nyomatékat — dllandé tomeg mellett — allitéesavarok segitsé-
gével valtoztatni lehet. Az inga fiigglleges irdnyu rezgémozgast és torzids
rezgést is végez. A két rezgési mod kozott a csavarrugd hoz létre csatoldst:
hosszvaltoztatas hatasara kicsit elcsavarodik, és forditva, csavaras hatésara
megvaltozik a hossza. A tehetetlenségi nyomaték megfeleld bedllitasaval a
kétféle rezgés periddusideje egyenlévé teheto, ilyenkor nagyon jol megfigyel-
heté a két médus kozott kialakuld lebegés (videod [8][45]). @
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10. fejezet

Mechanikai hullamok

A hullamjelenségek alapvetok a természetben, a fizika szinte minden teriiletén ta-
lalkozunk veliik. Ebben a fejezetben elsosorban a mechanikai hulldmokkal foglalkozunk,
de az itt megismert jelenségek, alkalmazott leirasmodok és levezetett Gsszefiiggések més
(példaul elektromégneses, kvantummechanikai) hulldimok megértésénél is hasznosak.

A mechanikai hullam egy zavar tovaterjedése valamilyen kdzegben. A kozeg és a zavar
jellege alapjan tobbféleképpen osztalyozhatjuk a hullamokat, sokféle hullamjelenséget
vizsgalhatunk. Azonban a hullamok legtobb alapvetd tulajdonséga, viselkedése barmely
hullamra egyforman targyalhaté.

A kozeg kiterjedése alapjan beszélhetiink egy-, két- és haromdimenziés hullamokrol.
Egydimenzios hullam példaul egy rugalmas kotélen terjed6 zavar, kétdimenzidsak a viz
felszini hullamai vagy egy rugalmas héartyan kialakulé hullamok, haromdimenziés hulldm
altaldban a hang (és az elektromégneses hulldmok, igy a fény is).

Héarom dimenziéban homogén, izotrop kézeghen egy pontszerii forrasbél kiindulo za-
var sugar iranyban, gombszimmetrikusan terjed: a hullimfrontok gombfeliiletek (az azo-
nos fazisi pontok gombfeliileteken helyezkednek el). Ezt gombhullimnak nevezziik. Ha-
sonldéan, ha a hullamfrontok hengerfeliiletek vagy sikok, akkor hengerhullimrol, illetve
sikhullamrdl beszéliink. (Két dimenzidéban ugyanigy kérhullimok és egyenes hullamok
vannak.) A hullamforrdstdl tédvol egy gombhullam kis darabja is sikhulldmnak tekint-
hetd, ahol a terjedési irany a hullamfront sikjdra merdleges egyenes (és igy megfelels
koordinata-rendszer vilasztasaval egydimenziés hullamként irhaté le).

A zavar egy mechanikai hulldimban a kozeg pontjainak valamilyen irdanyd elmozdula-
sa. Ha az egyes pontok elmozdulasa merdleges a terjedési irdnyra, akkor transzverzdilis
hullamrol beszéliink, ha az elmozdulés és a terjedési irany parhuzamos, akkor a hullam
longitudindlis. A 10.1(a) dbran példaként egy rugalmas kotélen terjedd transzverzdlis
hullamot, a 10.1(b) dbrén pedig egy csavarrugén terjed6 longitudindlis hullamot 1dtunk.

A zavar idobeli lefolyasa szerint a hulldm lehet harmonikus vagy nem harmonikus. A
nem harmonikus hulldmok — a rezgésekhez hasonldéan — felirhaték harmonikus hullamok
ereddjeként, ezért elsésorban harmonikus hullamokkal fogunk foglalkozni.
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(a) Transzverzalis hulldm (b) Longitudindlis hulldm

10.1. 4bra. Kiilonbozo hullamok

10.1. Hullamfiiggvény

Vizsgaljunk el6szor egy sikhullamot, amely az x-tengellyel parhuzamos iranyban ter-
jed. A zavar forrdsa legyen az x = 0 helyen, a zavar id6fiiggését az f(t) fiiggvény adja
meg. A U(x,t) hullimfiggvény megadja a kozegben tovaterjedd zavar értékét a hely és
az 1d6 fiiggvényében. A zavar forrasdnak helyén:

W(0,1) = f(t).

Ha a zavar az x-tengely mentén pozitiv iranyba c sebességgel terjed, akkor x tavolsagra
x/c késéssel fog megérkezni. Tehat — feltételezve, hogy a zavar a terjedés kézben nem
gyengiil — az x helyen a hullamfiiggvény egy adott pillanatban olyan lesz, mint a zavar
forrasandl = /c id6vel kordbban:

U (2, t) = f <t— %) . (10.1)

Ha a zavar negativ iranyba terjed, akkor a képletben médosul az eldjel:

xyqx,t):f(wg) .

A ¢ terjedési sebesség a kozeg és — bizonyos esetekben — a zavar tulajdonsagaitol fiigg.
A terjedési sebességet késébb néhany kozegre ki fogjuk szamitani (10.2 és 10.6 szakaszok),
a terjedési sebesség frekvenciafiiggésének kovetkezményeivel pedig a kovetkezo, 10.1.1
szakaszban foglalkozunk.

A hullamfiiggvény mechanikai hullamoknél legtobbszor a kozeg pontjainak kitéré-
sét adja meg, de lehet szogelfordulds, nyomasvaltozas vagy mas jellemzo paraméter is.
(Elektromagneses hulldimokndl a hullamfiiggvény az elektromos térerésség vagy a mag-
neses indukcié vektor értékét adja meg, a kvantummechanikai hullamfiiggvény pedig
komplex érték.)
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Harmonikus sikhullam

Legyen a zavar harmonikus fliggvény:
f(t) = Acos(wt + ),

ekkor a zavarterjedés egy harmonikus sikhulldm:
U(z,t) = Acos [w (t - f) + a] : (10.2)
c

A hullamfiiggvény kétvaltozds fliggvény. Ha az egyik valtozdt rogzitjiik, akkor a masik
véltozé fiiggvényében dbrazolhatjuk. A 10.2(a) dbrdn az x = x; helyen dbrazoltuk a
hulldmfiiggvényt az id6 fiiggvényében. Harmonikus fiiggvényt kapunk, melynek (id6beli)
periédusa a periodusido:

27
T=—.
w
A 10.2(b) abran a t = t; idépillanatban dbrazoltuk az hullamfiiggvényt a hely fiiggvényé-

ben. Most is harmonikus fliggvényt kapunk, melynek (térbeli) periddusa a hullimhossz:

A=2r— =T.
w

A AN ANA U VAN ANVAY
VARV \VIAVAAVE

(a) Idébeli periodicitas (b) Térbeli periodicités

10.2. abra. A hullamfiiggvény rogzitett helyen és idoben

A koszinusz fiiggvény argumentuma a hullam fdzisa:

T
@:W<t——>+a.
c

Egy adott fazishelyzet elmozdulas-ido6 fiiggvénye ennek alapjan:

x(t) = ct — M ,
w
amibdl a fdzissebesség:
dx
c=—.
dt



A fazissebesség megegyezik a zavar terjedési sebességével.
A hulldm id6beli viselkedését a T' periédusidé mellett az f = 1/T frekvencia és az w

korfrekvencia is jellemzi:
2

w=—".
T
Ehhez hasonléan a hullam térbeli jellemzésére bevezetjiik a k hulldimszamot:

2w
=222 10.3
)\ c Y ( )
melynek mértékegysége 1/m.
Ezt behelyettesitve a (10.2) osszefiiggésbe megkapjuk az egydimenzids harmonikus

sikhullam hullamfiiggvényének leginkabb hasznalt alakjat:
U(z,t) = Acos(wt — kx + «). (10.4)

Térbeli sikhullam

Ha a hullam egy haromdimenzids kézegben terjed, akkor a hullamfiiggvény az r hely-
vektor és a t id6 fiiggvénye: W(r, t). Jelolje az u egységvektor a sikhulldm terjedési irdnyat.
Ekkor a hullamfrontok az u vektorra meréleges sikok. A hullam fazisit egy tetszoleges r
helyvektorral megadott helyen az adott ponton atmeno sik és az origd tavolsaga szabja
meg (10.3 dbra):

S =1ur.

10.3. 4bra. Térbeli sikhullam

Ezt a tavolsagot behelyettesitve a (10.4) kifejezésbe:
U(r,t) = Acos(wt — ks + a) = Acos(wt — kur + ) .

Vezessiik be a k = ku hullamszamuvektort, melynek nagysaga k, iranya pedig a hullam
terjedési irdanya. Evvel a térbeli harmonikus sikhullam hullamfiiggvénye:

U(r,t) = Acos(wt —kr + ) . (10.5)
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Gombhullam

Gombhullamok esetében a hulldm terjedési irdnya mindig sugariranyu (k || r), igy
a két vektor skaldrszorzata az abszolut értékiik szorzataval egyenlo. Ennek alapjan a
gombhullam hullamfiiggvénye:

U(r,t) = A(r) cos(wt — kr + ) , (10.6)
ahol a hullam amplitiddja az r sugar fiiggvényében valtozik. A 10.2.1 szakaszban ener-
getikai megfontolassal meg fogjuk mutatni, hogy az amplitidoé helyfiiggése:

Ao
Alr)=—.
(=2
10.1.1. Csoportsebesség, diszperzio

A valédi hulldmok soha nem végtelen hosszi, szigorian harmonikus fiiggvények, sok-
kal inkabb a 10.4 abran lathaté hosszabb vagy rovidebb hulldmcsomagok. Ahogy kordb-
ban ldttuk (9.2 szakasz) egy ilyen nem periodikus fiiggvény is felépithet harmonikus

fiiggvények szuperpozicidéjaként.
Mﬂ I

-

1)

10.4. dbra. Hulldamcsomag, csoportsebesség

7 S

A problémat az okozza, hogy a hullamok terjedési sebessége sok esetben fiigg a frek-
venciatol: ¢ = c(w). Ez a diszperzid jelensége. Ilyenkor a hullimcsomag més sebességgel
halad, mint a csomagot felépité harmonikus hulldimok. A hulldimcsomag burkoléjanak
sebessége a ¢, csoportsebesség, mig a harmonikus osszetevok sebessége a korabban meg-
ismert ¢ fazissebesség.

A jelenséget a kovetkezdkben egy nagyon egyszeri modellel vizsgdljuk. A 9.2 sza-
kaszban lattuk, hogy két kozeli frekvencidju rezgés szuperpozicidjaként lebegés alakul ki,
amely hasonlit a hulldmcsomaghoz. fgy a hullamcsomagot els6 kozelitésben két harmo-
nikus hulldm 6sszegeként allitjuk el6:

Uy (z,t) = Acos(wt — kx)
Uy (z,t) = Acos(w't — K'x),
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ahol

W =w4+ Aw, Aw < w, W R w,

E =Fk+ Ak, Ak <k, E~k.

A kialakulé hullam hullamfiiggvénye a két harmonikus hullam hullamfiiggvényének Gssze-
ge, amelyet a trigonometrikus fiiggvények azonossagaival atalakitunk:

(W —w)t— (K —k)x (W +w)t—(K+kzx -

U(z,t) = Uy (z,t) + Va(z,t) = 2A cos 5 cos 5
A Ak
~ 2A cos (7&}15 - 73:) cos(wt — kx) = A(z,t) cos(wt — kx) .

A kialakul6é hullam lényegében egy harmonikus fiiggvény, melynek azonban amplitudé-
ja valtozik a hely és id6 fiiggvényében. Az A(x,t) fliggvény a hullamfiiggvény (egyik)
burkoldja, amely viszont maga is egy harmonikus hulldmfiiggvény:

Aw Ak
5 )

A(z,t) = 2A cos (Tt - —=x

Ennek a hulldmnak a fazissebessége a (10.3) kifejezés alapjan a korfrekvencidjanak és a
hullamszamanak a hanyadosa. A burkol6 fazissebessége azonban éppen a hullaimcsomag
keresett csoportsebessége:
S A
_ 2 /v
Cg = E = A_]{] .
2

A hulldmcsomag burkoléja tehdt c, sebességgel halad, mikézben a hullamcsomagot
alkoté hullamok altaldban ettdl eltéro ¢ sebességgel haladnak. Eszerint a hullam a hul-
ldamcsomagon beliil is mozog.

Ha egyszerii modelliinktol eltéréen nem csak két hullamot szuperpondlunk, hanem
végtelen sokat, akkor a differenciahanyados helyett differencialhdanyadost irhatunk. fgy a
csoportsebesség:

_dw
Cdk

A kifejezést atalakithatjuk, ha felhasznaljuk a korfrekvencia, a hullaimszam és a fa-

zissebesség kozti kapcsolatot:

(10.7)

Cg

w = kc(k)
d(kc) de
Cg = dk =c+ l{?@
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A gyakorlatban a hullamszam helyett a hullam jellemzésére gyakran inkabb a hul-
lamhosszt hasznaljuk. Az attéréshez irjuk fel:

2T

k=—

A
dk _ o
dy N2

27
dk::—ﬁd)\.

Ezeket behelyettesitve a csoportsebesség képletébe:

de

i (10.8)

Cg =C— A

A diszperzid 1éte és jellege a derivalttol fiigg. Normadlis diszperziordl beszéliink, ha

de

ﬁ >0, Cg < C,
anomdalis diszperziorol, ha

de <0 >

— , Cg > C.

dA &

Amennyiben a derivalt 0, azaz a sebesség nem fiigg a hulldimhossztdl (és a frekvenciatol),
akkor nincs diszperzid, a csoportsebesség megegyezik a fazissebességgel.

A hétkoznapi életben mindhdrom esetre latunk példat. A hanghullamoknal és a véku-
umban terjed6 elektroméagneses hullamoknal nincs diszperzié. Ha azonban a fény valami-
lyen kozegben terjed, akkor a hullamhossz névelésével n6 a fény kozegbeli sebessége, azaz
normalis diszperzié 1ép fel. Emiatt lehet felbontani prizmaval a fehér fényt 6sszetevoire,
és ez okozza az optikai rendszerek szinhibéjat. A viz felszinén kialakul6 hullamok bonyo-
lult jelenségek, melyek kialakuldasaban a nehézségi erének és a feliileti fesziiltségnek is
szerepe van. (Nagy hullimokndl a nehézségi erd, kicsi, néhany milliméteres hulldmoknél
a feliileti fesziiltség dominal.) Mindkét esetben van diszperzid: a nehézségi hullamoknél
normalis, a kapillaris hullamokndl anomalis diszperziét figyelhetiink meg.

10.2. Hullamterjedés rugalmas ridban

A mechanikai hullaimok sokféle kézegben terjedhetnek. Elséként vizsgaljunk egy ru-
galmas ridban terjedd longitudinalis sikhullamot. A 10.5 dbran lathaté a riud egy darabja.
A keresztmetszetet most S jeloli (A a hullim amplitidéja), a hullim az z-tengely ird-
nyaban terjed. Mivel a hullam longitudindlis, a kozeg pontjainak elmozdulésa is ezzel
parhuzamos iranyu, ezt adja meg a V(z,t) hullamfiiggvény.
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X x+dx

S | |

— —

w(x,t) wletdx,r)

10.5. &dbra. Longitudinalis hullam rugalmas riadban

Az abran bejeloltiik a rad x és x+dx kozotti kicsiny darabjat. A kis darab hatarainak
elmozduldsat a hullamfiiggvény adja meg: W(x,t) és W(z+dx,t). Erre a kis darabra {rjuk
fel Newton II. torvényét:

dF =dma.

A kis darabra haté erét a rid rugalmas tulajdonsidgaibdl hatarozzuk meg. A (7.1) dssze-
fiiggés alapjan a rudban fellépd huzdero:

F=SEe,
ahol F a rud anyaganak Young-modulusa, € pedig a relativ megnyulas:

Al V(@ dr,t) = Wz, t)  0Y(x, i)
I dz - o

a hullamfiiggvény x szerinti parcidlis derivdltja. Ezt felhasznédlva a huzdero:

F(z,t) = SEe(z,t) = SE% ,

a kis darabra hato er6 pedig:

OF (z,t) 0*W(z, 1)
e = SEZ—— 0
or S Ox?

A kis darab gyorsulasa a hullamfiiggvény t szerinti masodik parcialis derivaltja:
0P (x,t)
oo

a kis darab tomege pedig meghatarozhaté a riad p stirtiségének ismeretében:

dF = F(x +dz,t) — F(z,t) = dz.

dm = pSdzx .

Mindezt behelyettesitve a mozgasegyenletbe, az egyenletet Sdx-szel egyszerisitve, és

rendezve megkapjuk a rugalmas ridban terjedd longitudinalis hulldm hullédmegyenletét:
E&U(x,t)  0*V(x,t)
p O0z2 o

(10.9)

190



A hullamegyenlet egy mésodrendli linearis parcidlis differencidlegyenlet, amelynek
sok lehetséges megoldasa van. Ezek koziil keressiik most a harmonikus haladéhullamu
megoldast a kovetkezo alakban:

U(z,t) = Acos(wt F kx + «) .

A F eldjel arra utal, hogy a hullam pozitiv és negativ iranyba is terjedhet. A probafiigg-
vényt behelyettesitve a differencidlegyenletbe, és a derivalasokat elvégezve:

E
—;Aka cos(wt F kx + a) = —Aw? cos(wt F kz + a) .

Az egyenl6ségnek minden helyen és idopillanatban teljesiilni kell, ebbol:

EkQ — U.)2
p
Felhasznélva a (10.3) kifejezést:
E W,
p K

A riadban terjed6 haladohullam sebességének nagysaga tehdt a rid Young-modulusatél
és struségétol figg:
c=4]—. (10.10)
p

Ezt behelyettesitve a (10.9) hullimegyenletbe megkapjuk az egydimenziés hulldm-
egyenlet — mint késobb latni fogjuk — dltaldnos alakjat:

6282\If(x,t) _ 0% (z,t) ‘
Ox? ot?

A hulldm korfrekvencigjat, amplitudoéjat és kezdéfazisat a peremfeltételek (a rud vé-
gét éré hatéds) hatarozza meg. Altaldnos esetben a megoldés kiilonbéz6 korfrekvencidj,
amplituddja, kezdofazisu és irdnyd hullamok szuperpozicidja. Ezzel késébb, a 10.7 sza-
kaszban még foglalkozunk.

(10.11)

10.2.1. Energiaterjedés hullamban

A kozegben terjedd hullamnak energiaja van, a hullamterjedés egyben energiaterjedés
is. Ezt igazolja a videdn [3] lathaté kisérlet, de a hétkoznapi életben is szémtalan jelen-
ség kapcsan tapasztaljuk: a Napbdl érkezo elektromagneses sugarzas melegiti a Foldet, a
hanghullamok megrezegtetik a dobhartyankat, a vizeken kialakul6 erés hullamzas pusz-
titd ereji lehet, és igy tovabb. Hatarozzuk meg a rugalmas ridban terjedo longitudinalis
harmonikus haladéhullam altal szallitott energiat!
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cAt

S| AV | —¢

10.6. abra. Energiaterjedés

Az energiadramlast a 8.3 szakaszban targyalt tomegaramlashoz hasonléan jellemez-
hetjiik. A ® energiadram egy kivalasztott feliileten idéegységenként athaladé energia:

dWw
dt ’
ahol az energiat most W-vel jeloljiik (£ a Young-modulus). At idé alatt a rdd egy
keresztmetszetén dthaladd energia (10.6 abra):

AW = wAV = wScAt,

O = (10.12)

ahol w az energiasiiriség, a kozeg egységnyi térfogataban talalhaté (mechanikai) energia.
Ennek alapjan az energiadgram a rudban:

o =wSe.

Az egységnyi feliileten dthaladé energiadram az energiadram-siriiség, amit a hullaimok
esetében intenzitdsnak neveziink, és I-vel jeloljiik. Mértékegysége: W/m?. Az eddigiek
alapjan a hullam intenzitésa:

I= o = we. (10.13)

Tobbdimenzids kozegben az intenzitdas a tomegaram-siirtiséghez hasonléan vektoridlis
mennyiség. Ekkor az 6sszefiiggések igy modosulnak:

I=wc és qD:/IdS.
S

A rugalmas ridban terjed6 longitudinalis hullam energiastirtiségének meghatarozdsa-
hoz irjuk fel egy AV térfogatban a teljes mechanikai energidt, azaz a mozgasi és rugalmas
helyzeti energia 0sszegét. A mozgasi energia:

2
AW, = Amv = 1p (aa‘f) AV,

a rugalmas helyzeti energia pedig (felhasznélva, hogy (10.10) alapjan E = pc?):

1, ov 1, (oT?
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A teljes mechanikai energia:

1
AW = AW, + AW, = Zp

8_\If 2+2 8_\11 2
ot ¢ ox
8_\If 2+2 6_\11 2
ot ¢ ox

Ha a rddon harmonikus haladéhullam terjed, akkor a hullamfiiggvény:

AV,

az energiastriiség pedig:

AW 1
=p

U(z,t) = Acos(wt — kx + «) .

2 _ 2

A fiiggvényt befrva a (10.14) kifejezésbe, és felhaszndlva, hogy (10.3) alapjan ?k? = w*:

1
A= 2 [A202 sin?(wi — 2 4212 Gin?(wi — k _
w(z,t) 2p[ w?sin®(wt — kz + o) + A%k sin® (wt — kz + )] (10.15)

= pA%w?sin®(wt — kz + ),

azaz az energiasiriiség adott helyen az idd, adott idépillanatban pedig a hely periodikus
fiiggvénye.
Az intenzitds meghatarozdsahoz az atlagos energiastiriiségre van sziikségiink:

T

T

1 1
w=1w(z,t) = /w(x, t)dt = TpA2w2/sin2(wt —kr+a)dt = §pA2w2. (10.16)
0

Nl

Ennek alapjan az energiadram:

1
o = §pA2wQCS, (10.17)
az intenzitas pedig:
1
I = 5pA%ﬂc. (10.18)

Fontos eredményiink, hogy az intenzitas az amplitudé négyzetével aranyos:

I~ A% (10.19)

Az intenzitas helyfiiggése

Gombhullam esetén a pontforrasbol kiindulé teljes energiadram egyre nagyobb felii-
leten oszlik el, igy az intenzitas a tavolsdg novekedésével akkor is csokken, ha nincsen
semmilyen veszteség.
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A gomb feliilete:
S = 4r?m,

igy az intenzitas forditva aranyos a sugar négyzetével:

1
[Nﬁ,

amibdl viszont a (10.19) Osszefiiggés alapjan az amplitido a sugérral forditottan ardnyos
(ahogy azt a 10.1 szakaszban mar megemlitettiik):

1
A~ =,
r
A kozegben haladva a csillapitas miatt altalaban a sikhullam is gyengiil. Az intenzi-

tasvaltozas ardnyos az intenzitassal és a megtett tavolsaggal:
dl = I(z +dx) — I(z) = —pldz,

ahol p egy kozegtdl (és a hullam jellemz6itél) fiiggd allandd. A differencidlegyenletet
rendezve és megoldva:

dl
7= —pudx
; I
n— = — T
L~ "
I = [067‘“”,

tehat a sikhullam intenzitdsa homogén kézeghen a tavolsaggal exponencialisan csokken.

10.3. Polarizacio

A transzverzalis hullamoknal a kozeg pontjainak elmozduldasa merdleges a terjedési
irdnyra, ez azonban nem hatarozza meg egyértelmiien a rezgés iranyat: altaldanos esetben
az egyes pontok kitérésének (vagy a hullamfiiggvény altal leirt més vektoridlis mennyi-
ségnek) az irdnya véletlenszertien barmilyen, a terjedésre merdleges irdny lehet. Az ilyen
hullamot polarizalatlan hullaimnak nevezziik.

Abban az esetben, ha ez az irdny valamilyen szabdlyszertiséget kovet, polarizdlt hul-
lamrol beszéliink. A sikban vagy linedrisan polarizdlt hullamban a kitérés (vagy az ennek
megfeleld vektoridlis mennyiség) irdnya egy sikban van, ez a hullam rezgési sikja. A cirku-
ldrisan polarizalt hullamban a rezgés iranya egyenletes sebességgel forog, az elliptikusan
polarizalt hullamban pedig ezzel egyiitt az amplitudéja is periodikusan véltozik.

Ha egy polarizalatlan hulldam megfelel6 eszkozon halad at, akkor linearisan polarizal-
haté, azaz kivalaszthaté valamely rezgési irany, amelyet az eszkoz atenged, mig a tobbit
elnyeli. Az ilyen eszkoz, amelyet polarizatornak neveziink, tényleges megvaldsitasa nagy-
ban fiigg a hullam jellegétol.
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Kisérlet: Rugalmas kotélen terjed6 hullam polarizacidja

Feszitsiink ki egy rugalmas kotelet, és gerjessziink a kotél egyik végén hulla-
mot egy kar korbeforgatasaval: igy cirkuldrisan polarizalt hullamot kapunk,
amely a kotélen végighalad.

Esetiinkben a polarizator egy keskeny rés, amely csak a réssel parhuzamos
rezgéskomponenseket engedi tovabb. fgy a résen athaladd hulldim mar lineé-
risan polarizalt lesz. Rezgési sikja megegyezik a polarizator rezgési sikjaval (a
rés iranyaval), a polarizator forgatdsaval egyiitt a linearisan polarizalt hullam
rezgési sikja is elfordul.

Ha a kotelet egy masik, az el6zovel megegyezo réssel is kozrefogjuk, akkor a
kialakul6 hullamot az hatarozza meg, hogy a két polarizator rezgési sikja egy-
massal milyen szoget zar be. Ha a masodik rés parhuzamos az elsével, akkor
ezen a hullam akadélytalanul athalad. Ha a méasodik rést lassan elforgatjuk
az elsohoz képest, akkor az athaladé hullam amplitidéja csokken, merdleges
allas esetében pedig a hullam teljesen elnyelodik. Mivel ilyen médon a ma-
sodik polarizatorral megvizsgalhaté a beérkezé polarizalt hullam irdnya, azt
szokas analizdtornak is nevezni. (Vided [3]) 4

Az analizatoron athalad6 hullam intenzitasat konnyen kifejezhetjiik. Bontsuk fel a be-
1épd, linearisan polarizalt Ay amplitidéju hullamot az analizdtor rezgési sikjaval parhu-
zamos, és arra meréleges komponensekre. Az analizatoron csak a parhuzamos komponens
halad keresztiil, ennek amplitidéja:

A= Apcosa,

ahol « a linedrisan polarizalt hulldm (az elsé polarizator) rezgési sikja és az analizétor (a
masodik polarizator) rezgési sikja kozti szog. A (10.19) Osszefiiggés szerint az intenzitas
az amplitadé négyzetével aranyos, igy az analizatoron athaladé hullam intenzitasa:

I =Iycos® o,

ahol I a beléps hulldm intenzitdsa. Igy a két polarizator valamelyikének forgatdsaval
szabalyozhato az athaladé hullam intenzitasa, ami kiilonosen az optikdban hasznos.

Ha a két polarizétor egymdsra meréleges (v = m/2), akkor — a tapasztalattal megegye-
z6en — a hullam teljesen kioltodik. Erdekes kérdés, hogy mi torténik, ha két egymasra
meréleges iranyu polarizator kézé egy harmadikat is helyeziink, és azt lassan forgat-
juk. Elhamarkodottan azt gondolhatnank, hogy a két merdleges polarizator mar minden
komponenst , kisziirt”, igy a harmadik behelyezése mar semmit nem valtoztathat. A ta-
pasztalat azonban mast mutat! A jelenség végiggondolasat az olvaséra bizzuk.

Longitudinalis hullamoknal a rezgés irdnya egyértelmiien meghatarozott, ezért ilyen
hullamoknél nem figyelheté meg polarizacié. A polarizacié jelensége egyértelmiien bizo-
nyitja, hogy egy hullam transzverzalis.
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10.4. Hullamok visszaverodése és torése

A hullamok leirasakor eddig végtelen nagy, homogén kozeget feltételeztiink. A ta-
pasztalat szerint, ha egy hullam a kozeg hatarahoz érkezik, akkor onnan részben wissza-
verodik, részben pedig — legtébbszor iranyat megvaltoztatva, megtorve — tovabbhalad a
masik kozegben.

Az irdnyvaltoztatason kiviil visszaverédéskor megvaltozhat a hullam fazisa, toréskor
pedig megvaltozik a terjedési sebessége és a hullamhossza is. Transzverzalis hullamoknal
mindkét esetben valtozhat a hulldm polarizaciéja. A visszaverddés és torés soran a me-
chanikai és elektromagneses hullamok részben kiilonb6zoen viselkednek, itt elsdsorban a
kozos, altalanosan fellépo jelenségekkel foglalkozunk.

A visszaverddés és a torés jol ismert, konnyen megfigyelhetd jelenség az optikaban.
A mechanikai hullamok koziil kisérletileg legegyszertibb rugalmas kotélen keltett transz-
verzalis hulldmokat és vizfelilleten keltett feliileti hulldimokat vizsgalni. (A viz feliileti
hullamaival kapcsolatban megjegyezziik, hogy részletes leirasuk meglehetésen bonyolult:
a viz 0sszenyomhatatlansdga miatt nem lehetnek se transzverzalis, se longitudinalis hul-
lamok. A viz részecskéi zart palydkon: korokon, ellipsziseken mozognak. [19])

Kisérlet: Rugalmas kotélen haladé hullam visszaverddése

Ha egy rugalmas kotélen hullamot inditunk el, az a kotél végérdl visszavero-
dik. Ha a kotél vége rogzitett, akkor a visszaver6do hullam kitérése ellentétes
elgjelii (10.7(a) abra), azaz a visszaverédésnél m fazisugras 1ép fel. (Szinuszos
hulldmnal a —1-gyel val6 szorzas egyenértékii egy m nagysagu fazisugrassal.)

R —_—
— /
-
(a) Visszaverddés rogzitett végrol (b) Visszaverédés szabad végrol

10.7. dbra. Rugalmas kotélen haladé hulldm visszaverddése

Ha a hulldm szabad (lazén rogzitett) kotélvégrol verddik vissza, akkor nincs
fazisugras (10.7(b) abra). 4
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Kisérlet: Feliileti hullamok visszaverddése és torése hullamkadban
A hullaimkdd egy atlatszé fenekli lapos edény, amelybe néhany milliméteres
vizréteget ontiink. A vizen keltett feliileti hullamok kivetitéssel lathatova te-
hetok. Az edény széle gy van kiképezve, hogy ne verje vissza a hullamokat. A
hullamok terjedési sebességét a vizmélység valtoztatasaval lehet szabalyozni.
Rezg6 hullamkeltékkel lehet véltoztathaté frekvencidju korhullamokat vagy
egyenes hullamokat létrehozni. (Vided: Hullam keltés I1. és IV. [8]) Ezekben
a kisérletekben egyenes hullamok visszaverddését és torését vizsgaljuk.

Ha az egyenes hullamok sik feliiletnek iitkoznek, akkor a visszaver6do hulla-
mok is egyenes hulldmok lesznek (vided). Jél megfigyelhet6, hogy a beesési
s20g (a bees6 hullam terjedési irdnya és a beesési meréleges altal bezart szog)
megegyezik a visszaverddési szoggel (a visszavert hullam terjedési irdnya és
a beesési mer6leges dltal bezart szoggel). Ha a hullamok gorbiilt feliiletnek
iitkoznek, minden pontban mas iranyba verédnek vissza. A kovetkezd két vi-
dedn jol latszik, hogy a homor feliilet 6sszegytijti, a dombort pedig szétszérja
a hullamot. [5]

Ha a hullamkadba egy vékony lemezt fektetiink, akkor a lemez felett kisebb
lesz a vizmélység. A lap szélét eléré egyenes hullamnak emiatt lecsokken a
terjedési sebessége, és ezzel egyiitt a hullamhossza is. Ha az egyenes hullam
nem meroleges iranyban érkezik a hatarfeliilethez, akkor az irdnya is meg-
véaltozik, a hulldm megtorik (vided). Megfigyelhetd, hogy ebben az esetben
a torési szog (a megtort hulldm terjedési irdnya és a beesési merdleges &l-
tal bezdrt szog) kisebb a beesési szognél. A tovabbi videdkon lathatd, hogy
egy dombori lencse alaki lemez 6sszegytijti, egy homort lencse alaku pedig
szétszorja a hulldmot. [3]

A kisérleti tapasztalatok magyardzatara, valamint a visszaverédés és a torés torvény-
szeriségeinek levezetésére tobb lehetdség is kinalkozik. A levezetést két tapasztalati té-
nyeken alapulf elv, a Huygens-elv és a Fermat-elv alapjan, valamint a (10.5) hullamfiigg-
vény segitségével is elvégezziik.

10.4.1. Huygens-elv

A Huygens-elv alapja az a tapasztalat, hogy egy kicsiny, pontszerii nyilason athalado
hullam a nyilas mogott ugy terjed tovabb, mintha egy pontforrasbol kiindulé gémbhullam
(két dimenziéban korhulldm) volna. Ez az elhajlds jelensége, amellyel a 10.5.1 szakaszban
részletesebben fogunk foglalkozni.

A Huygens-elv ennek alapjan a kovetkezo két allitast fogalmazza meg:

— egy hullamfront minden pontjabdl elemi gombhullamok indulnak ki,

— a kialakuld j hullamfront az elemi gémbhulldmok kozos burkoldfeliilete. [50]
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Homogén kozegben egy sikhulldm a 10.8 dbran lathaté szerkesztés alapjan sikhullam-
ként tejed tovabb: T periddusidovel késébb éppen A hullamhosszisag tavolsagra kapjuk
meg az Uj hulldimfrontot.

\c
10.8. abra. Hullamterjedés homogén kézeghen

Ha a sikhullam két kiilonbozo kozeg hatarfeliiletéhez érkezik, akkor az elemi hullamok
a két kozegben mas-mas sebességgel terjednek. A 10.9(a) abran lathaté médon a homogén
kozeghez hasonléan megszerkeszthetjiik az 1j hullamfrontokat. 7' id6 alatt a hullam az
1-es és 2-es kozegben a megfelel6 A\; és Ao hulldmhosszisdgi utat teszi meg. (A visszavert
hulldmokat az attekinthetdség érdekében nem rajzoltuk be.)

Ap

C v
| ﬁ/ A ¢\ p
o Vs

4 % cz\ %

c
o, \ *

(a) Hulldmfrontok megszerkesztése (b) Snellius-Descartes-térvény levezetése

10.9. abra. Torés a Huygens-elv alapjan

A beesési és a torési szog kozotti kapesolatot a 10.9(b) dbra alapjan frhatjuk fel. A
kis derékszogii haromszogekben:

A1 = dsin oy,

Ao = dsin oy .
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Mivel a hullam frekvencidja mindenhol ugyanakkora, a hullamhossz az egyes kézegekben
aranyos a kozegbeli hullamterjedési sebességgel. Ennek alapjan a torési torvény:
sino, N

2t ) 10.20
sin oy Ao Co n21 ( )

Ez a Snellius-Descartes-torvény, az ny; dimenzidtlan mennyiséget pedig szokas a 2-es
kozeg 1-es kozegre vonatkoztatott torésmutatdjdnak nevezni. [51]

Ha ¢y < ¢, akkor ng; > 1, és ay < ayp,. Ilyenkor a beesé hulldm részben megtorve
belép a masik kozeghe, részben pedig visszaverddik.

Ha ¢ > ¢y, akkor nay < 1, és oy > ay,. llyenkor a (10.20) sszefiiggés alapjan

sinay, 1

sin oy = =

USRI
Ha sinoy, > ngi, akkor sinog > 1 adddik, ai-re nem kapunk eredményt. Ez a teljes
visszaverddés jelensége: a hullam nem tud atlépni a masik kozegbe, visszaverddik.

A visszaver6d6 hullamfrontok a 10.9(a) dbrahoz hasonlé médon megszerkesztheték.
(Ilyenkor a beesd és a visszavert hullimok ugyanabban a féltérben vannak, amitél az
abra nehezebben attekinthetd.) A szdmitas gondolatmenete is hasonld, de most a beesd
és a visszavert hullam sebessége megegyezik, amibol a visszaverodés torvénye:

ay = Q. (10.21)

10.4.2. Fermat-elv

A Fermat-elv szerint a hullam a tér rogzitett A és B pontja kozott azon a pélyan
halad, amelyen a hullamterjedés idejének szélsdértéke (altaldban minimuma) van. [52]
Egy elemi ds at megtételéhez sziikséges ido:
1
dt = —ds,
c

ahol ¢ a hullam helyfiiggo terjedési sebessége. Azt a palyat keressiik, amelyen
B
1 ,
Tap = [ —ds = extrémum .
c
A

Az ilyen problémak megoldédsaval a varidcidoszamitds foglalkozik.
Homogén kozegben ¢ = allandé, igy:



amely akkor minimalis, ha az utvonal az AB szakasz, azaz ha a hullam — a tapasztalattal
egyezden — egyenes vonalban terjed.

Vizsgéljuk a torés jelenségét a Fermat-elv segitségévell A 10.10 dbran lathaté médon
legyen az A pont az 1-es, a B pont a 2-es kdzegben. A hulldim mindkét homogén kézegben
egyenes vonalban terjed, igy csak azt kell meghataroznunk, hol 1épi at a kozeghatart. A
hullamterjedéshez sziikséges ido:

51+82_\/a2—1— z—xp) \/b2 (x5 — x)°

TAB= — T =
1 Co C1 C2

Ennek a kifejezésnek a minimumat keressiik, ha z értékét valtoztatjuk. Ehhez mpop -
szerinti derivaltjat kell felirnunk, és annak zérushelyét megkeresniink:

drap 1 2(z — =) 1 2(xp — )
dx 2cq \/aQ—l—(x—x 2 202\/b2 B—IL’

2-vel egyszertisitve, és a torteket szogfiiggvényekkel kifejezve:

:()7

sinay,  sinaoy

C1 C2
sin oy, c1

)

sin o Co

azaz a (10.20) kifejezéssel megegyez eredményre jutottunk.

A
ap S
a
a Cy
b \ X X
X X
A o, ()
b
D) Oy
B

10.10. abra. Torés a Fermat-elv alapjan

A visszaver6dés torvényének levezetése a Fermat-elvvel egyszerii geometriafeladat,
de a ¢; = ¢y helyettesitéssel is azonnal adédik a (10.21) kifejezéssel egyezb o, = o
eredmény.
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10.4.3. Levezetés a hullamfiiggvény segitségével

Vegyiik fel a koordinata-rendszeriinket tgy, hogy a beesé hullam kj hulldémszam-
vektora az zy-sikban, a kozeghatar az xz-sikban legyen (10.11 4bra). fgy a hatarfeliilet
pontjaihoz mutaté r helyvektor is az xz-stkban van. A visszavert és megtort hullamok
k, és k; hullamszamvektoraira nem tesziink semmilyen megkotést.

10.11. abra. Visszaverodés és torés levezetése a hullamfiiggvény segitségével

Trjuk fel a (10.5) kifejezés alapjén a beesd, a visszavert és a megtért hullém hullam-
fiiggvényét a kozeghataron:

Uy (r,t) = Ay cos (wt — kpr)
U, (r,t) = A, cos (wt — kyr)
Uyi(r,t) = Agcos (wt — kyr) .
Az 1-es kozegben a bees6 és a visszavert hullaim hullamfiiggvényének Osszege, a 2-es

kozegben a megtort hullam hullamfiiggvénye irja le mozgast. A hatarfeliileten a két
értéknek meg kell egyeznie:

Uy(r,t) + Wy(r,t) = We(r,t). (10.22)

Ez csak ugy teljesiilhet minden r helyen és ¢ iddpillanatban, ha a harom koszinuszos
fiiggvény fazisa megegyezik, amibdl a kovetkez6 egyenlet adddik:

kir = k,r = kir. (10.23)

frjuk fel az egyenletben szerepld vektorokat koordinataik segitségével:
r zz-sikban (z,0,2)
kb xy—sikban (k?bgc,kby, )
k, tetszéleges (Kyy,Kyy, kvz)
k. tetszbleges (kiz, kty, ktz) -
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A (10.23) egyenletben a skaldris szorzatokat a vektorok koordinataival kifejezve (A.1
fiiggelék):
ke = kyoX + k2 = bzt + ks 2 .

Az egyenletek csak akkor teljesiilnek minden z és z értékre, ha az x és z komponensekre
kiilon-kiilon is igazak. A z komponensekre:

kvz:ktzzov

tehdat k;, és k¢ az xy-sikban, azaz a k;, vektor és a beesési merdleges altal kifeszitett
sikban helyezkedik el (a hdrom hulldmszamvektor és a beesési meréleges komplandris).
Az x komponensekre:

kba: = kva: = kt:c .

Viélasszuk szét a visszaverddésre és a torésre vonatkozo egyenleteket, és a vektorkompo-
nenseket fejezziik ki a 10.11 abra alapjan szogfiiggvények segitségével:

|kp| sin oy, = |k | sin oy
|kp | sin o, = |kq| sin oy .
A (10.3) kifejezés alapjén:
w
k| = [ko| = —
(&1
w
Co

k| =

)
és ezt behelyettesitve:

w . w .
—sinap = — sina,

C1 C1

w . w .
—sinqp = —sinqy ,
C1 Co

amibdl a visszaverédés és torés (10.21) és (10.20) torvényei mar kozvetleniil adédnak:

Oy = Oy

sinap, ¢
- = —=MN21.
sin oy, Co

A hullamfiiggvény alapjan nemcsak a visszavert és megtort hullamok iranyat, hanem
intenzitasukat is meg lehet hatarozni. A kovetkezOkben csak merdlegesen bees6 longi-
tudindlis hulldmok intenzitdsviszonyait elemezziik. (Transzverzalis hulldimok esetében a

hullam polarizacidja is befolydsolja az eredményt, ezzel részletesebben az optika foglal-
kozik. [53])
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Az intenzitasok meghatarozasahoz irjunk fel két egyenletet! A hatarfeliileten az amp-
lituddkra a (10.22) és (10.23) osszefiiggések alapjan:

Ay, + A, = Ay, (10.24)
az intenzitasokra pedig az energiamegmaradas miatt (merdleges beesés esetén):
-1, =1. (10.25)

A (10.18) osszefiiggés alapjan az intenzitasok kifejezhetok:

1

[b = §p1w2A%cl
1

I, = §p1w2A301 (10.26)
1

[t = §p2w2A%62,

ahol p; és py az 1-es és 2-es kozeg stirtisége.
A (10.26) kifejezéseket behelyettesitve a (10.25) egyenletbe és atalakitva:

%plcle (A% — A‘Q,) = %pQCQWZAE
pre1 (Ap — Ay) (Ap + Ay) = pac2 A7
A (10.24) egyenlet szerint Ay = Ay, + Ay, ezt behelyettesitve, majd egyszertisitve:
pici (Ap — Ay) = paca (Ap + Ay) .
Az egyenletet megoldva elészor A,, majd (10.24) felhasznélasdval A kifejezheto:

A, = P1C1 — P2C2 A,

pic1 + p2C2
2
A = Py
p1c1 + p2C2
A (10.26) kifejezések alapjan:

I, A

L, A

Iy prea

I, pra A
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ennek felhasznalasaval a visszavert és megtort hullam intenzitasa:
I — (prc1 — 0202)21
v= 3
(prc1 + paca) (10.27)
dpycipaco I
(prc1 + p202)2

Figyeljiikk meg, hogy ha pic; és paco kozel egyenld, akkor alig van visszaverddés, ha
viszont az egyik sokkal nagyobb, mint a masik, akkor a hulldm szinte teljes egészében
visszaverddik.

]t:

10.5. Interferencia

A kozegben éltaldban egyszerre tobb hullam is terjed (kiilonb6z6 hullamforrasbdl szér-
maz6 vagy ugyanabbdl a hullimforrasbdl induld, részben visszavert, megtort hullamok).
Ha a hulldmot leiré egyenletek linedrisak (vagy — kis amplitidé esetén — linedris egyen-
letekkel kozelithetok), akkor kialakulé hullamkép az egyes hullamok szuperpozicidja:

U(r,t) = Zwr,t).

A hullamok egy adott helyen és adott pillanatban erdsithetik, gyengithetik vagy kiolthat-
jak egymast. Tagabb értelemben ezt a jelenséget nevezziik interferencianak. Az interfe-
rencia kifejezést sziikebb értelemben akkor hasznéljuk, ha a szuperpozicié kovetkeztében
kialakul6 erdsitések, gyengitések vagy kioltasok megfigyelhetdk (hallhatdk, lathatok), az-
az térben és id6ben nem til gyorsan valtoznak. (A napfényben vagy egy lampa fényében
példaul egymastdl fliggetlen atomi hullamforrasok sokasaganak a fénye szuperponalédik,
melyek véletlenszeriien erdsitik vagy gyengitik egymast, és igy interferencia nem, vagy
csak nagyon korlatozottan figyelheté meg.)

Két gobmbhullam interferenciaja

Vizsgaljuk meg azt az egyszerii esetet, amikor két pontforras azonos frekvenciaji
gombhulldmokat kelt (nem feltétlen azonos fazisban). Az egyes hullamforrdsok dltal el-
inditott hullimok hullamfiiggvényei (a hullimok amplitiddjanak csokkenését figyelmen
kivill hagyva):

Uy(r,t) = Ay cos(wt — kr)

Uy(r,t) = Agcos(wt — kr + ) .
A hullamforrasoktol ry illetve 5 tavolsagra 1évo P pontban megfigyelhet6é hullamot a két
hullam 6sszege adja meg:

U(P,t) =Wy (r1,t) + Wy (re, 1) .
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Behelyettesitve a hullamfiiggvényeket:
U(P,t) = Ay cos (wt — kry) + Agcos (wt — kra + o) = Acos(wt + @) ,

ahol A és ¢ értéke a hullaimok paramétereibol kifejezheté. A P pontban megfigyelhetd
hulldm amplitudéja a (9.24) kifejezés alapjan:

A= \/A% + A2+ 2A, Ay cos (kry — kry + ).
Az amplitud6 akkor maximalis, akkor van erdsités, ha
kri —kro +a = 2nm (neZ) ekkor A = A; + A,
¢és akkor minimalis, akkor van gyengités, ha
kri —kro+a=(2n+ 1)m (neZ) ekkor A = |A; — Ay .

Ha A, = A,, akkor a két hullam bizonyos helyeken nemcsak gyengiti, hanem ki is oltja
egymast. Ha ezen kiviil & = 0 (a két hullamforras azonos fazisban bocsét ki hulldmokat),
akkor az erdsités feltétele:

2
k(ri—rz) =2nm, As:rl—m:%:n)\ (neZ), (10.28)

tehat a hullamok ott erésitik egymast, ahol a As 4tkilonbség (a két hullamforrdstol mért

tavolsag kiilonbsége) a hullimhossz egész szamu tobbszorose. Ehhez hasonléan a kioltas

feltétele:

(2n+ 1)m
k

azaz az utkiilonbség a félhullamhossz paratlan szamu tobbszorose.

A
k(ri—r)=02n+ 1), As=ry—ry= :(2n+1)§ (neZ),

kioltas  erdsités

s sz

10.12. abra. Er6sitési és kioltasi helyek két azonos fazisi pontforras koriil

A fenti feltételek alapjan az erésitések és kioltasok a sitkban hiperbolaiveken helyez-
kednek el, melyek fékuszai a hullamforrdsok (10.12 abra, Hullamkeltés V. vide6 [8]). A
két hullamforrast 6sszekoto szakasz felezomerolegese mindig erdsitési hely, kioltas viszont
csak akkor jon létre, ha a hulldimforrasok téavolsaga nagyobb, mint a hullAmhossz fele.
Térben az erositési és kioltasi helyek forgasi hiperboloid feliileteken helyezkednek el.
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Koherencia

A hulldm intenzitdsa ardnyos az amplittidé négyzetével (I ~ A?), igy az eredd hulldm
intenzitasa:

I =1+ 1+2\/11Ircos(kAs+ a). (10.29)

Az els6 két tag mindig pozitiv, ezek a két szuperponalédé hullam intenzitdsanak az
Osszegét adjak. Az intenzitds helyfiiggése, az erGsités, gyengités vagy kioltas a harmadik,
ugynevezett interferencia tag kévetkezménye.

Ha a két forras kozotti a faziskiilonbség idében allandd, akkor a két hullamot ko-
herensnek nevezziik. Ilyenkor az intenzitas a hely fiiggvénye, az interferencia ,hallhat6”,
ylathatd”, megfigyelhet6. Ha viszont o idében valtozik, akkor a kifejezés utolsé, helyfiiggd
tagja idoben kidtlagolédik, idéatlagban nullat ad, és igy az intenzitdas mindenhol a két
intenzitas Osszege lesz, interferenciat pedig nem figyelhetiink meg.

Intenzitaseloszlas a hullamforrasoktdl tavol

Vizsgaljuk két pontszerti hullamforras intenzitaseloszlasat az azonos intenzitasu és
fazisu forrasoktdl tavol, a forrasokat 0sszekoto szakasszal parhuzamos egyenes mentén.

(a) Kisérleti elrendezés (b) Az utkiilénbség meghatarozédsa

10.13. 4bra. Interferencia a hulldmforréstol tavol

A 10.13(a) abra alapjan a P pont koordinétéja:
v = Dtgd ~ DV, (10.30)

hiszen z < D miatt alkalmazhatjuk a kis szogekre érvényes tg ¢ ~ v kozelitést.
A 10.13(b) abra alapjan a két hullam kozotti dtkiilonbség a sind ~ 9 kozelités és
a (10.30) kifejezés felhasznalasaval:

d
As =dsind ~ dj ~ Ty (10.31)
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Maximalis erésitést a (10.28) osszefiiggés alapjan akkor kapunk, ha

AD
As =n\, T=n-— (neZ).

Az intenzitaseloszlds a (10.29) kifejezés alapjan irhatjuk fel, felhasznélva, hogy a két
forrds intenzitdsa egyenld (I; = I, = Iy):

I(x) = I + I + 2/I, 1, cos kAs = 2] (1 + cos kAs) =

d 2md d
=21, (1+coskx5) =21 <1+cos T x) rew

= 4], cos® —= .
0 COS D

AD

10.14. abra. Intenzitaseloszlas a pontforrasoktol tavol

Az intenzitéseloszlas a 10.14 dbran ldthaté. A maximumok tavolsdga AD/d, ennek
mérésével — d és D ismeretében — a hullamhossz meghatarozhato.

10.5.1. Elhajlas, Huygens-Fresnel-elv

Homogén kozegben a sikhullamok hullamfrontjai parhuzamosak, a hullam terjedé-
si iranya a hullamfrontokra merdleges egyenes. Ha azonban a hullam egy akadalyhoz
érkezik, akkor nemcsak egyenesen halad tovabb, hanem behatol az akadaly mogotti dr-
nyéktérbe is (10.15 dbra, Hullam elhajlasa 1. vide6 [3]). Ez a hullamelhaglds, vagy més
néven diffrakcio jelensége.

..... _ arnyéktér

10.15. abra. Elhajlas akaddly szélén
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Sok esetben — kiilonosen az optikdban — nagyon nehéz azt biztositani, hogy két hul-
lamforrasbol azonos fazisban induljanak hulldmok. Az elhajlds jelenségét felhasznalva
azonban ugy is létre lehet hozni két azonos fazisu gombhullamot, hogy egy sikhullamot
két kicsiny nyilason engediink at: ekkor a nyilasokon athaladé hullamok a nyilds mogot-
ti térrészben szétteriilnek (ahogy ezt mér a 10.4.1 szakaszban, a Huygens-elv kapcsan
megemlitettiik).

A 10.16 dbrén és a Hullam elhajldsa II. kisérleti videén [8] sikhullimok kiilénbozé
szélességll (az abra sikjara merdleges) réseken haladnak at. Ha a rés d szélessége sokkal
nagyobb, mint a A hullaimhossz, akkor a hullamfront nagy része egyenesen halad tovabb
— a 1és szélein azonban az elhajlds miatt ekkor is behatol az drnyéktérbe (10.16(a) dbra).
Ha viszont a rés sokkal kisebb a hullamhosszndl, akkor a rés mogott a hullam teljesen
szétteriil: keskeny rés esetén hengerhullamot, pontszeri nyilds esetén gombhullamot, két-
dimenziés esetben korhullamot kapunk (10.16(c) dbra). A koztes esetben, ha a rés mérete
és a hullamhossz 6sszemérhetd, akkor a résen athaladé hullaimban az interferencia mi-
att bizonyos irdnyokban erésitések, mas irdnyokban gyengitések alakulnak ki (10.16(b)
abra).

N

)

=/

(a) d> A (b) d ~ X (c) d< A

10.16. abra. Elhajlas kiilonb6zo szélességli réseken

Az elhajlasi és interferenciajelenségeket a Huygens-elv segitségével mar nem lehet
értelmezni, mert a ,,k6zos burkoldfeliilet” fogalma nem veszi figyelembe az elemi hullamok
intenzitas- és fazisviszonyait. Emiatt a Huygens altal megfogalmazott elvet tobb mint
széz évvel kés6bb Fresnel médositotta. [50]

A Huygens-Fresnel elv a kivetkezo két allitast fogalmazza meg:

— egy hullamfront minden pontjabdl elemi gombhullamok indulnak ki,

— a kialakuld 1j hullamfrontot az elemi gombhullamok interferencidja adja meg.
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10.17. dbra. Elhajlas két résen

A 10.17 dbréan a sikhullamok két, a hullamhosszhoz képest keskeny résen haladnak &t.
A rések mogott ugyanolyan hullamkép alakul ki, mintha két azonos frekvenciaju és azonos
fazist hulldmforrds keltette volna. (Young-féle kétréses kisérlet. [51]) A Hullam clhajlasa
ITI. hullamkadas kisérletet bemutaté videén az is jol megfigyelheto, hogy a két résen
athaladé hullimok ugyanolyan interferenciaképet hoznak létre, mint két pontforras. [3]

Elhajlas és interferencia t6bb résen

Ketténél tobb (keskeny) rés esetén az interferenciaképet legegyszeriibben a 9.2 sza-
kaszban megismert fazorokkal (forgévektoros médszerrel) lehet meghatarozni. A faziskii-
16nbség két, egymastdl d tavolsdgra 1évo résbol induld, ¥ szogben haladé hullam koézott
a (10.31) kifejezés alapjan:

As dv

Ap =21— =~ 21— . 10.32
p=2m— T (10.32)

Az ered6 hullam A amplitudéjat a résektdl tavol az egyes résekbél indulé hullamokat
jellemz6 fazorok oOsszege adja (10.18 abra). Ha a faziskiilonbség Ay = 2nmw (n € Z),
akkor a vektorok egy egyenesbe esnek, és igy ereddjitk maximalis lesz. Ezekhez a fazis-
kiilonbségekhez tartoznak az intenzitdseloszlas fémazimumai (10.20(a) abra).

10.18. abra. Az ered6 amplitidé szerkesztése (N = 5 rés, Ap = 7/5)
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41 ..... i

=3Tn A(/)—4Tn A(/) T A(p—

10.19. dbra. Az ered6 amplitudé kiilonbozé faziskiilonbségek esetén (N = 5 rés)

A 10.19 dbran lathaté a fazordbra a szomszédos rések kozotti Ag faziskiilonbség
néhany értékénél (N = 5 rés esetén). Lathatd, hogy az ered6 amplitudé N — 1 esetben
nulla: ilyenkor a hullamok kioltjak egymast. A kioltasok kozott az amplitidénak N — 2
lokalis maximuma van: ezekhez tartoznak az intenzitéseloszlas mellékmaximumai.

A 10.20(a) dbra mutatja az intenzitdseloszldst a résektél D > d tavolsigra 16v6 x
tengelyen. (A kisérleti elrendezés ugyanolyan, mint a 10.13(a) dbran.) A fdmaximumok
tavolsdga a (10.30) és a (10.32) osszefiiggések alapjan a kétréses esethez hasonléan:

AD
Ax = T
A rések N szaménak novelésével a fomaximumok egyre keskenyebbek, a mellékmaxi-
mumok pedig egyre laposabbak lesznek. A 10.20(b) dbra mutatja az intenzitaseloszlast
nagyon sok rés esetén: a mellékmaximumok teljesen eltiinnek, a fémaximumok pedig éles-

sé valnak. Az optikdban a sok parhuzamos résbol allé rendszert optikai rdcsnak nevezik.

4D
1 1 d
4D
d
MX@A@A&_X X
(a) N=5rés (b) Nagyon sok rés (rdcs)

10.20. abra. Intenzitdseloszlas a résektol tavol

Ha a rések szélessége 0sszemérhet6 a tavolsagukkal, akkor az intenzitdseloszlas megha-
tarozasa fazorokkal bonyolultabb. Altalanos esetben a 9.2 szakaszban megismert Fourier-
transzformdciéval lehet elvégezni a szamitast. [57]
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10.5.2. Interferencia visszaverodéskor

Vizsgaljunk egy egydimenziés hullamot, amely a kozeg hatarardl visszaverddik, és a
visszaver6do hullam interferal a bees6 hullammal. Legyen a hullamterjedés az x-tengellyel
parhuzamos, vegyiik fel a koordinatatengely kezdépontjat a kozeghatarndl, és terjedjen
a beesO hullam negativ irdnyba. Ekkor a beeso és a visszavert hullam hullamfiiggvénye:

U, (z,t) = Asin(wt + kx)

U, (z,t) = A'sin(wt — kx + a)
a kialakul6 hullam pedig a két hullam szuperpoziciéja:

U(z,t) =V, (z,t) + ¥V (x,t).

Eldszor meg kell hatdroznunk a visszavert hullam A’ amplitudéjat és o kezdofazisat. Ha a
kozeghatar rogzitett, akkor ott nem lehet kitérés, az ered6 hullamfiiggvény mindig nulla:

(0,¢)=0,

amib6l A" = A és o = m adddik. (A 7 faziskiilonbség egyenértékii a negativ eldjellel.)
Ennek alapjan az ered6 hullam (trigonometrikus atalakitdsokkal):

U(z,t) = Alsin(wt + kz) — sin(wt — kz)] = 2Asin kz coswt . (10.33)

A kialakulé hullamformat dllohullimnak nevezziik. Az alléhullam egész masképp vi-
selkedik, mint az eddig vizsgalt halado hullimok: meghatarozott helyeken, a csomo-
pontokban, a kozeg kitérése mindig nulla, mig mas helyeken kiilénb6z6 amplitidoju rez-
gést végez. A rezgés amplitiuddja a duzzadohelyeken a legnagyobb. Az allohullam és
a haladohullam kozotti kiilonbség jol megfigyelheté a 10.21 abran. Az alléhullamokkal
a 10.7 szakaszban foglalkozunk részletesebben.

W C
—
S N AN 2
\ ; \ /
\ \ /
e ~\N L7 SALT ~\ X // \ , X
- /
S~ /7/ O~ -7~ //,/\ ,/ \ Y \
N ’ N , csomopont ’ \ ’
AN AN | - N7
duzzadohely

(a) Allshulldm (b) Halad6hullam

10.21. dbra. Egydimenzids allo- és haladohullam
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10.6. Hullamterjedés kiilonb6z6 kézegekben

A 10.2 szakaszban rugalmas rudban vizsgdltuk a hullimterjedést. Ebben a rész-
ben gazban terjedd longitudindlis sikhulldimokra és megfeszitett rugalmas hiron terjedd
transzverzalis hullamokra vezetjiik le a hullaimegyenletet, majd ezek alapjan felirjuk a
hullamegyenlet altalanos alakjat.

Hullamterjedés gazban

A 10.22 abrén a ridhoz hasonléan felrajzoltuk a gaz kicsiny, S keresztmetszetii da-
rabjat. Az z-tengely irdnyaba terjed6 sikhullamot vizsgalunk, igy a probléma a rugalmas
riudhoz hasonléan egydimenzidés. A hullamfiiggvény ebben az esetben is a kozeg elmoz-
dulasat adja meg, ami a longitudinalis hullimban szintén z iranyu. A vizsgdlt kozeg
egy nyugalmi allapotdban p nyomasu, p strliségii gaz, amelyben a hullam terjedésekor
az adiabatikus 6sszenyomddds miatt egy helytél és id6tdl fiiggd dp(xz,t) nyomdstibblet
keletkezik.

X x+dx

S prdpeen)| ! ' prdp(etd,)

— e

w(x,t) wlxtdx,r)

10.22. abra. Longitudinalis sikhullam terjedése gazban

frjuk fel most is a kozeg x és = + dx kozotti kicsiny darabjara Newton I1.torvényét:
dF' = dma.

A kis darabra haté erét a gaz rugalmas tulajdonsagai alapjan hatarozzuk meg. A gazban
nyomastobblet hatasara fellépo ero:

F(z,t) = —Sdp(z,t). (10.34)

A hullamterjedés kozben a gaz 0sszenyomodasa gyorsan torténik, és a géz rossz héve-
zetd, igy nincs id6 hocserére, az allapotvaltozas adiabatikus. Adiabatikus valtozas esetén
idedlis gazban:

pV"* = allandé,

ahol k a fajh6hanyados. Az egyenlet mindkét oldalat V' szerint derivalva:

dp K k=1 __
WV +pl-€V = 0,
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amit atrendezve:

dv
dp = —kp—. 10.35
p=—Kp (10.35)
A kis darab térfogata:
V = Sdx,
a térfogat megvaltozasa pedig:
U(x,t
av = saw = 220,
Ox
Mindezt behelyettesitve a (10.35), majd a (10.34) kifejezésekbe:
oV (z,t)
d t) = —kp———= 10.36
ple,t) = T (10.36)
oV (z,t)
F(z,t) = Skp————= 10.37
(21) = Sp” 00 (10.37)
amibol a kis darabra haté erd:
OF (z,1) 0*w
A kis darab tomege és gyorsulasa a 10.2 szakaszhoz hasonléan:
dm = pSdx
. 0%V (x,t)
o

Végiil mindezt behelyettesitve a mozgasegyenletbe, az egyenletet Sdx-szel egyszertisitve,
és rendezve megkapjuk a gazban terjedd longitudinalis hullam hullamegyenletét:
kp O?W(z,t)  0°V(x,t)

e (10.38)

Az egyenlet ugyanolyan alakd, mint a rugalmas hurra felirt (10.9) hullimegyenlet,
csak az allandé mas. A 10.2 szakaszban megmutattuk, hogy ez a konstans a koézegben
terjed6 haladohullam sebességének a négyzete. Eszerint a gazban terjed6 hullam sebes-

sége:
K
== = (10.39)
p p

ahol K = kp a kompressziomodulus. A kifejezést az idedlis gaz allapotegyenletének

felhasznalasaval atalakitva:
kRT

Cc = .

M
(R az egyetemes gazallando, T' a géz abszolut hémérséklete, M pedig a molaris tomege.)
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Transzverzalis hullAim megfeszitett rugalmas hirban

A 10.23 dbran a megfeszitett hur kicsiny darabjat rajzoltuk fel. A hullam az z-tengely
irdnydban terjed, a hur kitérése pedig y-irdnyd: y = U(z,t) A hirt a T'(z,t) er6 fesziti,
amely az x-tengellyel a(z,t) szoget zér be.

T(x+Ax,r)

o(x+Ax.1)

10.23. abra. Transzverzalis hullam terjedése rugalmas hiron

A hur kicsiny, = és x + Az kozotti darabjara a mozgasegyenlet:
dF, = dma,, .
Az y-irdnyu ero:
dF, = T,(x + Azx) — Ty(x) = T {sin [a(z + Az, t)] — sin [a(z, )]} ~

~ T {iglo(r + Az, 1)) — talafr, ]} = 778

dz,

ahol felhasznéltuk, hogy o < 1 miatt a T feszitéero nagysaga kozel allandé és hasznalha-
t6 a sina ~ tg a kozelités. A hir alakjat az y(z) fiiggvény irja le, igy a tg a meredekség
kifejezhet6 a hullamfiiggvény x szerinti parcialis derivéltjaként:

; oV (x,t)
o=——"=
g aw )

amit behelyettesitve az ero kifejezésébe:
0% (z,t)

A hur kicsiny darabjanak tomege és gyorsuldsa:

dm = pSdl = pSdx
%W (x,t)
o

Qy
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A kifejezéseket behelyettesitve a mozgasegyenletbe, dx-szel egyszerisitve, és rendezve
megkapjuk a hidron terjedé transzverzélis hullam hullamegyenletét:

T 0*¥(x,t)  0*U(z,t)
pS o0z o2

(10.40)

Az egyenlet ismét ugyanolyan alakd, mint a (10.9) és a (10.38) hullimegyenletek.
Ennek alapjan a hdron haladé transzverzalis hullam sebessége:

¢= \/> f (10.41)

ahol = pS a hur hosszegységre es6 tomege (linedris siriisége).

10.6.1. A hulladmegyenlet altalanos alakja

Hérom kiilonbo6z6 kozegben meghatarozva a hullamegyenletet, mindig (10.11) alakd
differencialegyenletet kaptunk, ez az egydimenzios hulldmegyenlet dltalanos alakja:

2 P (z,t)  0*V(x,t)

= . 10.42
Ox? ot? ( )
A kiilénbozd kozegekben 2 értéke a kdzeg tulajdonsigaitol fiigg:
, FE e 1 P
= — longitudinalis hullam radban ,
p
o KD . .- , ,
- =— longitudinalis hullam gazban ,
p
s T . . .
= — transzverzalis hullam htron .
L

Hérom dimenziéban a hullamfiiggvény az r(z,y, z) helyvektor és a t id6 fiiggvénye:
U(r,t) = ¥(z,y,2,t). A differencidlegyenlet bal oldala ennek megfelelden kiegésziil az x
és y szerinti parcialis derivaltakkal is. A hdromdimenzids hulldmegyenlet:

O*U(r,t)  O*VU(r,t) O*U(r,t) 0%V (r,t)

2 _
Nt T e | T e (10.43)

A 10.2 szakaszban megmutattuk, hogy a (10.4) hullamfiiggvény kielégiti az egydimen-
zi6s hulldimegyenletet (ebbdl kaptuk meg, hogy a hullimegyenletben szerepl$ konstans
a haladéhulldm sebességének négyzete). Ehhez hasonléan, a differencidlegyenletbe vald
behelyettesitéssel megmutathatd, hogy a térbeli sikhullam (10.5) és a gobmbhulldm (10.6)
hullamfiiggvényei kielégitik a (10.43) haromdimenziés hullamegyenletet. A levezetést az
olvasora bizzuk.
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Elektromagneses hullam vakuumban

Erdekességként — nagyon leegyszertisitve — megmutatjuk, hogy a Mazwell-egyenletek
alapjan a vdkuumban terjedé elektromagneses hulldmokra is (10.42) alaku differencidl-
egyenlet adodik. Vizsgaljunk egy x-tengely iranydban terjedé linearisan polarizalt elekt-
roméagneses sikhulldmot: az elektromos térerésség vektora az y-, a magneses indukcid

vektora a z-tengely irdnydba mutat (10.24 dbra).

Y Eeen ’ E(x-+dx.)
x
A,f)/ 'de’r)

V4

10.24. abra. Vektorok az z irdnyban terjedd polarizalt elektromégneses sikhulldmban

Vékuumban (ahol nem kell figyelembe venniink az anyag elektromos és magneses
tulajdonségait, és toltések, dramok sincsenek) a Maxwell-egyenletek leegyszertisddnek. A

levezetéshez csak a harmadik és negyedik Maxwell-egyenletre van sziikségiink |

%Eds = _d /BdA
dt
A

g

d
Bds = — | EdA.
?{ S M0€odt/
A

g

E(x.,?)

Y E(x+dxf) Y
’ =

E(x,5)} dx

g ¥ '
/ Been () LKW)/ dx ‘ﬁ(xfzdx,t)

z z
(a) Elektromos térerésség (b) Mégneses indukcié

10.25. abra. Vazlat a korintegralokhoz
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A (10.44) egyenletet a 10.25(a) dbran lathaté kis téglalapra felirva:

[E(z+dx) — E(z)|dy = —%—fdxdy
oL _ 9B
or ot

majd az egyenlet mindkét oldalat x szerint derivalva:

O’FE 0’B
=— : 10.4
Ox? otox (1046)
Hasonl6an, a (10.45) egyenlet és a 10.25(b) abra alapjan:
E
— [B(x +dz) — B(x)]dz = uoeoaa—tdxdz
on_ or
or Moo ot
majd az egyenlet mindkét oldalat ¢ szerint derivalva:
0’B O’FE
= - 10.4
oxor "o (10.47)

Ha egy fiiggvényt egymas utan tobb valtozdja szerint derivalunk parcialisan, akkor
az eredmény nem fiigg a derivalasok sorrendjétol. Ennek alapjan:
9’B 0B
otox  Oxot”

Ennek felhasznalasaval a (10.46) és (10.47) egyenleteket egybevetve:

O*F 0*B J*B O*F
= Ho€o 55

ot? -

o> Otor  oxot

Az egyenletet ppeg-lal atosztva megkapjuk az elektromégneses hulldim egydimenzids hul-
lamegyenletét:
1 9°E 0°F
Moo ox? N ot? .

Az egyenlet ismét ugyanolyan alaki, mint az eddigi hullimegyenletek. Ennek alapjan
az elektromagneses hulldm sebessége vakuumban (a vakuumbeli fénysebesség):

/1
c=4/——. (10.49)
Ho€o

217

(10.48)



10.7. Alléhullamok

A 10.5.2 szakaszban lattuk, hogy haladéhullamok interferencidjabol dllohullamok ala-
kulhatnak ki. Keressiik most a (10.42) egydimenziés hulldmegyenlet alléhulldmi megol-
dasait a kovetkezo alakban:

U(z,t) = @(x)cos(wt + ), (10.50)

ahol a ¢(x) csak helytol fiiggd tényezd egyelore ismeretlen.
Helyettesitsiik be a (10.50) fiiggvényt a (10.42) differencidlegyenletbe, és végezziik el
a parcialis derivalasokat:

2 d*p(z)
dz?

Az egyenletet rendezve:

cos(wt + a) = —p(x)w? cos(wt + a) .

d2 2
? dsi(zx) + (;}—QQO(J?) cos(wt +a) =0,

ami csak akkor teljesiilhet barmely ¢ idopillanatban, ha a szogletes zardjelben 16vo tényezd
nulla. Felhasznélva az w/c = k Osszefliggést is:

d*p(z)
dz?

Ez az egyenlet pontosan olyan, mint a harmonikus rezgémozgas differencidlegyenlete
(csak itt ¢ helyett = a valtozo), igy az altaldnos megoldasa is ugyanolyan:

+ k*p(x) =0. (10.51)

o(x) = Asin(kz + ) . (10.52)

A megoldast beirva a (10.50) prébafiiggvénybe a hullimegyenlet altaldanos &lléhulldmi
megoldasat kapjuk:
U(z,t) = Asin(kx + ) cos(wt + «) . (10.53)

Konkrét esetekben a megoldast az altalanos megoldasbdl a peremfeltételek figyelem-
bevételével kaphatjuk meg. Nézziink néhany, a gyakorlati életben is fontos példat!
All6hullam megfeszitett hiron

Vizsgaljunk egy L hosszusagu megfeszitett huron kialakulé transzverzalis allohullamo-
kat. A hur legyen parhuzamos az x-tengellyel, és egyik vége legyen a koordinata-rendszer
kezdépontjaban. A hatarfeltétel az, hogy a hur mindkét vége rogzitett, kitérésiik minden
pillanatban nulla (csomépont):

U(0,t) = U(L,t) =0,
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ami csak akkor teljesiilhet minden idépillanatban, ha

p(0) = (L) = 0.
A hullamfiiggvény helyfiiggd tényezéje a (10.52) fiiggvény:
o(x) = Asin(kz + ) .
A ¢(0) = 0 feltétel alapjan 5 = 0. Ezt felhasznélva a ¢(L) = 0 feltétel szerint:
o(L)=AsinkL =0
kL =nm  (neNT)

kn:n% (n € NT).

A hulldmszam tehat csak meghatarozott, diszkrét értékeket vehet fel! Az n index je-
16li az egyes megoldasokat. A hullamszam meghatarozza az allohullam hullamhosszat,
korfrekvenciajat és frekvencidjat is:

_27r 1

A= 1= 2oL +

s (n € NT)

W = kpc = nW—LC (n € NY) (10.54)
_ W€ +

Vn =5 =ngy (neNT).

A htron tehat csak meghatarozott frekvenciajua allohullamok alakulhatnak ki, a lehetsé-
ges frekvencidk a vy alapfrekvencia egész szamu tobbszorosei. Az alapfrekvencia a hur
hosszatol és a haladohullamok terjedési sebességétol fiigg — ez utébbit viszont a hur li-
nedaris stirisége és a hurt feszité er6 hatdrozza meg (10.6 szakasz). Mindezek alapjan a
lehetséges allohullamok hullamfiiggvényei:

U, (x,t) = A, sin (k,x) cos (wpt + ay,) = A, sin (n%x) cOS (n%t + an> ,

ahol az A, «, allandék a kezdeti feltételektdl fiiggenek (n € NT). A hidron kialakuls
hullam altalanos esetben ezeknek az alléhullamoknak a szuperpozicidja.

n=1 n=2 n=3
10.26. abra. Alléhullsmkép hiron (n = 1, 2, 3)

A 10.26 abran az n = 1, 2, 3 értékekhez tartozd alléhullamkép lathaté. A huiron
mindig n félhullam, n duzzaddhely és a hur végein kiviil n — 1 csomoépont alakul ki.
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Kisérlet: Alléhullamok csavarrugon

A videdn lathato kisérletben vizszintesen kifeszitett csavarrugd egyik végét
rogzitjiik, masik végén valtoztathato fordulatszamu motorral kis amplitiudo-
ju (cirkularisan polarizélt) transzverzdlis hullamokat inditunk (Transzverzalis
allohullamok csavarrugén [8]). A rugdn a végpontokrdl visszaver6dé hullamok
bonyolult interferenciaja lathato. A motor fordulatszamat — és ezzel a hullam
frekvencigjat — folyamatosan noveljiik: a (10.54) osszefiiggés dltal megenge-
dett legalacsonyabb frekvencia elérésekor a hullaim amplitiddja megnovek-
szik, és a rugén — kozépen egy duzzadéhellyel — allohullam alakul ki (n = 1).
A frekvencia tovabbi novelésekor a hullam el6szor ismét rendezetlenné valik,
majd az n = 2 értékhez tartozé frekvencia elérésekor jbdl stabil allohullam
alakul ki (két duzzaddhellyel és kozépen csomdponttal). A frekvencia tovabbi
novelésével sorban eldallithaték az n = 3, 4, ... értékhez tartozo allohullam
alakzatok is.

A miésik kisérletben a kifeszitett rugén longitudindlis hullamokat gerjesztiink
(Longitudinélis alléhulldmok csavarrugén [8]). A frekvencia novelésekor, az
el6z6 kisérlethez hasonldéan, sorban jelennek meg az allohullam alakzatok —
egyre rovidebb hullamhosszal. A longitudinalis hullaim megfigyelése nehezebb,
mint a transzverzalis hullamé, de a videén jél lathatd, hogy a csomdépontokban
a rugo nyugalomban van, a duzzadéhelyeken pedig a nagy amplitudojui, gyors
rezgés miatt elmosodik a kép. ¢

All6hulldm egyik végén zart légoszlopban

L hosszusagu, egyik végén zart, masik végén nyitott csében levego van. A levegbosz-

lopban longitudinalis dlléhullamokat keltiink. A zart végnél a hirhoz hasonléan csomé-
pont alakul ki, a nyitott végen viszont nem csomépont, hanem duzzadodhely lesz. (Erde—
kességként jegyezziik meg, hogy a (10.36) kifejezés alapjan a légoszlopban a nyomdstobblet
éppen a duzzadéhelyeken nulla, a csomépontokban pedig maximalis.) A hatarfeltételek

ennek alapjan:

©(0) =0
p(L)=A.

Az elso feltétel alapjan ismét 8 = 0. Ezt felhasznalva a masodik feltétel szerint:

o(L) = AsinkL = A

kL:@n—Dg (n € NY)
b = (Qn—l)% (n € NT).
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A hullamszam tehét ismét csak meghatarozott, diszkrét értékeket vehet fel. A hullam-
hossz, a korfrekvencia és a frekvencia ennek alapjan:

27 1 n
M=o =gl (el
W = ke = (2n — 1)% (n € N¥) (10.55)
_Wn _ _n.E +
Vn = oo (2n 1)4L (neNT).

A kozegben tehat most is csak meghatdrozott frekvenciaju allohullamok alakulhatnak
ki, de ebben az esetben a lehetséges frekvenciak a v; alapfrekvencia pdratlan szamu
tobbszorosei. Az alapfrekvencia a levegboszlop hosszatdl és a haladéhullamok terjedé-
si sebességétol fligg — ez utdbbit ebben az esetben a levegd hémérséklete és OGsszetétele
(példaul paratartalma) hatérozza meg (10.6 szakasz). A lehetséges dlléhullamok hulldm-
fiiggvényei:

U, (z,t) = A, sin (k,x) cos (wpt + ay,) = Ay sin |[(2n — 1)%4 oS [(Qn - 1)%1& + an] :

az An, o, allandok ismét a kezdeti feltételektdl fiiggenek (n € N*T). A 10.27 dbrén
lathaté grafikonok az n = 1, 2, 3 értékekhez tartozé alléhullamokndl abrézoljak a hul-
lamfiiggvényt (a légoszloppal parhuzamos kitérést) a hely fiiggvényében. Mindig 2n — 1
negyedhullam, n duzzaddhely és a légoszlop zart végén kiviil n — 1 csomopont alakul ki.

n=1 n=2 n=3

10.27. dbra. Alléhulldmkeép egyik végén zart légoszlopban (n=1,2,3)

Kisérlet: Rezg6 acéllemezek

A 10.27 abran lathatohoz hasonlé allohullam alakzatokat figyelhetiink meg
egyik végiikon rogzitett rugalmas lemezeken is. A videdén lathaté kisérlet-
ben kiilonb6z6 hosszisdgu acéllemezeket egy valtakozo fesziiltséggel rezgésbe
hozhat6 ridhoz rogzitiink (Allshullamok acéllemezeken [3]). A gerjesztés frek-
venciajat novelve mindig az a lemez kezd rezegni, amelyik rezonanciaba keriil
a rezgéskeltovel, azaz amelyiken megfelel6 frekvenciaju allohullamok tudnak
kialakulni.

El6szor az n = 1 értéknek megfelels (egy negyedhullambdl &ll6) mintazatok
alakulnak ki, legelsoként a leghosszabb lemezen, majd sorban az egyre révi-
debbeken. A frekvenciat tovabb novelve a lemezeken sorban megjelennek az
n = 2 értékhez tartozo, harom negyedhullambdl allé alakzatok is.
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Egy masik kisérletben zart, kor alaki acélgytirtin hozunk létre ugyanigy al-
I6hullémokat (Allshullamok korgyfiriin [2]). Ekkor a lemezen kialakuld all6-
hulldmkép a megfeszitett huron kialakulé mintdzatokhoz hasonlit (10.26 &b-
ra): rezonancia mindig akkor alakul ki, amikor a gyfir{i keriilete egész szamu
(n=1, 2,3, ...) félhullam hosszival egyezik meg. ¢

All6hulldam mindkét végén nyitott légoszlopban

Ha egy L hosszusagu légoszlop mindkét vége nyitott, akkor mindkét végén duzzado-
hely alakul ki. Ekkor a hatéarfeltételek:

Ennek alapjan a (10.52) figgvényben § = m/2, de a hulldimszémra, hullimhosszra,
korfrekvenciara és frekvenciara ugyanazok az értékek adodnak, mint a mindkét végén
rogzitett hur esetében. A lehetséges frekvencidk ismét a v; alapfrekvencia egész szamu
tobbszorosei. A hullamfiiggvények:

U, (x,t) = A, sin (knx + E) cos (wpt + o) = Ay sin (nzx + E) cos (nEt + ozn) ,
2 L 2 L
az A,, ay, dllanddkat szintén a kezdeti feltételek hatarozzék meg (n € N*). A 10.28 &bra
grafikonjain ismét a hullamfiiggvény lathaté a hely fuggvényében (n = 1, 2, 3). Mindig
n félhullam, n + 1 duzzadohely és n csomépont alakul ki.

2 2 A A AN

n=1 n=2 n=3

10.28. 4bra. Alléhullamkép mindkét végén nyitott légoszlopban (n=1,2,3)

Kisérlet: Sipok

A sipokban és mas fivés hangszerekben a légoszlopban kialakuld alléhulla-
mok frekvencidja hatdrozza meg a megszolalé hangmagassdgot (errdl részle-
tesebben a 10.9.2 szakaszban lesz sz6). A kisérletiinkben szerepld egyszerti
sip egyik vége mindig nyitott: itt hozzuk létre befujassal a rezgéseket.

El6szor a masik vég szintén nyitott: ekkor a sipban a 10.28 dbranak megfelel6
alléhullamok alakulnak ki. Gyenge fijassal a (10.54) képlet szerinti alapfrek-

vencia szolaltathatd meg:
c
Vl = —

2L
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Er6sebb fajassal felerosodnek a felharmonikusok, amelyek ebben az esetben
az alapfrekvencia egész szami tobbszorosei.

Ha a sip szabad végét befogjuk, akkor az allohullam alakzatok méar a 10.27
abranak megfelel6ek lesznek, és az alapfrekvencia a (10.55) kifejezés alapjan:

’ C 141

MEIL T

azaz az el6zo frekvencia fele. A megszdlalé hang jél hallhatéan, koriilbeliil egy
oktavval mélyebb lesz. (Azért nem pontosan egy oktavval, mert a szabad vég
nem pontosan a cso végénél van. Ennek az az oka, hogy a sip keresztmetszete
nem nulla.) Erés fijéds esetén a zart sipban is feler6sodnek a felharmonikusok,
melyek ebben az esetben az alapfrekvencia pdratlan szdmi tobbszorosei. ¢

Két-és haromdimenzids alléhullamok

Rugalmas lemezeken és hartydkon (a hangszerek koziil példaul a cintdnyéron és a
dobokon) kétdimenzios dll6hullamok alakulnak ki. Két dimenziéban a duzzaddhelyeket
csomovonalak valasztjak el egymastol.

Kisérlet: Chladni-féle porabrak

Kozepén befogott rugalmas lemezre sét vagy finom szemcsés homokot szo-
runk, majd a lemezt rezgéskeltével (vagy hegediivonéval) rezgésbe hozzuk. A
lemezre szért por a csomovonalakon gytilik 6ssze, igy azokat szépen kirajzol-
ja. Ezek a Chladni-féle pordbrak. Killonbozé frekvencidju rezgetéssel (illetve
megfeleld helyen végightizott hegediivonéval) kiilonbozé rezgési médusok és
igy kiilénb6z6 mintazatok hozhatok létre.

A videdkon kor alaku (I.) és négyzet alaku (I1.) lemezzel is lathatjuk a kisér-
letet. [3] 4

Haromdimenziés allohullamok figyelhetok meg a mikrohullamu siitében. A siit6 fém-
héza gy van méretezve, hogy az eszkézben alkalmazott, mikrohullamu tartomanyba eso
elektromagneses hullamokra (szokasos frekvencia: 2,45 GHz, hullimhossz: 12,2 cm) re-
zonaljon, és igy allohullamok alakuljanak ki. [57] A siit6 belsejében a duzzaddhelyeken
maximalis a térerdsség, a csomdsikok mentén viszont nulla (ezért kell a siitébe rakott
ételt az egyenletes melegedés érdekében forgatni).
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10.8. Doppler-effektus

Ha a hullamforrds és a megfigyel6 egymashoz képest mozog, akkor a megfigyel6 a
hullamforrés frekvenciajatol eltéro frekvencidji hullamot érzékel. Ez a hétkoznapi életben
is megfigyelhetd jelenség a Doppler-effektus. [58]

Vizsgaljuk azt az egyszerii esetet, amikor a forras és a megfigyel6 egy egyenes mentén
mozog. frjuk le a jelenséget a hullamterjedés kozegéhez rogzitett vonatkoztatasi rend-
szerben. Legyen a forras sebessége vp, a megfigyel6é vy, és tekintsiik mindkettot akkor
pozitivnak, ha egyméstél tavolodnak. A hullam terjedési sebessége c. Bocsasson ki a
forras v frekvencigju hullamot.

<, . Ml
A A cTu
(a) Mozgé hulldmforras (b) Mozgé megfigyeld

10.29. &dbra. Doppler-effektus

A 10.29(a) abrardl leolvashaté a mozgé forrasbdl induld hullamok hullimhossza:
A= CTF + UFTF = (C + UF) TF s (1056)

ahol Tr = 1/vp a hullimforréas rezgésének periddusideje.

Ezek a hullamfrontok ¢ sebességgel terjednek a kozegben, majd elérik a mozgd meg-
figyel6t. Két hullamfront megérkezése kozott Ty id6 (a megfigyeld édltal érzékelt rezgés
periddusideje) telik el — ekézben a megfigyel6 is mozog. A 10.29(b) dbra alapjan:

A + UMTM = CTM .
Ezt rendezve, és a (10.56) eredményt behelyettesitve:

A ¢+ vp
TM: = TF7
C — Um C — UMm

amibél a megfigyeld dltal érzékelt vy = 1/Ty frekvencia:

= My (10.57)

c+ vp
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Az eredmény diszkutdldsa:

Csak akkor kapunk fizikailag értelmezhetd eredményt, ha vy < ¢ (ellenkezd esetben a
hulldm nem éri el a megfigyel6t) és —vp < ¢ (ellenkezd esetben hangrobbands lesz — errél
bévebben a kovetkezd, 10.8 szakaszban).

Ha |om| < ¢ és |vp| < ¢, akkor a (10.57) kifejezést dtalakithatjuk, kozelithetjik:

1—1)% UM+UF v
VM:H%FVFz(u - )VF:(1—Z)UF, (10.58)

ahol v = vp 4+ vy a forras és a megfigyeld relativ sebessége.

Ha a hulldmforras és a megfigyelé egymastdl tavolodnak (v > 0), a megfigyelé kisebb,
ha egymaéshoz kozelednek (v < 0), nagyobb frekvenciat észlel, mint a forrés frekvencidja.
(Hang esetében tehét tavoloddskor mélyebb, kozeledéskor magasabb hangot hall.)

Hangrobbanas

Ha a hullamforras sebessége nagyobb, mint a hullam terjedési sebessége, akkor a
forrds ,lehagyja” a hulldmot, a hulldim csak egy kipon (az tgynevezett Mach-kipon)
beliil érzékelhets. A Mach-kup félnyilasszoge a 10.30 dbra alapjan:

) c
siny = —.

Up

A hangforras sebességének és a hullam terjedési sebességének hanyadosa a szuperszonikus
repiilésben is hasznalt Mach-szam [59]:

(%3
M=—.
c

»
AR
, F

7

10.30. dbra. Mach-kuip
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Relativisztikus Doppler-effektus

A Doppler-effektus nemcsak hang (mechanikai hulldmok), hanem fény (elektromég-
neses hulldmok) esetében is megfigyelheté. Erre a legismertebb példa a tévoli (és igy nagy
sebességgel tavolodd) csillagok szinképének vords eltoloddsa.

Ha a forrds vagy a megfigyel6 sebessége Osszemérheto a fénysebességgel, akkor a
jelenséget a specidlis relativitaselmélet alapjan kell leirni. Ha a fény vakuumban terjed,
akkor nincs kitiintetett vonatkoztatési rendszer (szemben a hanghulldmokkal, ahol a
hulldmterjedés kozege egy kitiintetett vonatkoztatdsi rendszer), és csak a forrds és a
megfigyel6 egymashoz viszonyitott, relativ sebessége szamit.

Ennek ellenére, irjuk le a jelenséget egy tetszoleges vonatkoztatasi rendszerben, amely-
ben — a klasszikus esethez hasonléan — a forrds és a megfigyeld is (egy egyenes mentén)
mozog. Legyen ebben a K vonatkoztatasi rendszerben a forrds sebessége vp, a megfigye-
16é vy, A fény terjedési sebessége barmely vonatkoztatasi rendszerben c. Bocsasson ki
a forrds a sajdt vonatkoztatdsi rendszerében vp frekvencidji, Ty = 1/vp peridédusidejii
hullamot.

A periédusidét a K rendszerben nagyobbnak érzékeljiik (ez az idddilatdcic jelensége):

(P
F 3
_ %

62
(A K fels6 index jeloli, hogy a mennyiséget a K rendszerben mérjiik.)
Ezutan a klasszikus esethez hasonléan:

T = ,
C — UM

majd ebbdl a megfigyel6 altal érzékelt peridodusido a sajat vonatkoztatasi rendszerében
(ismét az idodilatécié osszefiiggését hasznalva):

K vy

Végiil mindezt behelyettesitve a megfigyel6 altal érzékelt frekvencia (természetesen
szintén a sajat vonatkoztatdsi rendszerében):

C — Um
Cc+ vp

Une = Vp .

= —
| |
g |§dl\3 Owl'-qdw

Relativisztikus esetben a K rendszerben vp sebességgel mozgo forras és vy sebességgel
mozg6 megfigyel6 egymaéshoz viszonyitott relativ sebessége:

_ UF + UM
v_—1+UFvM .

c2
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Ezt felhasznalva a kifejezés hosszu alakitas utdn egyszeribb alakra hozhaté:

c—v
c+v

Lathatjuk, hogy az eredmény — a klasszikus esettel szemben — valéban csak a forras és a
megfigyeld relativ sebességétdl fiigg.

Ha a testek relativ sebessége sokkal kisebb a fénysebességnél (v < ¢), akkor a (10.59)
kifejezést is kozelithetjiik:

c 1—— VF— 1——

Az eredmény — ahogy vartuk — megegyezik a (10.58) klasszikus kozelité eredménnyel.

10.9. Befejezés

Befejezésként — a szorosan vett tananyagon mar kiviil — nézziink néhany hullamjelen-
séget, melyek fontosak a hétkoznapi életben.

10.9.1. Ultrahangos orvosi diagnosztika

Az ultrahangos orvosi diagnosztika egy képalkotd eljaras: az emberi testben részben
elnyel6do, részben visszaverodo ultrahang segitségével a szervezet belsejében 1évo szove-
tekrol, a sziv miikodésérol, illetve a magzatrdl és a magzat szerveirdl nyerheto informécié
— alapvetden karos mellékhatasok nélkiil [60].

Az ultrahang az emberi fiil szamara hallhaté hangoknal magasabb frekvenciaju me-
chanikai hulldm (v > 20kHz). Diagnosztikai célokra 2-18 MHz-es ultrahangot hasznal-
nak. Az ultrahang a testben koriilbeliill 1500 m/s sebességgel halad, igy ehhez a frek-
venciatartomanyhoz 1-0,1 mm-es hullamhossz tartozik. A nagyobb frekvencia (kisebb
hulldmhossz) elénye a jobb térbeli felbontds — a képalkotdssal csak a hulldimhossznal
nagyobb részletek kiilonboztetheték meg —, a kisebbé a nagyobb behatolasi mélység.

Az ultrahangok keltésére és érzékelésére piezoelektromos kristdlyokat hasznalnak, a
kristaly egyben hangforras és érzékelo is. Az eszkozt a bérre helyezik, a feliiletek kozott a
jo hangvezetést egy vizalapi gél biztositja. A kibocsatott ultrahangimpulzusok a testben
a szovethatarokroél kiillonb6z6 mértékben visszaverddnek. A visszaver6dott hangimpulzu-
sokat az érzékeld elektromos jellé alakitja, amit szamitégép dolgoz fel.

Az ultrahangforras egyszerre csak egy iranyba bocsat ki jelet, és csak ebbdl az irany-
bol érkezik valaszjel is. A kép ugy alakul ki, hogy az ultrahangnyalab végigpasztazza a
vizsgalandd teriiletet. A pésztazas (szkennelés) elve j6l ismert a régi katédsugarcsoves te-
leviziékbol, monitorokbdl és oszcilloszkopokbdl: ott az elektronsugar pasztazza soronként
végig a képernyot, és igy alakul ki a kép.
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Az ultrahangnyaldb mozgatasa a kristaly mechanikai forgatasa helyett a hullamok in-
terferencidjaval is megvaldsithaté: a forras egyetlen piezoelektromos kristaly helyett sok
apro kristalybdl all; a hullamfront az elemi forrasok hullamainak szuperpozicidjaként jon
létre. Ha az elemi hullamforrasokbdl azonos fazisban indul a hang, a kialakulé hullam-
frontok a feliilettel parhuzamosak lesznek, és igy a hullam erre merdlegesen halad. Ha
azonban a szomszédos elemi hullamforrasokbdl egy kicsiny faziskiilonbséggel indulnak a

hulldmok, akkor a kialakulé hulldmfront (és igy a nyaldb irdnya) mar més lesz (10.31
abra).

N

e T ILL L)

10.31. abra. Hullam iranyitasa a faziskiilonbség valtoztatasaval

A mélységi informacidét, azt hogy honnan verédik vissza a hang, elsésorban a vissza-
érkez6 impulzus késésébol lehet meghatarozni. A testet felépito szovetek tobbsége nagy
viztartalmu, ezért a hang terjedési sebessége lényegében mindenhol megegyezik a sos
vizben mért hangsebességgel, és igy az idOkésésbol a mélység kiszamithatd. Ezen kiviil
a jobb felbontas érdekében a kibocsatott ultrahang nyaldbot a vizsgdland6é mélységnek
megfeleloen fokuszaljak. A nyalab fokuszédlasa — a pasztazashoz hasonléan — az elemi
hullamforrdsok megfelel6 faziskiillonbségével érheto el. fgy a fékusztavolsag folyamatosan
valtoztathato, kiillonb6z6 mélységbdl nyerhet6 éles kép.

A péasztazas és a mélységi informacié alapjan a test belsejében 1év6 szévethatarok
és egyéb objektumok helye mar meghatarozhato, ebbdl a szamitogép segitségével mar
haromdimenzids képeket lehet késziteni. A magzatokrol késziilt ultrahangos képek jél
ismertek. Ugyanakkor a képek értelmezéséhez, az egyes elvaltozasok vagy szovetsériilések
felismeréséhez a technikan kiviil a szakorvosi tapasztalatra is feltétleniil sziikség van.

Ha a hullam mozgé feliiletrol verddik vissza, akkor a visszavert hullamnak a Doppler-
effektus miatt megvéltozik a frekvencidja. A jelenség a 10.8 szakaszban térgyalt (mozgd
forrds és megfigyeld) esethez hasonléan irhaté le. A frekvenciaeltolédasbdl meghatéroz-
hat6 a visszaverd feliilet sebessége (a sebesség feliiletre meréleges komponense). Ezen az
elven miikodik a Doppler-echokardiogrdfia [61], amellyel a szivben vagy nagyobb erekben
az aramlé vér sebessége meghatarozhato. Az ultrahang visszaverddik a vér alakos Gsszete-
voirol, és frekvencidja a vér sebességétol fiiggd mértékben megvaltozik. A vér sebességét a
mas esetekben fekete-fehér ultrahangos képen szinezéssel jelolik, igy a kép szinei alapjan
lathat6, hogy hol nagyon gyors (példaul a szivbillentyti tokéletlen zar6dasandl kialakuld
visszadramlds és orvénylés miatt), illetve hol nagyon lassi (példdul elzarédds miatt) a
vér aramlasa.
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10.9.2. Zene és fizika

A hang (sziikebb értelemben) az emberi fiil szaméra érzékelhetd, 20 Hz és 20 kHz ko-
zOtti frekvencidji longitudinalis mechanikai hullam. Terjedési sebessége levegében, szo-
bahémérsékleten koriilbeliil 340m/s. A hullam fizikai paraméterei koziil az intenzitds a
hangerdséggel, a frekvencia a hangmagassdggal all kapcsolatban.

Hangerdsség

Az emberi fiil tag hatarok kozott képes érzékelni a hangerdsséget. Az érzékelés koze-
litoleg logaritmikus: a hangerOsség az intenzitas logaritmusaval ardnyos. A hangerdsség
szamszerisitésére a decibel (dB) skdla haszndlatos, melynek eredeti meghatédrozasa:

L=101g s , (10.60)
Iy

ahol Iy = 10712 W /m? egy referencia intenzités, az tigynevezett halldskiiszb (a leghal-
kabb hang, amit még hallani lehet). A fdjdalomkiiszob koriilbeliil 130 dB, ez 10 W /m?
hangintenzitasnak felel meg. A decibel skalat ijabban nem az intenzitassal, hanem a pj
hangnyomassal (a 10.6 szakaszban megismert dp(x,t) nyoméstobblet négyzetes kozépér-
tékével) fejezik ki. A hangnyoméds ardnyos az amplitudéval, igy az intenzitds ardnyos a
hangnyomds négyzetével (I ~ A? ~ p?), amit behelyettesitve a (10.60) kifejezésbe:

2
ps pS

I
L=10lg— =10lg
Iy Pso Pso

ahol pyy = 20 uPa a hallaskiiszobhoz tartozé hangnyomads leveg6ben. [62]
Az emberi fill nem egyforman érzékeny a kiilonboz6 frekvenciaju hangokra (1kHz
koriili frekvencidkon a legérzékenyebb), ezt veszi figyelembe a phon skdla. [63]

Hangmagassag

A hangmagassagot szintén logaritmikusan érzékeljiik: egy hangktz nagysaga nem a
frekvenciak kiilonbségétdl, hanem azok aranyatodl fiige. A kétszeres frekvenciahoz tartozd
hangkoz az oktdv, tehat egy hangkoz nagysaga oktavban kifejezve:

log, z

Yo
Az emberi fiil 4ltal érzékelt hangtartomany tehat log, 1000 ~ 10 oktav.

A zenei hangok és a frekvencia kozotti kapcsolatot az a’ (normdl zenei A hang)
frekvencidjanak definidlasa rogziti. Az igynevezett kamarahang a zenetorténet folyaman
tobbszor valtozott, a ma elfogadott érték 440 Hz.
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Az eurépai fiil szdmdra egy hangkoz akkor konszondns (akkor hangzik ,szépen”), ha
a két frekvencia aranya kis egész szamok hanyadosaként irhaté fel. Ezen alapulnak a
diatonikus hangsorok, amelyekben a szomszédos hangok frekvencidinak aranya 9/8, 10/9
(nagy és kis egész hang) vagy 16/15 (nagy félhang). Két diatonikus skala hangjai, azok
relativ frekvencidi és hangkozei a 10.1 és 10.2 tablazatokban lathatok.

¢ d e f g a h ¢’
1 9 5 4 3 5 15 9
8 4 3 2 3 8
9 10 16 9 10 9 16
8 9 15 8 9 8 15

10.1. tablazat. A C-dur skala hangjai, relativ frekvenciai és hangkozei

o
wlo Q.
o
N
Q
wlloo T
N
uo T
O\-

sl U
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ol 09

16 10
15 9

16
15

9 10
8

9
8 9

9
8

10.2. tablazat. A c-mol skéla hangjai, relativ frekvenciai és hangkozei

A kromatikus skéldban az egész hangkozoket tjabb félhangok osztjak fel (a 25/24
és 27/25 frekvenciaaranyok a kis félhangok), és igy 12 hangbdl all6 skala alakul ki. A
kiilonb6z6 hangnemekben igy a hangkozok bonyolult rendszere alakul ki, amely bizonyos
hangszerek (példdul a zongora) hangoldsdat nagyon nehézkessé teszik. Ezt a problémét
oldja meg a temperdlt skala, ahol az oktav 12 hangkdze egyforma:

Az igy hangolt hangszeren barmilyen hangnemben lehet jatszani — viszont a hangkozok
nem teljesen konszonansok. A temperalt és a diatonikus skalak Osszehasonlitdasa a 10.3
tablazatban lathaté. A relativ frekvenciak harom tizedesre kerekitett értékek. Jol lathato,
hogy az eltérés kicsi — a nagyon jé hallastakat kivéve szinte észrevehetetlen.

c cisz d disz e f fisz g gisz a b h ¢

desz esz gesz asz
1 1059 1,122 1,189 126 1,335 1414 1,498 1587 1,682 1782 1,888 2
1 1,125 1,25 1,333 1,5 1,667 1,875 2
1 1,125 1.2 1,333 15 1,6 18 2

10.3. tablazat. A temperélt, a C-dir és a c-moll skila 6sszehasonlitasa

Az akkordban egy skala tobb konszonans hangja egyszerre szolal meg.
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Hangszin

A természetes hangokban legtobbszor tobb kiilonbozo frekvenciaji szinuszos hullam
keveredik. A legalacsonyabb alaphang mellett megjelennek a tobbszoros frekvencidju
felharmonikusok. A hang hangszinét a felharmonikusok amplitidéinak aranya hatéroz-
za meg. A hangszin kiilonboztet meg két kiilonboz6 (azonos hangmagassidgon, azonos
hosszisaggal kimondott) maganhangzdt, és részben a hangszin alapjan lehet megkiilon-
boztetni két hangszer vagy két ember (azonos hangmagassagi) hangjat is. (A hangnak
ezen kiviil sok mas jellemzoje is van — példdaul a hangertsség idébeli valtozasa: a hang
felfutdsa, kitartdsa és lecsengése — amelyek szintén segitik a megkiilonboztetést.)

A kevert hang spektralis felbontdsdt Fourier-transzforméciéval lehet elvégezni (9.2
szakasz [10]).

Hangszerek

A hidros hangszerek hangmagassagat a hurokon kialakulo alléhullamok hatarozzak
meg — ezt a rezgést veszi at, erdsiti fel és sugarozza ki a hangszer teste. A hur alapfrek-
vencidja a hir hosszatdl, linedris stirtiségétol és a hirt feszité er6tol figg (10.7 szakasz).

A rezgéskeltés torténhet pengetéssel, a hir megiitésével vagy vondval. Ez utébbi eset-
ben fontos szerepe van annak, hogy a gyantazott vond és a hir kézotti tapadasi és csiszasi
surlédasi egyiitthato jelentosen eltér egymastél, és igy a vond folyamatos végighizasakor
a megcesuszasok és megtapadasok sorozata a hirt rezgésbe hozza.

A jaték kozben kiilonboz6 hangmagassagok megszélaltatdsdhoz vagy a hir rezgo
hosszat kell valtoztatni (lefogédssal), vagy pedig minden hanghoz kiilén hirra van sziikség
(mint példdul a zongoraban vagy a harfan).

A hangszerek hangolasa a hurok feszitOerejének finom valtoztatasaval lehetséges.

A fivos hangszerek hangmagassagat a légoszlopban kialakuld allohullamok hataroz-
zédk meg. A frekvencia a cs6 hosszatdl és a hang terjedési sebességétol fiigg (10.7 szakasz).

A rezgéskeltés kiilonbozé médokon torténhet. Az éksipokban (példdul a furulyaban)
az aramlé levegd egy éknek iitkozik, és az ék két oldalan levalo orvények keltik a rez-
gést. A nyelvsipok (példaul a klarinét) miikodésének alapja a 8.3.1 szakaszban megismert
aerodinamikai paradoxon: a hangszerben 1év6 kis nyelv a gyorsan aramlo levego lecsok-
ken6 nyomaésa miatt periodikusan elzarja a levegé utjat, és ezzel hoz létre rezgéseket. A
trombita mindkét tipustol kiilonbozik: a zenész a szajaval hozza létre a rezgéseket.

A kiilonb6z6 magassagi hangok megszolaltatasdhoz a cs6 hosszat kell valtoztatni: ez
torténhet a csovon 1évé lyukak befogdsaval (példaul a furulyan), a cs6 hosszanak folyto-
nos valtoztatdsdval (a harsondban) vagy kiilonboz6 hosszisagu csdszakaszok betoldasaval
(a trombitaban). A hangmagassagot befolyasolni lehet a befujas erdsségével is: erés be-
fujéssal megszélaltathatok a felharmonikusok. Az orgonaban minden hangmagassaghoz
(és hangszinhez) kiilon sip tartozik.
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A fivés hangszerek hangoldsa nehezebb: a hangsebesség tudatos véltoztatdsara (mint
a hiros hangszereknél a hur feszitésével) nincs lehetéség. Ugyanakkor a levegé homérsék-
letének és paratartalmanak valtozasakor megvéltozik a hangsebesség — és igy a hangszer
hangmagassaga is.

10.9.3. Fény és hang

Informaciéink donto tobbségéhez latas és hallds utjan, fény és hang segitségével ju-
tunk. Mindketté hullamjelenség — sok hasonlésaggal és kiilonbséggel.

Nyilvanvalo kiilonbség, hogy a hang longitudinalis mechanikai hullam, a fény transz-
verzalis elektromédgneses hullam. A fény sebessége kozel hat nagysagrenddel nagyobb a
hang terjedési sebességénél. A hallhaté hang frekvencidja 20 Hz és 20kHz kozott van,
amihez levegoben néhany centimétertol tiz-hiisz méterig terjedé hullamhossz tartozik.
A lathato fény hullamhossza ezzel szemben 400 nm és 800 nm kozé esik (a hatdarok nem
élesek), aminek 10 Hz nagysagrendii frekvencia felel meg.

A hullam amplitiddja és intenzitdsa meghatarozza a hang és a fény erdsségét. Az
emberi érzékelés mindkét esetben sok nagysagrendet fog at, és logaritmikus (10.9.2 sza-
kasz).

A hullam frekvencidja a hang esetében a hang magassagat, a fény esetében a fény
szinét hatarozza meg. Fontos kiilonbség van a tobb kiilonbo6z6 frekvenciaju hullambol allo
hang és fény érzékelésében is. A hang esetében az akkordokat a j6 fiilii ember fel tudja
bontani 6sszetevoire, a hangszin alapjan pedig meg lehet kiilonboztetni a tiszta szinuszos
hangot a felharmonikusokat tartalmazé kevert hangtél. A kevert fényt viszont szemiink
nem képes Osszetevoire bontani. Ugyanaz a szin tobbféleképp is kikeverhet6 szinuszos
(monokromatikus) dsszetevokbol, és ezek kozott a szemiinkkel nem tudunk kiilonbséget
tenni. Bizonyos szinek lehetnek kevertek vagy monokromatikusak is (példaul egy sarga
fény lehet monokromatikus, de lehet voros és zold fény keveréke is), mas szinek viszont
(mint a bibor vagy a fehér) csak kiilonbozé frekvencidji hulldmok keverékeként allithatok
el. [64]

A latés és a hallés fizikdja rengeteg tovabbi érdekes kérdést vet fel, de ezek targyalasa
mar tulmutat a konyv hatarain.
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Fiiggelék
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A. fiiggelék

Matematikai segédlet

A.1. Vektorok, vektormiiveletek

Vektor abszolut értéke

A vektor abszolut értéke (hossza) skalar mennyiség, jelolése: |a| = a.

Vektorok szorzasa skalarral

Aa || aés |[Aa| = |A\|a. Ha A < 0, akkor Aa ellentétes irdnyitottsagu, mint a.
A —a vektor az a vektor ellentettje: hosszuk azonos, parhuzamosak, de ellentétes
iranyftottsaguak.

Vektorok Osszeadasa

Az a + b vektorosszeget az A.1 abran lathaté médokon kaphatjuk meg. A masodik
modszer tobb vektor dsszeadasdra is alkalmas.

a

A.1. dbra. Vektorok Osszeadésa

A haromszog-egyenlétlenséghdl kovetkezoen |a + b| < a + b.
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Vektorok kivonasa

Két vektor kiilonbségét vissza lehet vezetni a vektorok Osszeadasara is: a — b =
a+ (—b). A kiilonbségvektor azonban az A.2 dbra alapjan konnyebben is megkaphaté.

A 2. 4bra. Vektorok kivondsa

Ellendrzés: b+ (a—b) =a

Vektorok skalaris szorzata

Az a és b vektorok skalaris szorzata: ab = abcos~y, ahol v az a és b vektorok altal
bezart szog.
Lathato, hogy ab =0 < a L b.

Vektorok vektorialis szorzata

Az a és b vektorok vektoridlis szorzata az a x b vektor, amelyet a kovetkezok defini-
alnak:

|a x b| = absin~, ahol v az a és b altal bezart szog,

axb_laésaxb _L b, valamint

a, b és a x b jobbsodrasu rendszert alkot (A.3 dbra).

axb

A 3. 4bra. Vektoridlis szorzat

A vektoridlis szorzat nem kommutativl a x b = —b x a.
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Vektorok vegyes szorzata

a(b x c) az a, b és ¢ vektorok vegyes szorzata. A vegyes szorzat skaldris mennyiség,
amely a harom vektor altal kifeszitett parallelepipedon el6jeles térfogatat adja meg (akkor
pozitiv, ha a, b és ¢ jobbsodrasu rendszert alkot).

Az A4 dbrén lathaté sziirke parallelogramma teriilete T = |b X ¢| = besina. A
b x ¢ vektor mer8leges a parallelogrammara. Igy a (b x ¢) = aT cosy = T'm (hiszen
acosy =m), ami épp a test térfogata.

A.4. abra. Vektorok vegyes szorzata

Ebbél kovetkezéen a (b x ¢) =b(c x a) =c(a x b).

Vektorok felbontasa komponensekre, koordinatak

Egy tetsz6leges a vektor egyértelmien felirhaté harom (nem egy sikban fekvé) vektor
linearis kombinaciojaként: a = a;bq 4+ asbs + agbs, ahol a by, by, bs vektorokat béazisnak
nevezziik.

Az a; = a1by, ay = asbs, ag = azbs vektorok az a vektor komponensei, az ay, as, as
skalarok pedig a vektor koordindtdi az adott bazison.

Legtobbszor a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszert meghatarozé, harom
egymasra meroleges egységvektorbdl allé bazist hasznaljuk:

il = lil = Ik = 1,

iljjlk kliés

i, j, k jobbsodrasu rendszert alkot.

Ekkor az a vektor a = a,i + a,j + a .k alakban irhaté. Az a, = a,i, a, = a,j és
a, = a.k vektorok az a vektor z-, y- és z-iranyt komponensei, a,, a, és a, pedig a vektor
x-, Y- és z-koordinatai.

A szintén gyakran hasznalt henger és gémbi koordinata-rendszerekben a bézis lo-
kélis (a hely fiiggvényében valtozik). Rovid 6sszefoglalé — tovébbi hivatkozdsokkal — a
kiegészitd jegyzet Tér és idd fejezetében [0].
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Vektormiiveletek derékszogii koordinatakkal

A vektormiiveletek derékszogli koordinatak segitségével egyszertien elvégezhet6k (maés
koordinata-rendszerekben a szamitasok bonyolultabbak).

jal = \Ja2 + a2 + a2,

Vektor abszolut értéke:

vektor szorzasa skalarral:

b, = Aa,
b = )\a & by = Aa,
b, = da,
vektorok oOsszeaddsa és kivonésa:
Cy = ay £ b,
c=a=xh & Cy = ay b,
c,=a, tb,

vektorok skaldris szorzata:
ab = a,b, + a,b, + ab, ,

vektorok vektoridlis szorzata:

i j k
axb=|a, a, a,|=(ayb,—a.b,)i+ (asby —azb,)j+ (azb, —ayb,) k.
b, b, b,

A.2. Derivalasi szabalyok

Derivalt fiiggvény definiciéja:

Py = ) _ gy o489 = f1),

Az—0 Ax
Elemi fiiggvények derivaltja:
d=0
(z") = na™ !
() =
1
Inz) =~
(o) =
(sinz) = cosz
(cosz) = —sinx



Derivalasi szabalyok:

[ef ()] = cf'(x)
[f(2) £ g(2)] = f'(a) £ ' (x)
[f(@)g(@)] = f'(2)g(x) + f(2)g'(x)
[@ ] F()9(@) = f@)g'(a)
9(z) [9())”
{flg(@)]} = f'(9)g'(x) (ldncszabaly)
[ f _1(x)}/ = m (inverz fiiggvény derivaltja)

Néhéany példa a szabalyok alkalmazasara:

. / . .
_ sina(— 1
(tg ) = ( sin ) _ coszcos —sin z(—sinz) _ (to5et derivéltia)

cos cos? x cos? x
[sin (227 + 3)]/ = 4z cos (22° + 3) (lancszabély)
1 1
(arctg )’ = ————— = cos?(arctgz) = (inverz fiiggvény)

tg/ (arctg z) 1+ 2?2

Vektor derivaltja

A derivalasi szabalyok vektorokra is alkalmazhatok.

da(t) . a(t+AD) —a()
= Am At '

Derivalas komponensenként:

da  d(a,i+a,j+ak) da, da,. da,

a a BEF TR TR AT
Vektorszorzatok derivaltja:
d(Aa) d)\ /\d_a
a @ dt
d(ab) dab db
a ar T tar
d(axb) da db
—dt = E X b+ a x E
dla(b xc)] da db dc
T dt(bXC)—i-& EXC—FbXa
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A.3. Integralas

Hatarozott integral definicidja:

b b
I= /a f(x)dz = dlir_{loza:f(x)Ax.
Hatarozatlan integral:
@z/f(x)dx:F(x)+C,
ahol F(x) az f(x) fiiggvény primitiv fiigguénye, amelyre teljesiil, hogy F'(z) = f(x). AC

integraldsi allandé egy tetszéleges konstans (amelyet konkrét esetekben a peremfeltételek
hatéroznak meg).

Hatarozott integral meghatdrozasa a primitiv fiiggvény segitségével:

b
1= / f(@)de = [F(2)], = F(b) — F(a).

Elemi fiiggvények integralja:

/Cdx—cx—i-C'
/a:”dm:#x”H—I—C n# —1
n+1

1
/—dajzlnx—i-C'
T
/e”‘“dxze’”—i—C’
/sinxdx:—cosx+0

/COS$d{E =sinz + C
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B. fiiggelék

Fizikai allanddk és adatok

B.1. Fizikai allandék

fénysebesség ¢=299792458 ms ™! (definici6 szerint)
gravitaciés dllandé v =6,67 - 107! Nm2kg 2
nehézségi gyorsulds ¢g=9,81 ms2 (Budapesten)

B.2. A Fold, a Hold és a Nap adatai

A Fold adatai [65]:

atlagos sugar Rrp =6373 km

egyenlitoi sugar R.=6378 km

polaris sugar R, =6357km

lapultsag fr=0,00335

tomeg mp=>5,974 - 10** kg

atlagos siirtiség pr = 5515 kgm 3

sziderikus forgdsi periédus Ty = 23" 56’ 4" (csillag-nap)
forgdsi szogsebesség wp=7,292-10"°s7! (= 27/Tf)
tengelyferdeség €=23,5°

atlagos Nap-tavolsag Rxp =149, 6 milliokm  (csillagaszati egység)
Nap-kozel Ry =147, 1milliékm  (perihélium)
Nap-tavol Ry =152, 1 milli6km  (aphélium)
palyaexcentricitas er =0,0167

sziderikus keringési id6 Ty = 365, 256 nap (sziderikus év)
keringési szogsebesség we=1,991-10""s" (= 27/Ty)
tropikus év Ti = 365, 242 nap

precesszié peridédusideje Tp =26 ezer év
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A Hold adatai [66]:

atlagos sugdr Ry =1737km (=0,273Ry)
lapultsag fu=0,00125
tomeg my="7,35-102kg  (=0,0123mp)
atlagos stirtiség pu = 3346 kgm 3
sziderikus forgasi periédus Ty =27,32nap (kotott forgas)
atlagos Fold-tavolsag Rpp=384,4ezerkm (= 60,3Ry)
Fold-kozel R,; =363 ezer km (perigee)
Fold-tavol R,y =405 ezer km (apogee)
palyaexcentricitas eq =0,0167
sziderikus keringési id6 Ty =27,32nap (sziderikus hénap)
keringési szdgsebesség wg=2,662-107571 (= 21/Ty)
szinodikus hénap Ty, =29,53 nap
inklinacié i=5,15° (az ekliptikdhoz)
palyasik precesszidja Tp, =18,6¢év
latszélagos atmérd oy =29,3 — 34,1

A Nap néhdny adata [67]:
atlagos sugdr RN =696,3ezerkm (= 109, 3Rp)
tomeg my=1.989-10kg (=3,33-10°mp)
atlagos siirtiség pn = 1408 kgm =3
latszolagos atmér6 oy =31,6" — 32,7’

B.3. Tablazatok

Az acél rugalmassagtani adatai [68]:
Young-modulus E~2-10"'Pa (= 200GPa)
nyirasi modulus G~8-10°Pa  (=80GPa)
Poisson-szam 1w==0,3
kompressziémodulus K =1,6-10"' Pa (= 160 GPa)
rugalmassdg hatdra o4~ 5 - 10° Pa (rozsdamentes acél)
szakitészilardsag Oszak ~ 9 - 108 Pa (rozsdamentes acél)
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A viz p surusége, o feliileti fesziiltsége és n viszkozitasa a t hdmérséklet
fiiggvényében:

t p o n t p o n
°C kg/m® mN/m mPas °C" kg/m®* mN/m mPas
1 999,87 7549 1,792 21 998,02 72,38 0,981
2 99993 75,34 1,731 22 997,80 72,23 0,958
3 999,99 75,04 1,619 23 997,57 72,08 0,936
4 1000,00 74,89 @ 1,567 24 99732 71,93 0,914
5 99999 7475 1,519 25 997,07 71,78 0,894
6 99997 74,60 1473 26 996,81 71,63 0,874
799993 7445 1428 27 996,04 71,48 0,855
8§ 99988 74,30 1,386 28 996,26 71,33 0,836
9 99981 74,15 1,346 29 99597 71,18 0,818
10 999,73 74,01 1,308 30 995,67 71,03 0,801
11 999,63 73,86 1,271 35 994,06 70,29 0,723
12 999,52 73,71 1,236 40 99224 69,54 0,656
13 999,40 73,56 1,203 45 990,25 68,6 0,599
14 99927 7341 1,171 50 988,07 67,8 0,549
15 999,13 73,26 1,140 55 985,73 66,9 0,506
16 999,13 73,12 1,111 60 983,24 66,0 0,469
17 998,62 72,82 1,056 65 980,59 65,1 0,436
19 998,43 72,67 1,030 70 977,81 64,2 0,406
20 998,23 72,53 1,005 75 974,89 63,3 0,380
80 97183 623 0,357
85 968,65 0,336
90 965,34 0,317
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