BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

1. Feladatok munkavégzés és konzervativ eroterek targyko-
rébol. Munkatétel

Munkavégzés, teljesitmény

1.1. Feladat: (HN 6B-8) Orai kidolgozasra 1. feladat Egy rigét nyugalmi allapotbdl 4 J
munka drdn 10 cm-rel nyujthatunk meg. Mekkora munkavégzés sziikséges tovabbi 10 cm-rel

valé megnyujtasdhoz, ha a Hooke-torvény mindvégig érvényben marad?
Megoldas: Két megnyulds van. Az elsé Al =1, -1y =10 cm, amelyre felirhat6, hogy

W = %k(AZ)? (1.1.1)

Innen a k rugéallando értéke kifejezhetd

2W

=@

=800 N/m. (1.1.2)
A tovabbi [, = 10 cm nyujtashoz sziikséges munkavégzés

1 1
AW = zk(z2 +Al)? - Ek(Al)2 =127J. (1.1.3)

1.2. Feladat: (HN 6B-10) Egy rugé 4ltal kifejtett er6 a Hooke-torvény helyett az F = —kx?
torvény szerint véltozik, ahol k = 200 N/m*. Mennyi munkat végziink, mig 0,1 m-r6l 0,3 m-re

nyujtjuk?

Megoldas: A rugé végét F’'(x) = kx> erSvel kell hiznunk, igy a munka definici6ja alapjan az

altalunk végzett munka:

X2 X2:0,3 1 x2=0,3
W= / F'(x)dx = / kx® dx = [ka“} =0,4] (1.2.1)
X1 X

1=0,1 X|:O,l

integrallal szamolhato ki.

1.3. Feladat: (HN 6B-27) * A 200 N sulyu gyerek nyugalmi helyzetben 1év6, 3 m-es ko-
teld hintdn iil. A gyerek baratja hiizza oldalra, hogy a hinta kotele 36°-0s szdget alkosson a
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fliggblegessel. Hatdrozzuk meg mekkora munkdra volt ehhez sziikség! A feladatot a munka de-

finicigjanak felhaszndldsaval oldja meg!

Megoldiés: Jelolje K a kotélerdt, o a kotél fiiggblegessel bezart szogét, m a gyerek tomegét. Elsd
1épésként azt a szogfliggd erdt kell meghatdrozni, amellyel a barétja F er6vel vizszintes irdnyban
huazza. Mivel egyensulyi dllapotokon keresztiili mozgasrol van sz6 az erdkre felirhatjuk, hogy a

fliggdleges komponensekre

Kcosa=mg, (1.3.1)
a vizszintes komponensekre
Ksina=F. (1.3.2)
Innen az F er6:
F=mgtga. (1.3.3)

A vizszintes irdnyud elmozdulés két sz6ghoz o +da és az o szogekhez tartozé tartozé x koordi-
natak kiilonbsége, azaz
dx =Isin(a+da)—Isina =Icosa - da, (1.3.4)

ahol felhaszndltuk, hogy kis szdgekre érvényesek a

cos(da) =1, (1.3.5)
sin(da) = da (1.3.6)
kozelitések. Az elemi munka kifejezése
dW =mgtga-lcosa-da =mglsina-da. (1.3.7)
amellyel a teljes végzett munka:
W=/amglsina-da=mgl(1—cosa). (1.3.8)
0

1.4. Feladat: (HN 6B-39) Orai kidolgozasra 2. feladat Egy 48 km/h sebességgel egyenletesen
haladé gépkocsira a 1égellendllas 900 N er6vel hat. Mekkora teljesitménnyel dolgozik a motor a

1égellenallés lekiizdésére?

Megoldas: A teljesitmény

dw
P=— 1.4.1
7 (1.4.1)
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ahol a dW elemi munka
dW =Fdr. (1.4.2)

Ezt behelyettesitve a teljesitmény

d
P:Fd—: = Fv = 12000 W. (1.4.3)

1.5. Feladat: (HN 6C-57) Egy testet a koordindtarendszer origdjabol egyenes vonalban dlland6
F = fix+ oy (fi =2N; f, =4N) erdvel az r = s;X+ 5,y (s; = Im; s, = S5m) helyre visziink. (Az
egyenesvonalui egyenletes mozgds fenntartdsdhoz természetesen egyéb kényszererdk is fellép-
nek.) Hatdrozzuk meg az F er6 munkajat

(a) kozvetleniil az FAr skaldris szorzattal,

(b) az |F||Ar|cosf szorzattal!

Megoldas:

(a) A munkat a skalaris szorzattal szamolva
W=f1S1+f2S2=22J (151)

adodik.
(b) Az erd nagysdga |F| = +/f2+f} =20 N, mig az elmozdulds nagysdga |Ar| = \/s3+s3 =
V26 m. A két vektor altal bezart szog

FAr 22
[F[|Ar| /2026

A kiszamolt értékeket osszeszorozva W = |F||Ar|cosf =22 J.

cosf = (1.5.2)

1.6. Feladat: (HN 6C-58) Orai kidolgozasra 3. feladat Egy fit a m, = 3 kg tomegi, [ =2 m
hosszuisagu hajlékony lancot egyik végénél fogva Ugy tartja, hogy a masik vége éppen a leér a
foldre.

(a) Hatdrozzuk meg, hogy miként vialtozik a gyerek dltal kifejtett erd, ha a ldncot egyenletes
sebességgel s tdvolsaggal lejjebb ereszti!

(b) AW =3 F:As; dsszegzés vagy a W = [ Fds integrél felhaszndldsdval szdmitsuk ki azt a

munkat, amit a gyerek végez, mig a teljes lancot a foldre ereszti!

Megoldas:
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(a) Jelolje A = ’%0 a hosszegységenkénti tomeget. Az s tdvolsdggal lejjebb eresztett lanc azon

részének tomege, amelyet még tartani kell:

m(s):mo—)\s:mo—nlﬂs. (1.6.1)
0
Az ehhez sziikséges erd:
F(s)= (m0—$s> g, (1.6.2)
0

amely felfele mutat.

(b) (o) A gyerek éaltal végzett munka a gorbe alatti teriilet kiszdmolasaval. Mivel az F(s) er6
az s tavolsdg linearis fiiggvénye, igy az F(s) egyenes, valamint az x és az y tengely 4ltal hatdrolt
derékszogl haromszog teriiletét kell kiszamolni. A haromszog alapja [y, a magassidga F(s =0) =
moyg, igy a teriilet %moglo. Figyelembe véve, hogy az elmozdulds a hat6 er6vel ellentétes eldjeld

a végzett munka:
1

W= —Emoglo. (163)
(8) A gyerek altal végzett munka integrallal:
Iy Iy 1
w :—/ F(s)ds=—/ mo—@s gds =——myogly. (1.6.4)
0 0 lo 2

1.7. Feladat: (HN 6C-59) * A [l. abran lathaté sdirléddsmentes félhenger aljardl a tetejére
huzunk fel egy m tomeg testet a henger tetején atvetett kotél segitségével.

(a) Hatdrozzuk meg a kotélerdt a hely fiiggvényében!

(b) Az [Fds integral segitségével hatdrozzuk meg azt a munkat, ami a testnek a henger aljarol

a tetejéig valo egyenletes sebességii felhizasdhoz sziikséges! A henger sugara R.

F

=5

Megoldas:

(a) Jeldlje ¢ a tomegponthoz huzott sugar és az x tengely dltal bezart szoget. Az mg sulyerd
mindig y irdnyu, az ébredd N tdmaszerd kifele mutat6 radidlis irdnyud, a K kotélerd érint6 irdnyu.
Igy v sebességii mozgatés esetén a radidlis komponensekre az

V2

macp:mE:mgsingp—N, (1.7.1)
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mig az erintd irdnyd komponensekre az
ma, = K—mgcosy (1.7.2)

Osszefliggések allnak fenn.
(o) Amennyiben a v sebesség allando, azaz az a, tangencidlis gyorsulds z€rus, igy az ut6bbi
egyenletbdl a kotélerd:

K(p) =mgcosp. (1.7.3)

() Ha a tangencidlis gyorsulds nem zérus a = % %0, ugy a kotélerd

d
K(p) = mgcosp+ma, =mgcosgp+md—: (1.7.4)

(b) Az elmozdulas a henger feliiletén (a keresztmetszetet tekintve a kor keriiletén) lehetséges,
amely kis dy szog esetén
ds = Rdy. (1.7.5)

A végzett munkdt a W = [ Fyds definici6 alapjan szdmoljuk.

(c) Abban az esetben amikor egyenletes mozgést feltételiink a

90° 90°
W= / K(p)Rdp = / mgRcos pdy =mgR, (1.7.6)
0 0

integral adja. Ez az eredmény varhat6 volt, hiszen ez a helyzeti energia megvaltozasat adja.
() Ha figyelembe vessziik, hogy a sebesség nem feltétleniil dllandd, akkor a végzett munka a

(I4) masodik tagjanak integréltjaval

dv
W' = -d 1.7.7
/ mds (1.7.7)
tobb. Mivel ds = vdt, igy

2 od 2 1 1
W’:/ md—:vdt:/ mvdv = Emvg—zmv%, (1.7.3)
51 Vi

ahol 1, a kezdeti, 1, a végs6 idGpont, mig v, a kezd6-, v, a végsebesség. Igy az osszes végzett

munka a nem egyenletes sebességii esetben

1 1
W =mgR+ Emvg—imv%. (1.7.9)
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1.8. Feladat: (HN 6C-73) * A 4 kg tomeg(i, nyugalomban 1évd testet a rd hat6 valtoz6 er6
az x = 2t —3t> +1* fiiggvény szerint mozgat. (Az x-et méterben, a ¢-t masodpercben mérjiik.)

Hatarozzuk meg, hogy mekkora munkat végez ez az eré a mozgds elsé harom méasodpercében!

Megoldas: A test sebessége, mint az id6 fiiggvénye:

d
v(t):d—j:2—6t+3t2. (1.8.1)

A 3. masodpercben a sebesség v(3s) = 11 m/s. A végzett munka — figyelembe véve, hogy a test

nyugalombdl indult —

1
W= Emv2 =242]. (1.8.2)

1.9. Feladat: (HN 6C-75) Az m tomeg test a nehézségi erd hatdsara szabadon esik. Mutassuk
meg, hogy h tavolsdg megtétele alatt a nehézségi er$ atlagos teljesitménye: Py =m+/g3h/2!
Megoldés: Az esd test sebessége v = gz, kinetikus energidja

1 1
E= Emv2 = Emgzzz. (1.9.1)

A h magassdgbdl torténd eséshez tartoz6 id6 ¢ = \/2h/g. A teljesitmény — a behelyettesitések

E [g3h
P="= S . 1.9.2
t m 2 (1.92)

elvégzése utdn —

Ez igazolja a feladat allitasat.

Munkatétel

1.10. Feladat: (HN 6B-23) A D. dbra szerint 2 kg-os testet vizszintes 27 N nagysagui erével
tolunk fel egy 20°-o0s lejtén. A csuszési strloddsi egyiitthat6 a lejtd €s a test kozott 0,180.

(a) Mekkora a test gyorsuldsa?

(b) Hatarozzuk meg a kinematikai egyenletek felhaszndlasdaval a nyugalombol indulo test sebes-
ségét abban a pillanatban, amikor 3 m-t tett meg a lejton felfelé!

(c) Valaszoljunk a (b) kérdésre a munkatétel alkalmazdsaval!

Megoldas: Jelolések: m =2 kg; F =27 N; a20° és 1 =0, 180.

(a) A mozgésegyenletek felirdsdhoz bontsuk fel az F er6t lejt6iranyu, felfele mutatd (F cos )
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2. abra.

és lejtére merdSlegesen lefele mutatd (F sin ) komponensekre. A felfele mozduldst pozitiv el6-

jeltinek tekintve a lejt6 irdnyd mozgésegyenlet
ma = F cosa—mgsina—uN. (1.10.1)

A N tamaszer6 a
0=N-mgcosa—Fsina (1.10.2)

egyenletbdl fejezhetd ki. A két egyenletbdl a gyorsulds

F o
g FEOSampsING) o~ igcosa = 6, 74m/s?. (1.10.3)
m
(b) Az s ut megtétele utani sebesség
v=+vV2sa=6,36m/s. (1.10.4)

(c) A testre hat6 lejtSirdanyu (felfele mutatd) eredd erd
F' = F(cosa— pusina)—mgsin o — pmg cos a, (1.10.5)
amelynek munkdja valtoztatja meg a test mozgdsi energidjat
%mv2 =F's = (F(cos a— psin ) —mgsin o — jimg cos o) s. (1.10.6)

Innen a v sebesség
v=06,36m/s. (1.10.7)

1.11. Feladat: (HN 6B-28) Orai kidolgozasra 4. feladat A B. dbrdn lathaté ember nyugalmi
helyzetbdl indulva 2,4 m tdvolsagra hiz el egy 23 kg-os ladat az érdes (i = 0,5) padlon. A lada

végsebessége 0,6 m/s. A munkatétel alkalmazasaval hatdrozzuk meg, hogy mekkora allandé er6t
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fejtett ki az ember?

Megoldas: A testre hat6 er6 — ez végzi a gyorsitast — vizszintes komponense:
Fcosa—uN, (1.11.1)

ahol N az asztaltdl a testre hatd tamaszero:

N =mg—Fsina. (1.11.2)
A munkatétel szerint: | |
5mvg— Emv% =W, (1.11.3)

ahol W a testen végzett munka, v; a kezdeti, v, végsebesség. A munka kifejezése most
W = (F cosa—puN)s, (1.11.4)

ahol az s = 2,4 m a megtett ut. Figyelembe véve, hogy v; =0, a fenti kifejezésekbdl a hatéerdre

pmgs+1mv3

= - =104,6N (1.11.5)
s(cosa+psina)

adodik.

1.12. Feladat: (HN 8B-29) Egy 5 g tomegii 700 m/s sebességii golyé behatol egy rogzitett
fakockéba és megall benne. Tegyiik fel, hogy a fakocka 8 - 10* N nagysagu 4lland6 erdt fejt ki a
golydra, mig az meg nem 4ll. Hatdrozzuk meg

(a) mennyi id6 alatt 41l meg a goly6?

(b) milyen mélyen hatol be a faba?

(c) mennyi munkét végez a fakocka, amig a golyé meg nem all?

(d) mennyivel valtozik meg a goly6 mozgasi energidja?
Megoldas: A koordinatarendszer tengelye mutasson balrdl jobbra. Jeloljiik az adatokat: m =5 g;
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vo = 700 m/s (tételezziik fel, hogy a golyé balrdl jobbra halad) és igy F =—8-10° N.

(a) Elbszor a goly6 gyorsuldsit szamoljuk, amely

F
a=—=-1,6-10m/s%.
m

A megillasig eltelt id6 a v(r) = 0 = at + v, 0sszefiiggésbol

r=22-4375.107%s.

—da

(b) A kiszdmolt adatok felhasznéldsaval a megtett ut

1
s = vot+§at2 =0,153m.

(c) A fakocka éltal végzett munka

W=F.s=-1225].

(d) A golyo kinetikus energidjanak megvaltozasa

AE, =W =-1225].

(1.12.1)

(1.12.2)

(1.12.3)

(1.12.4)

(1.12.5)

1.13. Feladat: A d vastagsigd deszkdba m tomegl v, sebességii 16vedék csapddik. Mekkora

lesz a masik oldalon kilép6 16vedék v sebessége, ha

(a) a deszkaban allandé a hatd F erd,

(b) a deszkéban a behatoldsi mélységtél fiiggd F(x) = cx? erd fékezi? (A c konstans paraméter.)

Megoldas: A munkatétel szerint:

1 1
Emv2 - Emvé =W,

ahol W a testen végzett munka. Ami az a, esetben:
W =-Fd,

és a b, esetben:

d 1
w :—/ cexldx=—=cd’.
0 3
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Ezekkel a sebességek: a,

2 (1
V= \/E <§mv%—Fd), (1134)
2 (1 1
=2 Zi=2cd? ). 1.13.
v \/m(zmv 3cd> (1.13.5)

Munkavégzés konzervativ erotérben. Potencialis energia

és b,

1.14. Feladat: (HN 7B-18) Orai kidolgozasra 5. feladat Egy kicsiny, m tomegi test a sima,
r sugard félgomb tetején nyugszik. A nyugalmi helyzetébdl kissé kimozditva, sirléddsmentesen

lecsiszik a gombon. Mekkora a fiiggblegessel bezart szog , amikor a test elhagyja a gobmb

felszinét?

Megoldéds: A potencidlis energia zérus szintje legyen a félgomb aljan. Igy a helyzeti energia

mozgds kezdetén E, = mgr, a Kinetikus energia E;, = 0 mivel a test 4ll. A feliilettdl torténd

2

214 . ’ . _ £ - . 1 ) < .
elvdlas pillanatdban: E,, = mgrcost, a mozgési energia E;, = ;mv°. A mozgds sordn nincs

surlédas és kozegellendllds, igy a mechanikai energia megmaradé mennyiség, azaz irhatjuk:

Ek|+Ep] :Ek2+Ep2. (1.14.1)

Behelyettesités utdn:
1
mgr = Emv2+mgrc089. (1.14.2)

A kormozgas feltétele:

mv?

—— =mgcosf—N, (1.14.3)

,

ahol a jobboldal els6 tagja a sdlyerd radidlis komponense, az N a tdmaszerd. Az elvélés pillana-
tdban:
N=0. (1.14.4)
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Az egyenletek megoldésa:
2
cosf == — 0 =48°. (1.14.5)

1.15. Feladat: (HN 7B-21) Egy m tomeg( testet [ hosszisagu kotélre ingaként felfiiggesztiink.
A test vizszintes helyzetbdl indul. Az O felfiiggesztési ponttol 2/3/ tdvolsagban kicsiny pockot
helyeztiink el, melybe a kitél lengése sordn beakad. gy a test a legalsé pont elérése utdn egy

1/31 sugaru fiiggdleges korpalyara tér at. Hatdrozzuk meg a fonalat feszitd erdt az A pontban,

0 y,

e e T
5. abra.

ami a pocok elérése utani legmagasabb helye a testnek!

Megoldés: A potencidlis energia zérus szintje legyen az A pont magassagaban. Igy a mechanikai

energia megmaradds tétele miatt egyszertien

11
mggl = Emvz. (1.15.1)

Masrészt a pecek koriili kormozgasra az A pontban az

2

<

m

=K+mg (1.15.2)

~

W=

Osszefiiggés irhatd, ahol K a kotélerd. A két egyenletbdl

K =mg. (1.15.3)

1.16. Feladat: (HN 7A-10) Orai kidolgozasra 6. feladat Egy m tomegi tégla gy van fel-
ersitve, hogy a k rugdalland6ji rugét éppen csak érinti. A téglat ekkor elenged;jiik nyugalmi

helyzetébdl. Hatarozzuk meg, hogy milyen d tavolsagra jut el a tégla az elengedés utan!
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6. abra.

Megoldas: Mivel a mozgds sordn nincs strlédds és kozegellendllds, a mechanikai energia meg-
marad. Azaz a kezdeti kinetikus energia Ej, €s potencidlis energia £, 0sszege egyenld a tekintett

mozgds végi kinetikus Ej, és potencidlis energia E,,, 0sszegével:
Ek|+Ep1 :Ek2+Ep2. (1.16.1)

Mivel a test kezdetben €s az also helyzetben is dll, igy Ey, =0 és E;, =0. A helyzeti energia zérus
pontjét a talajra helyezve E, = mgh, ahol h a tégla talajtdl val6 tdvolsdga. Az E,, a tégla alsé
helyzethez tartozo helyzeti energidjabol €s a rugalmas energidbol éll, azaz E,,, = mg(h—d)+ %kdz.

A fenti egyenletbe helyettesitve:

1
mgh =mg(h—d)+ Ekdz. (1.16.2)
Ebbdl a d 6sszenyomddas mértéke:
2
d= %. (1.16.3)

(Megjegyzés: Természetesen ugyanez az eredmény adddik, ha pl. a felsé helyzetet valasztjuk a

potencidlis energia zérus pontjanak.)

1.17. Feladat: A volgy folott 2 magassadgban dtvezetd viaduktrél gumikoteleken ugrdlnak ald
(bungee jumping). Milyen L hosszusdgtinak valassza az m tomegii ugré a k direkci6 erejli gumi-

kotelet, hogy a talajt éppen érintse? (Az ugro kiterjedése legyen pontszerd.)

Megoldas: Az ugré a mozgds elején és a talaj érintése pillanatdban all, igy mozgasi energidja
mindkét esetben zérus. Igy a kezdeti mgh helyzeti energia — a volgy aljat zérus szintnek véve —

a gumikdtélben tarol6dé rugalmas energidva alakul, azaz:

1
mgh = 5k(h—L)Z. (1.17.1)
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Itt a h—L a gumik6tél megnyildsa. Az egyenlet megolddsa:

2mgh
L=h+ %. (1.17.2)
Innen a fizikailag értelmes megoldas, igy a kezdeti (bedllitandd) hossz:
2mgh
L=h- %. (1.17.3)

1.18. Feladat: * Az m tomegii /) hosszisagu lanc a foldon hever. A végét elkezdjiik dllandé vy
sebességgel emelni. a, Mekkora er6t kell ehhez kifejteni? b, Mekkora a végzett 6sszes munka,

amikor a kotél vége éppen elhagyja a talajt?

Megoldas: a, Tekintsiik a kozbensd ¢ idépontot, amikor mar vyt hossz felemelkedett és v, sebes-

ségli. E pillanatban az m tomegl darabnak a helyzeti energidja:

1 1 my
E (1) = —mgh=~ 2yt t 1.18.1
(1) ymeh =3 lOVogVO ( )
SN—~—" h

m

tomeg( darabra. Mdsrészt ennek az m tdmegl’i darabnak a kinetikus energidja:

1
Ed) = —mvo— 5"; Votv2. (1.18.2)
A teljes energia:
1L m 1L m
E{t)=~—v, o +2 10,3, 1.18.3
0)=5 GEAE WA Vol ( )
amelybdl a P(¢) teljesitmény:
dE my 1m0 3
P(t)=—=—vjtg+=—v,. 1.18.4
=" =7, 0"8% 373, "0 (1.184)
A P(t) = F v 6sszefiiggésbdl a lancra
P(t 1
Fiy=O M0, o 10 (1.18.5)
Vo l() 2 l()

erdvel kell hatni. b, A végzett munka egyszer(ien kiszdmolhat6 tgy, hogy a lanc tomegkdzép-

pontja b magassagra emelkedett, médsrészt a lanc sebessége vo. A helyzeti energidja ’”Oglo , a

mozgasi energidja Emovo, azaz

moglo 1 5
2 20

Megjegyzés: E munka a kdvetkezOképpen is kiszdmolhat6. A felemeléshez sziikséges id0: 1, =

é—((’). A munka W = [ Fdx= [ Fvdt alapjan:

‘0 my moglo 1
W= / (—vogt+2lo 2)vodz‘z > +Emov§. (1.18.7)

W =

(1.18.6)
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Energiatétel

1.19. Feladat: Egy 60 kg-os ldda 4 m magasrdl lecstszik egy a vizszintessel 30°-0s szoget

bezar6 lejtén. Mekkora a surléddsi er6 munkdja ezalatt, ha a ldda 5 m/s sebességet ér el?

Megoldas: Jelolések: m =60 kg, h =4 m, a =30° és v =5 m/s. A mechanikai energia megmara-

dast "elrontd" disszipativ erd munkdjat a kovetkez6képpen tudjuk figyelembe venni:
U, +E, =U, +E, +W, (1.19.1)

ahol végs6 potencidlis és kinetikus energiat 0sszegét (mechanikai energia) ugy kapjuk, hogy
a kezdeti potenciélis és kinetikus energidhoz hozzdadjuk a sirl6dési végzett munkat. Mivel a
kezdeti mechanikai energia nagyobb mint a végsd, biztosak lehetiink benne, hogy W negativ. A

potencidlis energia z€rus szintjét a lejtd aljara a jelen esetre a kovetkez6 egyenlet irhat6:
1
Emvz =mgh+W. (1.19.2)

Az adatok behelyettesitése utan
W =-16501. (1.19.3)

1.20. Feladat: Az « hajlasszogl, ;v sirlodési egyiitthat6ju lejtd aljan felfelé lokiink vy sebes-
séggel egy m tomegi testet. A test a mozgds tetGpontjat elérve visszacsuszik. Mekkora lesz a
sebessége a lejt6 aljan? A feladatot oldjuk meg a

(a) dinamikai egyenletek megolddsaval és

(b) az energiatétel felhasznaldsaval!

Megoldas:
(a) A felfele mozgasnal legyen a koordinatatengely irdnyitdsa pozitiv a felfele irdnyban. Ekkor

a test lejtéirdnyud mozgasegyenlete
Mg = —mgSIN v — [1Mg COS v, (1.20.1)
amelybdl a gyorsulds
Afe =—gSINQ— (1 COS V. (1.20.2)

A felfele mozgas ideje a 0 = vy +ay.t egyenletbdl

o = —2, (1.20.3)
—Afel
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amellyel a 1d6 alatt a megtett tt

2
v v
g=_20 _ 0

"~ 2g(sina+ picos )’

(1.20.4)

A lefele csuszasndl forditsuk meg a koordindtatengelyt, a pozitiv irdnyitds mutasson lefele. Ek-
kor a mozgasegyenlet

ma;, = mgsin a— jymg cos a,

(1.20.5)
amelybdl a gyorsulds
aje = gsina— j1g cos . (1.20.6)
A lefele mozgas ideje a v = a;,t egyenletbdl
fe = (1.20.7)
dje
amely id6 alatt a megtett s Ut
1, v
—at° = . 1.20.8
§=5a San, ( )
E két egyenletbdl a sebesség a lejtd aljan
v =14/2s0a,. (1.20.9)

Az s és a;, kordbban kapott kifejezéseit behelyettesitve a sebességre a

sina— 1 cos (1.20.10)
V=vo| —m .20.
0 sina+ (4 cos o

(b) Az energiatétel azt éllitja, hogy a végsé kinetikus és potencidlis energia Osszege egyenld a

kezdeti kinetikus és potencidlis energia 0sszegével plusz a testen végzett munkéval, azaz

eredmény adodik.

Up2+Ek2=Up1+Ekl+W. (12011)

A felfele mozgésndl U, =0; Ey = %mv%; Uy =mgssina; Ep =0 és W =—pumgscosa. Egy
egyenletbe Osszeirva

mgssina = Emvé — JLMgS COS (.

(1.20.12)
Ebbdl az s 1t
= % . (1.20.13)
2g(sina+ 1 cos «)
A lefele cstszasnal
Up+Ep=U,+E +W, (1.20.14)
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ahol U,; =mgssina; Ey =0; Uy =0; Eyp = %mv2 és W =—umgscos . Egy egyenletbe irva

1
Emv2 = mgs sin v — [1Mmgs cos (. (1.20.15)

Az s utat a (TZ13)) egyenletbdl behelyettesitve a sebességre a fentiekkel egyezd
p= vy | e HERD (1.20.16)
sina+pcosa

2. Feladatok a gyorsulé koordinata-rendszerek targykorébol

eredményt kapjuk.

Centrifugalis er6

2.1. Feladat: (HN 13B-20) Egy népszer(i viddmparki mutatvanyndl a latogatdk egy fiiggdleges
tengely koriil forg6 henger belsé falanak timaszkodnak a [1. dbrdnak megfeleléen. Ezutan a pad-
16t lesiillyesztik, és hagyjak, hogy a latogatdk a centrifugélis er6tdl a falhoz "odaszogezve" és a
surlodasi erd kovetkeztében a lecsiiszasztol védve a falon maradjanak. A henger R sugardnak,
az w szogsebességnek és a g nehézségi gyorsuldsanak fliggvényében hatarozzuk meg azt a leg-
kisebb 1 nyugalmi surlédési egyiitthatét, amely a lecsiszast megakadalyozza. A feladatot forgd

vonatkoztatési rendszerben oldjuk meg!

Megoldas: A forgé vonatkoztatdsi rendszerben a falhoz "odaszogezett" latogatora négy erd hat.
A centrifugdlis erd (tehetetlenségi er$), amely radidlisan kifelé mutat és nagysdga F,, = mRw?. A
falon radidlisan befelé mutat az N tdmaszerd, amelynek nagysdga pontosan mRw?. FiiggSlegesen
lefelé hat az mg sulyerd, ezzel ellentétesen az F; surlédési erd, €s a kettd egymadssal egyenld. Az

fentieket matematikalag 6sszefoglalva:

mg:Fs:;LN:umez, (2.1.1)
ahonnan
8
=— 2.1.2
H=p (2.1.2)

2.2. Feladat: Orai kidolgozasra 7. feladat Egy M = 1,499 - 10% kg tomeg(, R = 10000 km
sugaru bolygoé északi sarkdn k = 100 N/m direkcids erejli rugora m = 1 kg tomeg testet 16gatunk.

A bolygd w =107* 1/s szogsebességgel forog.
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7. abra.

(a) Mekkora a rugd megnyuldsa?

(b) Ezt kdvetden a mérést az egyenlitdn megismételjiik. Mennyi ekkor a rugé megnyulasa?

Megoldds:
(a) A bolygé északi sarkdn végzett mérés soran
mM
F = kAX, (221)
ahol Ax a rug6 megnyulasa, amely
M
Ax:y% =0, 1m = 100mm. (2.2.2)

(b) Az egyenlit6én figyelembe kell venniink a centrifugélis erdt, amellyel az egyenlet gy médo-
sul, hogy

M
y";—z —mRw? = kAX. (2.2.3)

Innen a Ax’ megnyulas

A = mM  mRw?

=g - %099m=99mm, 2.24)

azaz a rigd megnyuldsa 1 mm-rel kevesebb.
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2.3. Feladat: (HN 14C-39) Az w szogsebességgel forgd ringlispil kozéppontjatdl r tdvolsidgra
1évd helyen & magassagbodl egy targyat ejtenek a padléra. A mozgést a ringlispil vonatkoztatasi
rendszerébdl vizsgdlva mutassuk meg, hogy az elejtés talppontja és a becsapddasi pont kozotti

tdvolsag jo kozelitéssel w?rh/g. Milyen feltételezésekkel kell élni a feladat megolddsa sordn?
Megoldas: A targy
At =4 — (2.3.1)
1d6 alatt esik. A forgd vonatkoztatdsi rendszerben az
ep = 1 (232)

centrifugdlis gyorsuldsa lesz, amely kifele mutat6 radidlis irdnyd. E gyorsuldssal az elejtés talp-

pontja és a becsapdddsi pont k6zotti tdvolsag

w?rh

1
As = 5aCf(At)2 = (2.3.3)

A forgés kozbeni szogelfordulas
Ay =wAt. (2.3.4)

Ha azt tekintjiik, hogy a test az 4116 rendszerbdl nézve érintd irdnyban rw sebességgel egyenes-

vonali egyenletes mozgast végez az elejtés utan, akkor az ehhez tartoz6 elmozdulés
Ax =rwAt. (2.3.5)
Az ehhez az elmozduldshoz tartoz6é a kdozponti szog
tga = % = wAt. (2.3.6)

Ahhoz, hogy ¢ és a kozelitSleg megegyezzenek egymadssal, az wAtr << 1 feltétel teljesiilése
sziikséges.

Coriolis-ero

2.4. Feladat: (HN 14C-30) Orai kidolgozasra 8. feladat irjuk le, hogyan tudna egy személy
a forgasban 1évo ringlispil lapjan jarni dgy, hogy a rd hat6é Coriolis-erd és a centrifugélis erd
egymadssal egyenld nagysagu, de ellentétes irdnyu legyen! (A ringlispil forogjon az éra jarasaval
ellentétesen.)

2014. november 20. 21


mailto:markus@phy.bme.hu

BME Fizikai Intézet Markus Ferenc, markus @phy.bme.hu

Megoldas: Az w szogsebességgel forgd ringlispil origétdl valé R tdvolsagd pontjdban a sze-
mélyre radialis kifele mutaté F,; = mRw? centrifugdlis er§ hat. Ahhoz, hogy a Coriolis-erd radi-
alis befele mutaté legyen, ahhoz az 6ra jarasaval egyezden, az R sugard kor érintdje irdnyaban

kell v sebességgel haladnia. A Coriolis er6 nagysaga Fr, = 2mwv. A kettd

F.fp = mRw* = 2mwv = Fg, (2.4.1)
egyenlségébdl a sebességre a
R
v= 7‘“ (2.4.2)

adodik.

2.5. Feladat: Egy forgétarcsa szélén 4ll6 ember eldob egy testet vizszintesen a fliggdleges
forgédstengely irdnydba 10 m/s kezdGsebességgel. A tircsa percenként 600-at fordul. Mekkora a

tarcsa vonatkoztatdsi rendszerében a test palydjanak kezdeti gorbiileti sugara?

Megoldas: Jelolések: v =10 m/s és f =600 1/perc = 10 1/s. A tarcsa szogsebessége w =27 f
= 62,8 rad/s. A forgé rendszerben a testet a Coriolis-er$ tériti el, amelyhez tartozé gyorsulds
nagysiga

dc, = 2wv. (2.5.1)

Az indulés pillanatdban korpalydn mozog a test, amely esetén gyorsulds

2
v
=—. 252
a=—4 (25.2)
A kettd egyenl6ségébdl a gorbiileti sugér
R=—=0,159m. (2.5.3)
2w

2.6. Feladat: (HN 14C-33) A mesterlovész balrdl jobbra haladé célpontra céloz. A célt kdvetd
puskacsd a vizszintes sikban mozog. A puska szdgsebessége 1,5 rad/s abban a pillanatban, ami-
kor az 5 g tomeg(i 16vedék 500 m/s sebességgel éppen kilép a cs6bol.

(a) A forg6 rendszerben mekkora Coriolis-erd hat a 16vedékre a csé elhagydsdnak pillanatdban?

(b) Milyen irdnyu ez az er$?

Megoldas: Jelolések: w=1,5rad/s; m=35 g és v =500 m/s.
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(a) A puska csove az 6ra jardsdnak megfelelden fordul el, igy az w szogsebességvektor fliggs-

legesen lefele mutat. A Coriolis-er6 a w szdgsebességvektor és a v sebességvektorokkal
F=-2mw xv, (2.6.1)
amelynek nagysdga — figyelembe véve, hogy w és v egymasra merdlegesek

F=2mwv="7,5N. (2.6.2)

(b) Az erd irdnya jobbrol balra mutat.

2.7. Feladat: (HN 14C-38) A percenként tizet forgo ringlispil szélén 4ll6 kislany 10 m/s viz-
szintes kezdGsebességgel labdit dob a forgastengely felé. Ugy ldtja, hogy a pdlyagdrbe jobbra
kanyarodik.

(a) Szamitsuk ki a palyagorbe kezdeti vizszintes gorbiileti sugarat!

(b) Amikor a labdat dobd kislany a ringlispil kdzepe felé néz, jobbra vagy balra l4tja elmozdulni

a tavoli tajat?

Megoldas: Jelolések: A fordulatszdam f =10 1/perc =1/6 1/s, amellyel a szogsebesség w =27 f =
1,047 rad/s; v=10 m/s.
(a) A labda Coriolis-gyorsuldsa

aco = 2wV, (2.7.1)
amely éppen az elkanyarodas
2
a=" (2.7.2)
r

gyorsuldsa. Itt r a pdlyagorbe gorbiileti sugara. A két gyorsulds egyenléségébdl

r=-"=955m. (2.7.3)
2w

(b) Mivel a pélyagorbe jobbra kanyarodik, igy a ringlispil az 6ra jardsaval ellentétes irdnyban

forog. Az ilyen irdnyban forgd rendszerbdl nézve a tdj balrdl jobbra latszik mozogni.

2.8. Feladat: Orai kidolgozasra 9. feladat A Fold napi forgdsa kovetkeztében az esé testek
kelet felé elhajlanak.

(a) Mekkora az Egyenlit6re szabadon esd test keleti irdnyud gyorsuldsa?
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(b) Szamitsuk ki, hogy a becsapddas pillanatdban mekkora a keleti irdnyd sebessége annak a

testnek, amely 2 = 100 m magasbdl esik szabadon az Egyenlitore!

Megoldas:
(a) Az Egyenlit6n szabadon es6 testnek a Coriolis-erd kovetkezményeként — figyelembe véve,

hogy a Fold w szogsebessége €s a leesd test v sebessége egymdsra merdleges —
a(t) =2wv =2wgt (2.8.1)

keleti irdnyd gyorsuldsa van.

(b) At iddtartamu esés sordn az a(t) = 2wgt egyenes alatti teriilet éppen a keleti irdnyu sebesség:
v(t) = wgt?. (2.8.2)

Mas uton:

v(t) = / a(t)dt = / Qwgtdt = wgt?. (2.8.3)
0 0

Az esés ideje 4,47 s, w =7,27-107 rad/s, g = 10 m/s? adatokkal szdmolva:

Vieter = 1.45- 1072 m/s. (2.8.4)
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