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MECHANIKA 2 | B)YHFO06. |

B 16.) feladat
Egy hajlékony hur linearis tomegstirisége ,, 44,”, a hurt ,F” erével megfeszitettiik. A hur

nyugalomban a ,,z” tengelyen helyezkedik el. A feladat a hdr transzverzalis (,,x” és ,,y” iranyQ)
mozgésainak vizsgéalata. A rendszer Lagrange-stiriisége két tagbol all, a mozgasi energia
stiriségbdl, ill. a hur ,,ivhosszaval” kifejezett potencialis energia taghol. (Lasd Al1l.) feladat!)
A Kkitérés most azonban két komponensti: Ux(z,t) és uy(z,t).

a.) Irja fel a rendszer Lagrange-siiriiségét!

b.) Kozelitse a Lagrange-siirtiségben szerepld gyokos kifejezést masodrendig! (0,u, -kban

negyedrendi tag jelenik meg!)
c.) Irja fel a rendszer mozgasegyenleteit!
d.) A Lagrange-stiriiség ismeretében hatarozza meg a r;(z,t) kanonikus impulzusstiriségeket!

e.) Hatarozza meg a rendszer Hamilton-stirtiségét!
f) AH= I}[(z,t)dz Hamilton-funkciondl derivalasaval irja fel a Hamilton-fele kanonikus

egyenleteket!

g.) Mutassa meg, hogy a kanonikus egyenletek ekvivalensek a Lagrange-féle
mozgasegyenletekkel!

h.) Adja meg a hur energiastiriségének kifejezését, mint o,u; és 0,u; fliggvényét!

i.) EXTRA! Adja meg az energia-aram kifejezését a modellben! irja fel az energia
kontinuitasi egyenletét a modellben!

B 17.) feladat

E A o Tekintsiik az Al12.) feladatban is latott elrendezést, amikor
Y m egy ,,m” tomegl téglat kotottiink egy ,,E” Young-modulusu, ,,A”
Z keresztmetszetli és ,,p” slrliségi gumirad végére. A rad

nyugalmi hossza ,,L”. A rad hosszirdnya jeloli ki a ,,z” tengelyt.
A gumiszal pontjainak longitudinalis kitérését jeldlje &£(z,t), a tégla kitérését pedig u(t).
A rendszer Lagrange-fliggvényét (funkcionaljat) kdnnyen fel tudjuk irni:

(PP 52 _EA L ) 1
L—.([dz( S (08" -=-(0.9) j+2mu .

Ha ebbdl az alakbol naiv modon felirjuk a mozgasegyenleteket, nyilvanvaléan rossz eredményt
kapunk, a téegla nem lesz a gumiszalhoz kotve. A &(L,t) = u(t) kényszert ki kell rénunk!

a.) A Lagrange-figgvény ismeretében irja fel a rendszer ,,S” hatas-funkcionaljat! A kenyszert
egy Lagrange-multiplikator segitségével vegye figyelembe!

b.) irja fel a hatas &S variaciojat, amennyiben, ha a kozeg ill. tégla kitérésének variacioja
ou(t) és 6&(z,t).

c.) A szokasos madon, parcialis integralassal érje el, hogy a hatas-funkcionalban ne jelenjenek
meg a oués o& variaciok derivéltjai! A 6¢& esetén vigydzzon a z = L-nél megjelend
peremtaggal!

d.) A legkisebb hatas elvét alkalmazva adja meg a rendszer mozgasegyenleteit! Ha jol szamolt,
az A12.) feladatban szerepld eredményt kellett kapnia.
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B 18.) feladat

A gyakorlaton szerepelt az Un. sine-Gordon modell, ami egy igen specialis mechanikai rendszer
(ingasor) folytonos hatareseteként adddott. Mint kiderul, a modell ennél sokkal tébb helyen
megjelenik, tobbek kozott a spinnel rendelkez6 kolcsonhatd részecskék egydimenzids
kvantummodellje is a sine-Gordon modellre vezet. Az ilyen rendszerek vizsgélata az elmult
évtizedekben sok fizikus érdeklddésének kdzéppontjaba kertilt, mai napig igen ,,forrd” teriilet.

Az 1d0, és hosszusagegyeségek megfeleld megvalasztasadval a rendszer Lagrange-siirlisége az
alabbi alakba irhato:

1 1
L(,0,0,0,0) = 5(8t<0)2 - E(axco)2 +cos(ep) —1.

a.) A Lagrange-siiriség ismeretében vezesse le a rendszer mozgasegyenleteit!

b.) Keresse az egyenlet statikus megoldasait: irja fel az idéfiiggetlen megoldasra vonatkozd
differencialegyenletet!

c.) Ha jol szamolt, egy eldjeltdl eltekintve a matematikai inga mozgasegyenletével analog
differencialegyenletet nyert. Mutassa meg, hogy ennek az egyenletnek lehetséges
megoldésa:

o(X) = 4arctan(e**’) ,
ahol & valamilyen konstans.

d.) Adjameg a ¢(+w) hatareseteket! Hanyszor ,,csavarodik korbe” a ¢ -tér?

e.) EXTRAI! Mutassa meg, hogy az a.)-ban kapott egyenlet (hasonloan az eléadason szerepelt
Klein-Gordon egyenlethez) Lorentz-invarians! (4z egyenletbdl latszik, hogy a fénysebesség
a modellben c=1.)

A Lorentz-invarniancia bizonyitdsdhoz mutassa meg, hogy feltéve ¢(x,t) megoldas, egy

v < csebességli standard boost utan nyert @(X,t) = gp(i(x,t), f(x,t)) fuggveény is megoldas.
Itt X(x,t) és t(x,t) amegfelels (c = 1) Lorentz-transzformaciot jelélik.
f.) A c.) feladatban nyert statikus megoldas egy ,,all6” +1 csavarodasu szoliton. Lorentz-

transzformacio segitségével mutassa meg, hogy a ,,v” sebességgel a ,,+x” iranyba halad6
+1 csavarodasu szoliton megoldéas az alabbi alaku:

@(x,t) = 4arctan (e7(X—Vt)+5),

ahol y =+v1-v*.

g.) A Lagrange-siiriiség ismeretében irja fel a rendszer energia-stiriségét, mint ¢, 0,9 és 0,
fuggvényét!

h.) EXTRA! Az energia-siiriiség integralasaval adja meg egy ,,v”’ sebességgel halado 1-
csavarodasu szoliton energidjat!

i.) EXTRA! A h.) feladat eredményeét értelmezhetjiik Ggy, mintha a szoliton egy
Lrelativisztikus™ részecske volna. Mekkora a részecske tomege?



